
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1977. Том 237, № 1 

УДК 517.862:517.54 МАТЕМАТИКА 

А. Д. МЕДНЫХ 

ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ КОМПАКТНОЙ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
С ТРИВИАЛЬНОЙ ГРУППОЙ АВТОМОРФИЗМОВ 

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 20 VII 1977) 

1. В работе ( 4) впервые было дано строгое доказательство следующего 
утверждения, принадлежащего А. Гурвицу. 

Для любого целого числа g>2 существует компактная риманова по-
еерхностъ рода g, группа всех конформных автоморфизмов которой три­
виальна. 

Позже Л. Гринбергом ( 2) было показано, что при g>2 почти все точки 
в пространстве Тейхмюллера Тй, за исключением аналитического подмно­
жества, соответствуют римановым поверхностям с тривиальной группой 
автоморфизмов. Несмотря на это, конструктивных примеров римановых 
поверхностей с указанным выше свойством известно немного. Один из та­
ких примеров содержится в работе Р. Акколы ( 3 ) . Ниже будет предложен 
способ, позволяющий в явном виде построить фундаментальные много­
угольники для дискретного семейства римановых поверхностей с триви­
альной группой конформных автоморфизмов. 

Предлагаемый подход позволяет также установить существование раз­
ветвленного накрытия над сферой, группа преобразований наложения ко­
торого и полная группа автоморфизмов накрывающей поверхности 
являются заданными циклическими группами (теоремы 2, 3) . В дальней­
шем, без дополнительных ссылок, мы будем использовать определения и 
обозначения, принятые в ( 5 ) . 

2. Пусть D={z^C: | я | < 1 } — единичный круг, который мы будем рас-
\dz\ 

сматривать как модель плоскости Лобачевского с метрикой da = —• 
1 - Ы 2 

Для заданного простого числа р > 3 определим три подстановки на р-сим-
волах 

^ = ( Р - 1 , Р - 2 , . . . , 4 , 3 , 1 , Р , 2 ) , 
т ) = = ( 1 , 4 , 6 , . . . , р - 1 , 3 , 5 , . . . , р , 2 ) , 

Е—(1,2 Р—l ,p) f (1) 
которые удовлетворяют условию £т |= | . 

Пусть далее заданы г циклов длины р, для которых выполнено ра­
венство 

Ш... 6 Г = 1 , (2) 

где г — целое число, выбираемое из условия г>2р. 
В круге D построим неэвклидов треугольник ОАВ, вершина которого О 

находится в точке z=0 , а углы при вершинах О, А ж В равны соответствен­
но я/pr, я/р и я/г. Построенный треугольник будем обозначать через F, 
а его сторону АВ через / . Соответствующие им при отражении относитель­
но стороны OA треугольник и сторону обозначим через F~ и /*\ Пусть 
y=e2ni/prz — эллиптическое преобразование D, имеющее порядок рг. Рас-
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смотрим неэвклидов многоугольник 

J . - ' u V ^ u * - ) , (3) 
1=0 

который имеет 2рг сторон, определяемых через стороны треугольников F 
и F~ по формулам 

1,2 г, / = 1 , 2 , . . . , / > . 

Через обозначим эллиптические преобразования порядка р , которые 

отображают сторону / £ р на 7^Р, fc=l,2,...,г. При помощи подстановок 
из (2) зададим отображения, попарно отождествляющие стороны много­
угольника F 0 : 

Th>j=yr**™xky-^ fc-l,...,re / = 1 , . . . , р . (5) 

Заметим, что THTJ отображает сторону Л* на 1к,вк0). По теореме Пуанка­
ре ( ( 4 ) , стр. 227), преобразования THT 3 порождают фуксову группу 

Г 0 = { Г М , fc=l,...,r, / = 1 , . . . , р ) , (6) 

для которой FQ является фундаментальным многоугольником. При этом Г 0 

не содержит эллиптических элементов и определяет компактную римано-
ву поверхность T=D/TQ. 

3. Укажем теперь явный вид подстановок в (2), которым будет соот­
ветствовать риманова поверхность T=D/T0 с тривиальной группой кон­
формных автоморфизмов. Положим: 

е » - б ( - " \ fc-i,...,r-2, 8 , - i - t , е г = л , (7) 

если г четно, и 

е . - б < - 1 , ж , fc-i,...,r-4, e r _ 3 = r , e , . , - ^ - 1 , в г - i - c , e r - t | , (Г) 

если г нечетно. 
Т е о р е м а 1. Пусть р —простое число > 3 и г&*2р. Пусть далее Т — 

риманова поверхность, определяемая условиями (7) или (7 7 ) . Тогда 
С(Г)«1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы опирается на две следующие леммы. 
Обозначим через ^ (Г 0 ) нормализатор Г 0 в группе всех конформных пре­
образований D . 

Л е м м а 1. Пусть р — простое число > 3 и г^2р. Тогда 
Pr-i 

tf(r.)=£i,,r,. 

Л е м м а 2. Следующие условия являются необходимыми и достаточ­
ными для того, чтобы ymr+n^N(T0), ™=*0, 1 , . . . , р—1, тг=0 ,1 , . . . , г—1; 

^ - " = 9 ^ к+п^г, 
Г + 1 е д ^ т - 1 = е _ к+п>г, 

где /с=1,2, , г и к+п=к+п—г. 
Леммы 1, 2 и конкретный вид подстановок (7) и (70 позволяют уста­

новить, что М(Г 0)=Го. Откуда 
С ( Г ) ^ ( Г 0 ) / Г . * 1 . 
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При определенном выборе подстановок 8 4 , . . . , 0Г, удовлетворяющих 
условию (2), с помощью лемм 1 и 2 удается установить также следующие 
результаты. 

Т е о р е м а 2. Пусть S — компактная риманова поверхность рода О и 
р — простое число > 3 . 

Тогда для любого натурального N>2p и такого, что р) = 1 , сущест­
вуют компактная риманова поверхность Т и регулярное разветвленное на­
крытие я: T-+S, такие, что С (Г, S)^ZP и C(T)^ZNP. 

Т е о р е м а 3. Пусть S — компактная риманова поверхность рода О 
и N — натуральное число (N^2). Пусть, далее, р — простое число такое9 

что р = 1 (mod2N 2 ) . Тогда существуют компактная риманова поверхность 
Т и р-листное накрытие регулярного типа, разветвленное над Np+1 точ­
ками из 5, такие, что С ( Г , 5 ) = 1 и C ( r ) ^ Z p . 
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