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Используются функции Ляпунова для нелинейных систем автоматиче­
ского регулирования для оценки интегральных критериев качества регу­
лирования. 

1. К числу косвенных методов исследования переходных процессов 
в системах автоматического регулирования относятся интегральные 
критерии 

= J я 2 dt и / 3 = \ v d t . 

где х — х (t) — кривая переходного процесса, V — определенно-положи­
тельная квадратичная форма переменных xif в своей совокупности 
определяющих состояние движения системы. 

Для систем автоматического регулирования, движение которых 
описывается линейным дифференциальным уравнением с постоянными 
коэффициентами, существуют различные методы, позволяющие опреде­
лить или оценить величину / 3 (или / 2 ) без решения характеристиче­
ского уравнения системы. Наиболее удобный из таких методов приво­
дится в работе [1]. Нахождение величины / 3 (или / 2 ) любым из упомянутых 
выше методов не представляет затруднений. Однако для систем уравнений 
порядка выше третьего решение вопроса уже сопряжено с громоздкими 
вычислениями. Поэтому часто бывает целесообразной оценка интеграль­
ного критерия сверху. 

Для нелинейных систем автоматического регулирования не суще­
ствует каких-либо эффективных методов нахождения критерия / 3 ( и л и / 2 ) . 
Лишь в частных случаях удается определить или оценить какой-нибудь 
интегральный критерий. В частности, знание функции Ляпунова для 
какой-либо нелинейной системы автоматического регулирования позво­
ляет вместе с доказательством устойчивости движения оценить один из 
интегральных критериев. Это послужило поводом для написания настоя­
щей статьи. 

Ниже произведены оценки для тех систем автоматического регули­
рования, которые характеризуются нелинейными дифференциальными 
уравнениями второго и третьего порядков с известными функциями 
Ляпунова. Кроме того, оценивается интегральный критерий / 3 для 
системы дифференциальных уравнений п-то порядка особого вида. 

2 . Пусть переходный процесс системы автоматического регулирования 
определяется системой дифференциальных уравнений [ 2 ] 

где а, Ъ — постоянные, а функции fx{x) и / 2 (х) удовлетворяют условиям, 
2* 
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обеспечивающим единственность решений при любых начальных данных, 
и Л(0) = / я (0) = 0. 

Пусть функции 

удовлетворяют условиям 
h1(x) + 6 < — е.1г 

К И Ь — h2 {х) а > s 2 ( s 2 > 0, s 2 > 0), (2) 

тогда тривиальное решение системы # = 0, у = 0 асимптотически устой­
чиво [2] и можно оценить интеграл 

оо 

/ 2 = ^x2dt. 

6 

Для этой цели введем функцию 
х 

V (х, у) = 2 JXfi (») 6 - /я (ж) а} + (Ьх - ау)\ 
о 

Ее производная по времени в силу системы (1) будет иметь вид 

~ = 2х2 [hx {х) + Ъ] [bh± {х) — ah2 (х)]. 

Используя условия (2), заключаем, что 

< ^ [К (*) +• Ь)\аК (*) - ЪК (х)] х- = -±^- (- , 

ж отсюда следует оценка 

оо оо 

о 0 

так как ввиду устойчивости 
^(^(0,2/(0)1^00-^0. 

Итак, если заданы начальные условия 

х | / = о — Х0У У \t=o ^ У®1 

то 
оо ж, ^ 

о © 

Этот результат можно использовать для оценки интегрального 
критерия 

'-И*+(£-)> 
о 

в случае, если система регулирования описывается уравнением 
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Итак, пусть переходный процесс характеризуется уравнением (3), 
где а ^> 0 — постоянная, а ср(#) удовлетворяет условиям, обеспечиваю 
щим единственность решений при любых начальных данных: 

?(0) = 0 
и 

< . > о ) , ( 4 ) 

Так как система уравнений, эквивалентная уравнению (3): 

dx 

i r - У> 

есть частный случай (1), то решение системы (5) # = г / = 0 асимптоти­
чески устойчиво и имеет место оценка 

х0 

[ х 2 d t < i \ ? № dx
 + -ш (ах° + У^1 

где #|*=о—#0> г/ U-=o = 2/о — начальные условия. 
Введем, далее, функцию 

W(x, у) = 2^®(x)dx + у2; 
о 

ее производная по времени в силу системы (5) равна 

Отсюда следует 

оо оо . . , 

о о 
так как в силу устойчивости 

Резюмируя сказанное, получаем 

оо х0 

J3 = \ + У2) dt < X (1 + в) $ <? (х) dx + ± [{ах, + y0f + ejfl. 
о о 

3. Пусть переходный процесс описывается системой [2] 

• 3 T = / i ( a O + а у , 

, ( 6 ) 

§ = te.+ / a ( y ) l 

где а и 6 — постоянные, аЪф'О, / х (0) = / 2 (0) = 0. 
Если функции 

К(х)=1±^ъНЛу) = Ш 
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удовлетворяют условиям ; 

/гх (я)с 2 — a & > s 3 (а^О), 
к2(у)сг — аЬ^г^ (уфО), 

Sli S 2 » S 3 > S 4 > > 0 J 

где q и c2 — постоянные, удовлетворяющие условию 

с хс 2 = аб, 

то состояние равновесия ж = ?/ = 0 асимптотически устойчиво [ 2 ] , и 
представляется возможность оценить интегральный критерий 

оо 

Л = 5 (*2 + V2)dt. 
О 

Для доказательства последнего утверждения рассмотрим функцию 

V(x, у) = {с\ - аЬ)х* + (а - ^ у * + 2с2(ж)<*с + 
1 о 

2 У 

о 

Найдем ее производную по времени в силу системы (6) 

^f = 2Ui (х) С 2 ~ а Ь х \ Ifi (х) + С2Х] + 

+ 2 4 if2 (У) + СгУ] [/2 (У) Сг - < % ] = 2 [^.(я) + с2] [h, (х) с2 - ab] х2 + 
°\ 

+ 2 ^ l h ( y ) + ci][h(y)c1~-ab] у \ 

Ввиду условий (7) выполняется неравенство 

_ d 7 
dt 

d V > 2е1еах* + 2 \ г 2 з 4 г / 2 . 

Обозначим т2 = min J 2 s 1 s 3 , 2 s 2 s 4 j , тогда 

оо оо оо 

о о 1 о 

(имея в виду, что V\t^&y^0 в силу устойчивости). 
4 . Пусть переходный процесс характеризуется уравнением [3] 

S+«S + ?eH/(4=o, (8) ^3 г dt2 1 г 

где а * > 0 — постоянная, -/.(ж) непрерывно дифференцируема, ср (у) непре­
рывна при всех значениях аргумента. Если выполняются условия 
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ср(0) = / (0) = 0, 

a f M - f { x ) > e { у ф 0 > е > 0 ) , (9) 

то тривиальное решение уравнения х~0 асимптотически устойчиво [3] 
и может быть оценен интеграл 

О 
Покажем это. 
Уравнению (8) эквивалентна система уравнений 

dx 

dy 

— — 
Рассмотрим производную функции 

V(х, у, z)^a^f(x)dx + f(x)y + ^<?(y)dy +-|-
0 о 

по времени в силу системы (10) 

dV_ __dV_ dF 
dt дх У + ду 

dV dV , 8V , ч , ^ г / \ .// \т" 

Ввиду (9) 

отсюда оценка 

dV_ 
dt 

(Ю) 

J 2 ~ \ y 4 t ^ ^ -dV = ^ . 
о 0 

Таким образом, если заданы начальные условия 

х |г=о ~ о̂» У \t=o = 2/о9 2 | * = о — 2о» 

то 

5 y*dt<~\ f(x)dx+±f{x0)y0 + ^ t?(y)dy+^. 
о о о 

5. Пусть переходный процесс описывается нелинейным уравнением [ 4 ] 

dzx . , ( dx\d2x j dx . A ,*ЛЛ 

w + ? [ x ' i n - ) i e + b - w + cx = 0' ^ 
где 6 ]>0 , .c^>0 — постоянные, а функция f(x,y) непрерывна и имеет 
непрерывную производную по х при всех значениях ее аргументов. 
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Если /.(#, у) удовлетворяет условиям 

/ ( ^ , 2/) — в ( S > 0 ) , (12) 

у ^ < ° (13) 

при всех значениях аргументов, то тривиальное решение уравнения (И) 
х = 0 асимптотически устойчиво [4], и представляется возможность оце­
нить интегральный критерий 

О 

Чтобы показать последнее, рассмотрим производную функции 

У 

V {х, у, z) = { h z +

2

c y f + \ (сх + byf +.bc\f(x,y)y dy - у* 
о 

по времени в силу систему, эквивалентной уравнению (И): 

dx 

dy 
dt 

4г = - [/ У) + ЪУ + cxl> 
(14) 

у 
?L=;-b*[f(x,y)--l-]z*+bcy^ydy. 

О 

Ввиду условия (13) второй член правой части отрицателен, поэтому 

-%[>w\j{x,y)-^ry>zb4\ 
ОО GO 

0 0 

6. Пусть переходный процесс характеризуется уравнением [5] 

г ? + ?(§) + <К§)№> = 0. <»> 
где / (# ) , g(?/) непрерывны, а (?/) такова, что система, эквивалентная 
уравнению (15): 

dx 
~аТ~~ У' 
dy ' (16> 

~i =-<?(y). — g(y)fM, 

обладает единственной траекторией, проходящей через любую наперед 
заданную точку. 

Если f (х)г ср (г/) и g(y) удовлетворяют следующим условиям: 

/ ( 0 ) = Ф ( 0 ) = 0 , f(x)x>0 {хф0), 

?(?/)?/> О, g{y)>0, (уфО), 
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^ \ > е ( е > 0 ) (18) 
yg (У) ' v 1 

х 

lim \ f(x)dx = оо, 
| х | - > о о О 

то тривиальное решение уравнении (15) х = 0 асимптотически устойчиво 
[5] при любых начальных возмущениях и имеет место оценка интеграла 

оо 

О • ' ' ' 

Рассмотрим функцию 

х У 

О II 

Ее производная по времени в силу системы (16) равна 
dV _ ..МУ) 
dt ~ yg(y)-

Ввиду условий (17) и (18) 

У ^ 5 (У) ~ ей ' 
ОО 

О 

Итак, 
оо эс0 у в 

о о о 

где x\t=s0=xQl у\(=*о = у0 — начальные условия. 
7. Пусть переходный процесс описцвается системой 

-^ = S<Pi*(0** = 2 , . . . , и), ( 1 9 > 

где функции cpij (г) удовлетворяют следующим условиям: на всем проме­
жутке 0 <^ ^ ^ оо 

? « ( * ) < — 8 i ( f e i > l i * = 1 , 2 , . ( 2 0 > 

•?*у(*> = —?fl (0 ( i , / = l , 2 , . . . , n ; i = £ / ) / (21) 

Заданы начальные условия: 

Lo = = X i 0 (г == 1 , 2 , . . . , »)..-

Тривиальное решение системы хх~х2 = =хп = О асимптотически* 
устойчиво, т. е. 

^ • L o o - * 0 (/ = 1 , 2 , . . . , ^ ) . 

Требуется оценить интегральный критерий 

О * = 1 
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Производная функции 

п 

г=1 

по времени в силу системы (19), очевидно, имеет вид: 

г=1 

Обозначим min {sj = т 2 , тогда 

- ^ • = 22|?й(*)1^>2и»-24 

i = l г=1 

О г=1 О 

Итак, 

О г=1 г=1 

Поступила.в редакцию 
19 мая 1954 г. 
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