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С помощью численных экспериментов показано, что в цепочке без дисперсии существует 

решение солитонного типа, но скорость движущейся уединенной волны со временем уменьшает-
ся. Физический механизм убывания скорости обусловлен возбуждением незатухающих колеба-
ний сайтов при движении уединенной волны по цепочке. Сделана оценка расстояния, которое 
пройдет волна до остановки. 
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Abstract. — It is shown by computer simulation that moving soliton-like solution exists in a molecular chain 
without dispersion. The speed of the solitary wave decreases with time. This decrease can be explained physical-
ly due to excitation of sites by moving wave. Maximum wave track length is estimated 
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1. Введение 
В настоящее время опубликовано множество работ, посвященных моделированию движения 

заряженной частицы в молекулярных цепочках различного типа (см., например, книги и обзоры 
[1, 2] и ссылки в них). Интерес к этой проблеме связан, с одной стороны, с возросшими экспе-
риментальными возможностями исследования процессов переноса в квазиодномерных молеку-
лярных кристаллах, полимерах и биополимерах, а с другой стороны — с необычными прово-
дящими свойствами таких систем. 

Биологические макромолекулы, такие как белки, ДНК, РНК, имеют модульное строение — 
они «собраны» из более простых молекул. Математическое моделирование процессов переноса 
заряда в биологических системах связано с использованием дискретных моделей, в которых рас-
сматриваются пути переноса заряда в макромолекулах [3–6]. Такие модели учитывают различ-
ные возможные взаимодействия частицы с цепочкой, но построены на общих принципах. 

Молекулярная цепочка приближенно моделируется дискретной цепочкой, состоящей из сай-
тов (сайты — молекулы или группы сильно связанных атомов, которые взаимодействуют меж-
ду собой сравнительно слабыми силами). В цепочку привносится избыточный заряд (электрон 
или дырка). Распространение заряда влияет на движения сайтов, и наоборот, смещение сайта изме-
няет вероятность нахождения заряда на нем. Заряд рассматривается как квантовая (нерелятиви-
стская) частица. Распространение заряда по сайтам описывается уравнениями Шредингера, а ко-
лебания сайтов — классическими уравнениями движения. 

В такой постановке ставится задача на исследование динамики переноса заряда в молекуляр-
ных цепочках различного типа, оценку времени переноса и определение места конечной локали-
зации заряда. В данной работе мы приводим результаты численного моделирования, показываю-
щие: 1) существование решений, сходных с движущимися солитонами, в цепочках без дисперсии 
(т. е. когда сайты в классической подсистеме не связаны друг с другом); и 2) возможность пере-
носа заряда в этом случае на большие расстояния. 

2. Модель 
Мы рассматриваем модель Холстейна [7]. Гамильтониан дискретной модели имеет вид 

,e L intH H H H= + +  

где He — гамильтониан движения заряда в эффективном одночастичном потенциале, HL = T + U — 
сумма кинетической и потенциальной энергий сайтов цепочки, Hint — функция взаимодействия, 
зависящая от положения частицы и смещений сайтов из невозмущенных равновесных положений. 
Холстейн рассматривал цепочку двухатомных сайтов; в более общем случае таким сайтом будет, 
например, комплементарная пара оснований в ДНК, в которой нуклеотиды связаны водородной 
связью. Предполагаем, что Hint зависит от внутрисайтовых смещений этих двух групп атомов 
относительно центра масс сайта. При малых отклонениях от равновесных положений такие ко-
лебания можно считать гармоническими и описывать уравнениями движения осциллятора. Га-
мильтониан переноса заряда вдоль цепочки имеет вид: 

,
ˆ ,nkn k

H n k= ν∑  

где νn,n — энергия электрона на n-м сайте, νnk — матричные элементы перехода с n-го на k-й сайт. 
Заряд, локализованный на n-м сайте, находится в состоянии .n  Выбираем волновую функцию 

в виде ( ) .nn
b t nψ =∑ �  Здесь величина ( )nb t�  представляет собой амплитуду вероятности на-

хождения заряда на n-м сайте. Полный гамильтониан H для цепочки из N сайтов, усредненный 
по состоянию ,Ψ  имеет вид 
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где первый член отвечает энергии заряда He, второй и третий члены отвечают энергии цепочки 
HL, Mn — приведенная масса сайта, Kn — упругая постоянная. Последний член соответствует Hint 
в предположении о линейной зависимости вероятности нахождения заряда на сайтах от смеще-
ний сайтов .nu�  

В этой простейшей модели смещения одного сайта из равновесного положения не влияют на 
поведение других сайтов, т. е. нет дисперсии, сайты в цепочке не связаны друг с другом. 

Задача сводится к системе нелинейных связанных квантово-механических и классических 
ОДУ, которая интегрируется численно. Система в обезрамеренном виде: 
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Размерные и безразмерные коэффициенты связаны следующим образом. / ,t t= τ�  τ — харак-
терное время, / ,n n nu u U= �  Un — характерный размер смещений n-го сайта, Mn — приведенная мас-

са n-го сайта. При обезразмеривании потребуем выполнения соотношения 2 / 1,n n nM U′α τ =  т. е. Un 
зависит от массы n-го сайта и энергии связи электрона на этом сайте. Зависимость безразмерных 
параметров от размерных: 
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Уравнения для бесконечной однородной цепочки (1) для случая медленно меняющихся ве-
роятностей |bn(t)|

2 в пределе непрерывного приближения переходят в нелинейное уравнение Шре-
дингера [8]. Для НУШ найдены аналитические решения (см., например, [9]) — стоячая волна, 
движущаяся с постоянной скоростью уединенная волна (солитон), многосолитонное решение. Сос-
тоянием с наименьшей энергией Emin будет стоячая волна. 

Для дискретной цепочки, в которой есть колебания сайтов, нет решения вида движущейся 
с постоянной скоростью уединенной волны (УВ) (см. рис. 1). Исследуемая система гамильтонова, 
т. е. должна сохраняться полная энергия системы E = H = T + U + Ee + Eint. По невозмущенной це-
почке УВ движется, оставляя за собой колебания сайтов с конечной амплитудой. При этом про-
исходит перераспределение энергии, позади волны увеличиваются кинетическая и потенциальная 
энергии сайтов и, соответственно, понижается энергия самой УВ. Значит, движение УВ не может 
продолжаться бесконечно. Когда-нибудь энергия в ее окрестности будет близка к Emin, и она оста-
новится, но возможно, это очень медленный процесс. Насколько велико может быть расстояние, 
которое пройдет УВ, — на этот вопрос мы попытались ответить с помощью прямого численного 
моделирования. 

3. Вычислительный эксперимент 
Было проведено численное интегрирование системы (1) для однородной цепочки из 1 000 сай-

тов. Расчеты проводились явным методом Рунге–Кутта 4-го порядка. 

3.1. Расчет начальных условий 

Цепочка невозмущенная — сайты находятся в равновесном положении, скорости нулевые. 
В начальный момент заряд «возникает» на первом сайте длинной цепочки (у левого края). То есть 
начальные данные для расчета: b1(0) = 1, b2(0) = … = bN(0) = 0, un = 0, 0.nu =�  

Затем идет период формирования (t ~ 500). За это время образуется устойчивая уединенная 
движущаяся волна. Полученные значения переменных в момент t = 500 можно принять за началь-
ные условия для задачи о длине пробега движущейся УВ. Форма этой УВ отличается от стоячей 
волны (см. рис. 2), и ее энергия E ≈ −0,120 гораздо выше, чем Emin ≈ −0,202. 
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Рис. 1. Уединенная волна движется слева направо. На верхнем графике — вероятности распределения за-
ряда |bn|

2 по сайтам в некоторый момент, на нижнем — смещения сайтов un в этот же момент времени. Видно, 
что за УВ остается «шлейф» из колеблющихся сайтов 

 
Рис. 2. Распределение вероятностей |bn|

2 для состояния с наинизшей энергией (стоячая волна) изображено 
непрерывной линией, движущаяся уединенная волна с максимумом на этом же сайте — пунктиром. Стрелкой 
показано направление движения 

3.2. Параметры модели 

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: ηn n = 0, η n n+1 = 0,1, κn = 0,1, 
2
nω = 0,1. При определении размерных коэффициентов из безразмерных (см. (2)), конечно, суще-

ствует некоторый произвол. Выберем характерное для переноса заряда в ДНК время τ = 10−14 сек; 
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тогда размерные величины для цепочки сайтов с приведенной массой M = 6,25⋅10−23 г (масса сайта 
в 8 раз меньше массы нуклеотидной пары) и частотой колебаний ω�  = K/M ~ 3⋅1013 сек−1: констан-
та связи α′ ≈ 0,163 эВ/Å, ν n n+1 ≈ 0,0066 эВ. Заметим, что при моделировании переноса заряда 
вдоль фрагмента ДНК используют отличные примерно на порядок значения параметров [2, 6, 10]. 

Почему выбраны именно такие безразмерные величины? Похожую картину можно найти при 
близких значениях параметров (различие не больше чем в два раза). В других областях значе-
ний параметров для однородной цепочки из невзаимодействующих сайтов (без дисперсии) нам 
не удалось получить движущуюся УВ. Заметим, что нам также не удалось найти статей других 
авторов об исследованиях холстейновской модели с описаниями численно промоделированной 
движущейся УВ. Перенос заряда происходит и при других значениях параметров [6], но дина-
мика переноса другая, нет согласованного движения заряда и смещений цепочки под ним. 

3.3. Численное моделирование 

УВ за время t ~ 6500 добегает до правого края цепочки длиной 1 000 сайтов. При этом ее 
скорость почти не меняется. Поэтому для следующего расчета в момент t = 5 500 записываются 
все значения переменных x, y, u, v; для этого момента определяется номер сайта K с максималь-
ной вероятностью («координата» вершины УВ) и делается «сдвиг влево» для начальных усло-
вий следующего расчета — считаем, что пик в момент t = 0 находится на 50-м сайте. Значения пе-
ременных на сайтах с номерами, большими чем (1 000 – K) +50, равны 0 (для предыдущего рас-
чета это были бы сайты с номерами больше 1 000). Потом выполняем следующий расчет. 

Бóльшая часть полной вероятности нахождения заряда в цепочке сосредоточена в области 
движущейся УВ. При задании начальных данных из предыдущего расчета для следующего в се-
рии мы отбрасываем часть цепочки, по которой уже прошла УВ. В этой части значения пере-
менных bn малы (и мы полагаем, что на динамику УВ они практически не влияют), но ненулевые. 
Поэтому полная вероятность нахождения заряда в цепочке Σ|bn|

2 в каждом следующем расчете 
из серии уменьшается (см. последний столбец табл. 1). Отметим также, что хотя при таком зада-
нии начальных условий сумма вероятностей Σ|bn|

2 и полная энергия E системы для следующего 
расчета меняются, но на протяжении одного расчета они постоянны. 

Было выполнено 20 таких расчетов динамики УВ по цепочке длиной 1 000 сайтов, что при-
мерно соответствует одному расчету динамики УВ в цепочке из 20 000 сайтов. «Примерно» озна-
чает следующее. Сравнивались расчетные траектории из конца предыдущего и начала следую-
щего расчетов; получалось совпадение величин в 4 значащих цифрах. 

4. Оценка расстояния по результатам расчетов 
Сделаем оценку времени, за которое волна остановится, по изменению скорости волны V. 

В таблице 1 приведены данные для серии расчетов, на каком сайте находится максимум УВ в мо-
мент t = 5 000 (при t = 0 он на 50-м сайте), и средняя скорость УВ. 

Номер сайта, на котором находится максимум УВ в момент t = 5 000, и скорость уединен-
ной волны V [количество сайтов за единицу времени] для пятого, десятого, пятнадцатого и по-
следнего из серии расчетов. В последнем столбце приведена полная вероятность нахождения 
заряда Σ|bn|

2 в цепочке, эти данные обсуждаются в пункте 3.3. 

Таблица 1

Расчет № Номер сайта Средняя скорость волны V 
1000 2

1
| |nn
b

=∑  

5 743 0,1386 0,861304 
10 733 0,1366 0,794001 
15 728 0,1356 0,784969 
20 725 0,1350 0,778658 

Из табл. 1 видно, что, во-первых, движение УВ замедляется; во-вторых, торможение УВ про-
исходит очень медленно; и — торможение волны происходит нелинейно. 
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Используя расчетные данные, оценим время, за которое скорость УВ станет почти нулевой, 
V ≈ 0, предполагая экспоненциальную зависимость: V = A exp (kt). Получаем k ~ −1,9543⋅10−7; 
т. е. скорость упадет до V(t1) = 10−3 за время t1 ~ 25 000 000; за это время волна пройдет рас-
стояние примерно в 600 000 сайтов. 

5. О возможном распределении вероятностей |bn|2 при t → ∞ 

Как обсуждалось выше, полная вероятность нахождения заряда в цепочке Σ|bn|
2 в каждом сле-

дующем расчете из серии уменьшается, см. последний столбец табл. 1. Это же видно из рис. 2 — 
движущаяся УВ меньше, чем стоячая волна. Что может быть, когда УВ остановится? Из табл. 1 
видно, что (аналогично скорости V) сумма вероятностей Σ|bn|

2 убывает нелинейно. Предположим 
экспоненциальную зависимость убывания вероятности, сосредоточенной в области УВ: ΣУВ |bn|

2 = 
= S + A1 exp (k1 t). Из расчетных данных получаем S > 0,77, т. е. УВ не «размажется» по цепочке 
до остановки. Далее возможны два варианта. Либо оставшиеся «хвостики» bn доберутся до оста-
новившейся УВ, и тогда ее форма совпадет со стоячей волной. Либо они образуют маленькие стоя-
чие волны, достаточно далеко от основной, так чтобы «не замечать» друг друга — ситуация вполне 
возможная на цепочке длиной в сотни тысяч сайтов. Действительно, в предположении, что на ка-
ком-то участке Δj цепочки полная вероятность Σ|bn|

2 = CΔj (причем Σj CΔj = 1), получим для этого 
участка состояние с наименьшей энергией — стоячую волну, у которой EΔj min = −(2η + (2CΔj  − 
− 2

jCΔ )κ2/48η). Тогда при t → ∞ в цепочке будет несколько маленьких стоячих волн и одна большая, 

разнесенные на большое расстояние (схематично представлено на рис. 3).  

 

Рис. 3. Распределение модулей амплитуд вероятностей по сайтам. Стоячие волны для CΔ = 0,2 (справа), 
CΔ = 0,05 (в середине) и CΔ = 0,75 (слева) 
 

Легко показать, что форма стоячей волны описывается величинами |bn| = α ⋅ ch−1[β(n − n0)] 

(n0 — середина волны), где α = | / 8 |,CΔ κ η  β = CΔ⋅|κ/4η| (т. е. стоячая волна «чем ниже, тем 

шире»). Например, для CΔ = 0,05 |bn0 | ≈ 1,8⋅10−2, а на расстоянии в 300 сайтов от середины вол-
ны n0 |bn| ≈ 8⋅10−4. Поэтому нельзя сказать, что за остановившейся УВ образуется очень много 
мелких волн с маленькими CΔ; если две такие волны расположить близко, то они сольются в од-
ну. Этот вариант распределения при t → ∞ представляется нам более возможным, хотя полная 
энергия такого состояния выше энергии одной стоячей волны. 

Итак, в идеальных цепочках со специальными параметрами перенос заряда как уединенной 
волны может происходить на очень большие расстояния; если между соседними сайтами 1 Å, то 
на расстояние порядка 6 мм. Но, конечно, при моделировании более реальных систем необходи-
мо учитывать дисперсию — взаимодействие между сайтами, диссипацию (система не замкнута) 
и температурные флуктуации окружающей среды, воздействующие на динамику распростране-
ния заряда по цепочке [11–13]. 
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