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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ 
СУММОЙ ДВУХ КОМПОЗИЦИЙ 

§ 1. Введение 

Пусть даны множества Q, Qu Q 2 и сюръективные отображения <p1:Q~* 
—*Qi, <?z'-Q—*Q.2, причем Q , f ) Q 2 = 0 . Для любой ограниченной комплексной 
функций g, заданной на Т = Qi\jQ2, обозначим через gx и g 2 ее сужения на 
Qi и Q 2 и положим Ag—gi ° ?i + g 2 ° Фг- Тогда Д — линейный ограниченный 
оператор, действующий из В (Г) в В (Q). Если Q, Q p Q 2 — топологические 
пространства, то предположим, что <pt, <р2 непрерывны, а Г наделено топо­
логией суммы Qj и Q 2 . Последнее означает [1], что множество в 7* открыто, 
если и только если его пересечения с <Эг открыты в Q/, J = l , 2. Сужение 
Л на С(Т') обозначается тоже через А, хотя формально оно является другим 
оператором. В (Г) и С(Т) обозначают пространства ограниченных и непре­
рывных ограниченных функций с sup-нормой. Если f — Ag, то g будем на­
зывать функцией, представляющей / . Если среди ограниченных функций, 
представляющих / , функция g имеет наименьшую норму, то равенство / = 
= Ag называется оптимальным представлением / в классе ограниченных 
функций. Аналогично понимается оптимальное представление в классе не­
прерывных функций. 

В данной работе при некоторых предположениях доказывается существо­
вание оптимальных представлений и изучаются смежные вопросы- Один из 
них — вопрос существования хотя бы одного представления f = Ag для дан­
ной функции / . В работе [2] получено необходимое и достаточное условие, 
налагаемое на данные множества и отображения, при котором B(Q) — ДВ (Т). 
Там же доказано, что это условие необходимо и достаточно для выполнения 
равенства С(Q) = АС(Т), если Q, Г—метрические компакты. С Я. Хавин-
сон [3] дал простое эквивалентное условие, используя понятие молнии. Дадим 
определение молнии в виде, удобном для дальнейшего изложения. 

Введем в Q отношения эквивалентности Rit 1 = 1, 2, полагая xRty, если 
срг (х) = срг (у). Назовем молнией конечную последовательность точек (г,, кп) 
в Q, если xxRxx2, x2R2xit ... или xxR2x2, x2Rxx3, ..., где /?,. R2 чередуются. Допус­
кается совпадение некоторых точек молнии. Число п назовем длиной молнии 

I и будем говорить, что молния соединяет хх и хп. Одну точку будем считать 
молнией единичной длины. Молния (г,, . . . , хп) называется неприводимой, 

' если не существует молнии, соединяющей хх с хп и имеющей меньшую длину. 
Точки неприводимой молнии попарно различны. Молния (хх, хп) называ-

I ется замкнутой, если п > 3, Xi=£xi+l, j = l, . . . . п—1, хп = хх и п нечетно. 
| В [3] рассматривается случай, когда Q — компакт в R2, ср15 ср 2 — проекции 
! на оси координат. Получено необходимое и достаточное условие равенства 
• C(Q) — AC(T). Доказательство проводится так, что оно почти дословно 
; переносится на случай произвольных компактов с заменой проекций непре-
! рывными отображениями. Этот результат с учетом принятых здесь опреде-
I лений можно сформулировать следующим образом. 
] Если Q, Г —компакты и <р,, «р2 непрерывны, то для выполнения равенства 
! C(Q) = AC(T) необходимо и достаточно выполнение условий: 
I а) в Q нет замкнутых молний; 

Ь) длины неприводимых молний равномерно ограничены. 
| Именно условия а) и Ь), как показано в [3], равносильны условию того 
I же равенства, полученному в [2] в случае метрических компактов. Мы не 
| приводим условие из [2], т. к. оно здесь не используется. Из результатов 

[2] и [3] следует, что выполнение условий а) и Ь) необходимо и достаточно 
для равенства B(Q) = АВ(Т), когда Q, Т — просто множества. Отсюда, в 

| свою очередь, вытекает, что это равенство равносильно равенству C(Q) = 
; = АС(Т), если Q, Г —компакты и срх, ср2 непрерывны. Указанная равносиль-
I ность будет распространена ниже на случай нормальных топологических 
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пространств, если <pls <р2 помимо непрерывности обладают некоторым свой" 
ством, близким к замкнутости, которым заведомо обладают замкнутые 
отображения. 

Связь между свойствами оператора Л на В(Т) и оператора Л на С(Т) 
обобщается и в других направлениях. Пусть выполняется условие: 

с) Q, Т — компакты, ср,, tp2 непрерывны, и верно условие Ь). 
Тогда если для непрерывной / найдется ограниченная функция, представ­
ляющая / , то найдется и непрерывная функция, представляющая / , причем 
существует оптимальное представление / в классе непрерывных функций, 
которое одновременно является оптимальным представлением в классе огра­
ниченных функций. 

Пусть КегД —ядро Л как оператора на В(Т). Возьмем в B(Q) замкнутое 
подпространство X, содержащееся в Д б ( Г ) . Обозначим через Y его полный 
прообраз. Определим на фактор-пространстве К/КегД оператор А^ полагая 
его значение на классе g + Кегл равным Ag, g£_Y. Тогда Ах — линейный 
ограниченный оператор, отображающий взаимно однозначно б-пространство 
на б-пространство. Следовательно [4], существует ограниченный обратный 
оператор Л^ 1- Обозначим его норму через *{Х). Аналогичным образом вве­
дем х(Х), если здесь вместо 6 (Q) и В(Т) взять C(Q) и С(Т) и рассматри­
вать Л как оператор на С(Т). При тех или иных предположениях будет 
получена оценка или точное значение i(X). В частности, будет доказано, 
что при выполнении условий а) и Ь) имеет место равенство i(B(Q)) = Nj2. 
Здесь и в дальнейшем N обозначает наибольшую длину неприводимых мол­
ний. Если выполняются условия а) и с), то t (С (Q)) — N/2 независимо от 
того, считается ли Л оператором на С(Т) или оператором на б ( 7 ) . 

§ 2 . Случай ограниченных функций 

Две точки в Q назовем эквивалентными по R, если их можно соединить 
молнией. Насыщения множества ЕcQ по Rx и R2 обозначим соответственно 
через RX(E) и R2(E). Следующая лемма очевидна. 

Л е м м а 1 - Если. Е — класс по R, mo RX(E) — R2(E) = Е. 
Пусть X — подмножество в B(Q). Будем говорить, что X обладает М-

свойством, если существует неубывающая функция М(п) натурального аргу­
мента, удовлетворяющая условиям: 1 ) для каждого натурального п, любых 
попарно различных хх, . . . . xnf_Q и любого набора чисел ах,..., ап, равных 1 
или — 1 , найдется функция / £Х такая, что \/\<М(п) и /(x; j ) = a /, / = 
= 1, . . . . л; 2) lim д - 1 Л 1 ( л ) = 0. 

Т е о р е м а 1 . Предположим, что X —замкнутое подпространство в 
B(Q), обладающее М-свойством, и М (п.) — соответствующая функция на­
турального аргумента. Тогда для включения ХсАВ(Т) необходимо и 
достаточно выполнение условий а), Ь). Если условия а), Ь) выполняются, 
то 

Nl(2M(N))<x(X)<N/2 (1) 

а, следовательно, x(X) = N/2 при M(N) = \; в частности, т ( б ( Q ) ) = N/2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (*и..., хп) — молния. Рассмотрим случай, 

когда чередование отношений в молнии начинается с Rx. Обозначим ух = 
= ?i(*i) . Уг = Ti (^з), .Уз = <Pi (* 6 ) . •••> = ^ 2 (^i), г-.1 = Тг(«а) . Ч = ? г ( ^ ) , ••• 
Пусть f = Ag, g(zB{T). Положим a = g2(z0). Тогда из f — Ag последовательно 
получим g,(y,) = / ( « i ) — a, gt(zi) =/{к2) — /(хх) + а и, вообще, 

gi(yJ = / ( ^ - i ) - / ( ^ - 2 ) + - + / М - я , 

g2(zk) =/(к2Л-/(x2k_x)+ ...-/(хх) +а. 

Если молния замкнутая, то п нечетно и г (я_1) /2 = г0. Тогда из ( 2 ) следует 

/ ( * ! ) - / ( * * ) + . . . - / ( * д - 1 ) = 0 . (3) 



Равенство (3) получается и при другом чередовании отношений в замкнутой 
молнии. 

Допустим, что в Q имеются замкнутые молнии, (хх, хп) — замкнутая 
молния минимальной длины. Тогда хх,..., хп_х попарно различны. Если 
ХсАВ(Т), то (3) приводит к противоречию при f £_Х, f(xk) = {— If, 
k = \,..., га — 1 . Поэтому верно условие а). Предположим, что XczAB(T), 
но в Q существуют неприводимые молнии сколь угодно большой длины. 
Пусть ( « , , х п ) — неприводимая молния, в которой для определенности 
чередование отношений начинается с RX. Возьмем f £_Х так, чтобы | / | < 
<М(п) и f(xk) — (—l)k, k = \,..., га. Для любого прообраза функции / по­
лучим из (2): g 2 (z B / 8 ) = п + а при четном га, gx ( у ( п + 1 ) / 2 ) = — п — а при нечет­
ном га. Кроме того, g2{zQ) = a. Т а к как m a x { | a | , | г а } > га/2, T o | g | > 
> га/2. Поскольку g —любой прообраз функции / , то | g + Кег Л | > га/2. От­
сюда и из 1 / 1 < М (га) следует, что ч(Х) > га/(2Л4(га)). Так как lira ггхМ (га) = 0, 

то предположение о существовании неприводимых молний сколь угодно 
большой длины противоречит ограниченности Ах1- Необходимость условий 
а) и Ь) доказана. Доказано также левое неравенство ( 1 ) . 

Перейдем к доказательству достаточности и второго неравенства ( 1 ) . 
Пусть условия а), Ь) выполняются. Тогда из известных результатов, изло­
женных во введении, следует B(Q) — AB(T). Поэтому XczAB(T). В силу 
леммы 1 функцию g, представляющую данную / , можно строить отдельно 
для каждого класса Е по R на <?х(Е)\}q2(E) независимо от других классов. 
Пусть /V (Е)~ наибольшая длина неприводимых молний в Е. Рассмотрим 
случай, когда N(E) нечетно: N(E) — 2p+l. Возьмем в Е неприводимую 
МОЛНИЮ (К_Р, . . . , Х_Х, Х0, ХХ, . . . , ХР) ДЛИНЫ 2р+\. ПОЛОЖИМ gjOPi (v 0 )j=» 
~(l/2)f(x0), 1 = 1, 2. Если Е состоит из одной точки, то для этого Е функ­
ция g построена. Если Е содержит больше одной точки, то для каждой 
точки х£Е, отличной от х0, возьмем неприводимую молнию (х0, x'v х'п), 
соединяющую х0 и х = х'п. Допустим для определенности, что X Q R ^ . Поло­
жим g 2 ( T s ( * i ) ) = / ( * i ) — / Ю / 2 , gi(?iK))'=/K) — / Ю + / ( * о ) / 2 и т. д . , 
по существу повторяя выкладки, приведшие к (2). Функции gx, g 2 определены 
корректно, потому что неприводимая молния, соединяющая х0, х, единствен­
на, иначе в Е нашлась бы замкнутая молния. В полученных равенствах 
правая часть с наибольшим числом членов имеет вид f(xn) — f (х'п_х) + ... ± 
+ / ( * о ) / 2 . Поэтому \gi(<?i(x)) \ < ( « + 1 / 2 ) | / | , г = 1 , 2. Далее, п<р, иначе 
или молния от к_р до х'а, или молния от хр до х'п будет неприводимой и будет 
иметь длину, большую 2р + 1 . Тогда га+ 1 / 2 < / V ( £ ) / 2 и | g ( • ) | < ( 1 / 2 ) N ( E ) \ / | 
для всех точек из <рх (Е) и<Рг(^)-

Пусть А (Е) четно: N(E) = 2p. Возьмем в Е неприводимую молнию 
(к_р,..., х_х, хх,..., хр) длины 2р. Произвольную точку х£_Е, отличную от 
хх, соединим неприводимой молнией (хх, х'2,...,'х'1) с хх, х'п=х. Допустим 
для определенности, что x_XRxxx и xXRxx'y Положим gx (<?х (хх)) = 0, g 2 (<р2 ( ^ I ) ) — 

= / ( * l ) . g 2 ( t P 2 ( ^ 2 ) ) = = / ( X 2 ) ' 81(91(^3))= f (х'Л — /(^ И Т ' Д > ' Ч Т О б ы ВЫПОЛНЯ­
ЛОСЬ f — Ag' Правая часть в этих равенствах с наибольшим числом членов 
будет иметь вид f(x'n) — f (х'п_\) + ... ± f(x'2). Следовательно, верны неравен­
ства |g ; (срг (х)) j < (га— 1) | / | , i = 1 , 2. Далее, га— I <р, иначе неприводимая 
молния от хр до х'п будет иметь длину, большую 2р. При других 
сочетаниях отношений в молниях значения g определяются аналогично. 
В любом случае | g ( - ) l < (1/2)N(E)\f\ для точек из 9 , (Е)Ц<?2{Е). Объединяя 
результаты построения g по всем классам Е, получим f = Ag и | g | < 
< ( l / 2 ) / V | / | . Отсюда следует правое неравенство ( 1 ) . К тому же мы еще раз 
доказали равенство В (Q) = AB( Т). 

С л е д с т в и е ! . Если АВ (Т) содержит подпространство, замкнутое 
в В {О) и обладающее ^-свойством, то B(Q) = AB(T). 
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Таким подпространством может служить, напр., C(Q), если Q — вполне 
регулярное топологическое пространство. 

Сделаем несколько замечаний в связи с проведенным доказательством. 
1) При доказательстве второго неравенства (1) для оператора А по су­

ществу построен правый обратный оператор с нормой N/2, который опти­
мален по норме, а именно, не существует правого обратного оператора с 
меньшей нормой. 

2) Условие а) без предположения о) необходимо и достаточно для пред­
ставления всех функций на Q, ограниченных и неограниченных, в виде / = 
— Si ° ?i + ёг ° ф 2 - Это вытекает из построения g в доказательстве теоремы. 
Может случиться, что ограниченная функция / с необходимостью представ­
ляется неограниченной g. 

3) При выводе формул (2) условия а) и Ь) не использовались. 
В классе /;' можно зафиксировать одну точку хх, а остальные соединять 

с ней любыми молниями. Пусть g — функция на Т, возможно, неограничен­
ная, и / = g , o 9 I + g 2 ° ? 2 - Если указать значение gx в точке Ф ; ( Х , ) или зна­
чение g2 в точке Ф 2 ( * Ч ) . то остальные значения gx, g 2 соответственно на 
ух{Е), <?2(Е) восстанавливаются по / однозначно в силу (2) или аналогичных 
равенств при другом чередовании отношений. В частности, если / — 0, то 
g, на Ф , (Е) и g 2 на ср2 (Е) постоянны, и сумма постоянных равна нулю. Сле­
довательно, ядро оператора А состоит из функций g таких и только таких, 
что для каждого класса Е по R функции g," и g 2 постоянны на ух(Е) и <?2(Е), 
а сумма постоянных равна нулю. Это верно, даже если А продолжить на 
неограниченные функции. 

Т е о р е м а 2. Для каждой функции / £ Д б ( ' Г ) существует оптимальное 
представление. 

Л Л 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f = Ag,g£B(T). В силу замечания 3) все 
остальные представления f = Ag таковы, что 

§1 ( ? 1 ( • * ) ) = gl ( ? 1 ( * ) ) + С ' §2 (?2 ( * ) ) = 12 (?2 ( * ) ) - С> 

где на каждом классе Е по R с — произвольная постоянная. Очевидно, что 
норма сужения g на ух(Е)\)у2(Е) непрерывно зависит от с и стремится к оо 
при с — со . Следовательно, для каждого Е существует с, при котором норма 
указанного сужения достигает минимума. Отсюда следует существование 
оптимального представления / , т. к. как минимизацию g можно проводить 
для каждого класса Е в силу леммы 1 отдельно. Теорема доказана. 

Пространство B(Q) является сопряженным к lx(Q). Поэтому на B(Q) 
можно определить слабую 1Х (С)-топологию, которую мы будем называть 1Х-
топологией. 

Т е о р е м а 3- Пусть выполняется условие о). Тогда АВ(Т) состоит из 
тех и только тех ограниченных функций /, которые для каждой замкну­
той молнии (хх, ..., хп) удовлетворяют равенству (3)- АВ(Т) есть ^-зам­
кнутое подпространство в B(Q) и i(AB(T)) < TV— 1/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство (3) для f = АВ{Т) установлено в дока­
зательстве теоремы 1. Предположим, что ограниченная функция f удовлет­
воряет (3) для всех замкнутых молний. Докажем, что / £ Д б ( 7 " ) . Возьмем 
произвольный класс Е по R и отметим в нем некоторую точку х0. Положим 
gi( (Pi(^o)) = g 2 ( c P 2 ( ^ o ) ) : = = ( 1 / 2 ) / ( ^ ) - Если х^Е и хфх0, то соединим * 0 с х не­
приводимой молнией (х0, x'v..., xm). Дальнейшие выкладки аналогичны тем, 
которые делались при построении g в доказательстве теоремы 1 для нечет­
ного N(E). Но на этот раз неприводимая молния, соединяющая х0 с х, во­
обще говоря, не единственная. Нетрудно проверить, что определение g 
остается корректным благодаря выполнению (3) для всех замкнутых молний. 
Следует изменить оценку длины молнии. Теперь m <N(E) — 1- Получим 
f = Agu \g\< (N— 1/2) | / |. Следовательно, f^AB(T). Левые части равенств 
(3) являются значениями на /' линейных непрерывных функционалов, которые 
можно отождествить с элементами из M Q ) частного вида. По доказанному 
Л # С О есть множество ограниченных функций, на которых эти функционалы 
аннулируются. Отсюда следует замкнутость АВ(Т) в /^топологии. Кроме 
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Тбго, Из последнего неравенства вытекает t(AB(T)) < N— 1/2. Теорема до­
казана. 

С л е д с т в и е 2. Если выполняется условие Ъ), то для любой функции 
f(-B(Q) существует наилучшее приближение функциями из АВ(Т). 

" Д о к а з а т е л ь с т в о - Пусть d = \ni\f — Ag\ по g^B(T). По теореме 
Алаоглу |4] замкнутые шары пространства B(Q) с центром / и радиусом 
d + ljn, п = 1 , 2, . . . . компактны в /^топологии. Тогда их пересечения сАВ(Т), 
которое является / г замкнутым, образуют убывающую последовательность 
множеств, компактных в /j-топологии. Поэтому они имеют общую точку, 
которая и будет наилучшим приближением для j . Доказанное следствие 
обобщает теорему 4 из [5], где предположение о существовании креста при­
водит к А / < 4 и, следовательно, к выполнению условия Ь). 

§ 3 . Случай непрерывных функций 

Введем еще два отношения эквивалентности. Из леммы 1 следует, что 
Q; разбивается на непересекающиеся множества, каждое из которых имеет 
вид <?i(E), где Е — класс по R, i — 2 . Обозначим через г,- отношение, ко­
торое определяет указанное разбиение. 

Т е о р е м а 4. Если выполняется условие с), то графики отношений R, 
г,, г2 замкнуты соответственно в Q2, Q*, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай Л;—• 1 тривиален. Предположим, что N > 1. 
Пусть « — натуральное число, причем 2 < / z < . / V . Рассмотрим молнии длины 
п как точки компакта Q". Множество таких молний, в которых чередование 
отношений начинается с Rx, обозначим через Ап\- Так как fx, <р2 непрерыв­
ны, то Ап\ замкнуто и, следовательно, компактно- Каждой точке . . . , хП)£_ 
£ А п 1 поставим в соответствие пару (хх, xn)£_Q2, а множество этих пар 
обозначим через Впх. Тогда Впх замкнуто как проекция компакта Апх на про­
изведение первого и последнего множителей произведения Q". Аналогично 
определим Вп2, когда чередование отношений начинается с Rr График от­
ношения R есть объединение замкнутых множеств Bni по i = 1, 2 и п = 2 , . . . , N. 
Поэтому замкнут и сам график. Отображение, которое каждой точке (х, у)£ 
£ Q 2 ставит в соответствие (<рг(к), <рг(у)) непрерывно и преобразует 
график отношения R в график отношения rh i = 1, 2. Так как первый график 
компактен, то график отношения r-t замкнут. 

С л е д с т в и е 3- Пусть выполняется условие с). Тогда отношения R, 
гх, г 2 замкнуты. Фактор-пространства Q/R, Qx/rx, Q2/r2 хаусдорфовы. Каж­
дый класс эквивалентности по R, гх, г2 обладает фундаментальной систе­
мой окрестностей, насыщенных соответственно по R, гх, г, [1]. 

В отличие от [1], здесь подразумеваются открытые окрестности. Утверж­
дение о системе окрестностей остается справедливым ввиду доказательства 
в [1] для замкнутых отношений эквивалентности. 

Пусть 0 : Q — Q/R, <bt: » Qr/r^ — канонические отображения, 1 = 1,2. 
Л Л 

Определим отображение да,: Q/R —> Q,/^ формулой <?,• (Е) = <р( (£). 
Л 

Т е о р е м а 5 . Если выполняется условие с), то — сюръективный го­
меоморфизм, 1 = 1, 2. 

Л 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сюръективность ср; очевидна. Непрерывность сле-л 
дует из компактности Q и равенства <рг ° ф = фг ° Ф ;, В котором остальные л 
отображения непрерывны- Тогда <р, — гомеоморфизм в силу компактности Q/R. 

Т е о р е м а 6 - Если выполняется условнее) и Q представляет собой 
один класс по R, то из непрерывности Ag следует непрерывность g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При 7V= 1 утверждение очевидно. Пусть TV > 1. 
Так как ср; — непрерывное отображение компакта на компакт, то функция gt 

непрерывна, если непрерывна функция Az = g i 0 <p., i = l , 2 . Докажем непре­
рывность hx, предполагая непрерывность f = Ag- Тогда будет непрерывной 
и Л 2 = . / — hx. 
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Допустим, что в некоторой точке xx£Q функция hx разрывна. Тогда при 
некотором е > 0 в любой окрестности I ' " точки А", найдется точка х такая, 
что \hx{x)~ hx(xx)\>s. Соединим хх и х неприводимой молнией ( t „ . . . , x„)v, 
хп = ,х. Индекс V указывает на зависимость молнии от выбора окрестности. 
Можно считать, что эти молнии имеют одинаковую длину. Действительно, 
если для каждого п от 2 до N найдется окрестность точки хх, никакую точку к 
которой при условии \hx(x) — hx(x\)\ > в нельзя соединить с хх неприводимой 
молнией длины п, то никакую точку пересечения этих окрестностей с тем 
же условием нельзя соединить молнией с хх. По аналогичным соображениям 
будем считать, что чередование Rx и R2 в выбранных молниях одинаково. 
Упорядочим окрестности по включению. Тогда {(хх, xn)v\ — обобщенная 
последовательность в компакте Следовательно, она имеет обобщенную 
предельную точку (х\,к°). Очевидно, что * ? = * „ = £ i и (x°v х°п) — 
молния, где отношения чередуются, как в молниях последовательности. 
Пусть для определенности Rx первое в молниях и п нечетно. Обозначим 
a=h2(xx). Учитывая хп = х, х^=хх, из (2) получим 

hx{x) = / ( « „ ) - / ( * „ _ , ) 4- . . . + f(xx) - а, 

hx {хх) = / (х°п) - /(*»_,) + ... + / - а. 

Так как / непрерывна, то значения пх(х) и пх(хх) могут быть сколь угодно 
близкими при подходящем выборе (хх, ..., xn)v. что противоречит неравен­
ству \hx(x) — hx(xx)\ > s . Теорема доказана. 

Л е м м а 2. Предположим, что выполняется условие с). Если /^АС(Т) 

и f = Ag~— оптимальное представление f в классе ограниченных функций, 
то для любого е > 0 найдется функция g^C{T) такая, что f = Ag и \g\< 

<lgl + e-
A 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что g существует по теореме 2. Пусть 
f = Ag0, где gu(z.C(T). Возьмем класс £ по R. Если х(^Е, то &(> г(к)) = 
= §ог(<р£('с)) + (— 1)'с, i = 1, 2, где с — постоянная, зависящая от выбора Е: 

с = с(Е). При х£Е имеем I £ 0; ('•?/ ( с ) ) + (— 1 ) ' с I < I £\- Тогда в некоторой 
л 

окрестности класса С б у д е т | goi (®г (х)) + (— 1) ( с | < | g \ 4- г, где с остается 
тем же. По следствию теоремы 4 такую окрестность можно выбрать насы­
щенной по R. Пусть U(E) — образ этой окрестности в Q/R. Так как ком­
пактное пространство нормально, то найдется окрестность V(E) класса Е 
как точки в Q/R такая, что V{E)czU(E). Окрестности V(Е) всех Е покры­
вают Q/R. Выделим конечную совокупность классов Ех,..., Еп, окрестности 
которых Vx = V(EX), Vn = V(En) покрывают Q/R. По теореме Урысона 
для каждого £ = 1, п существует вещественная непрерывная на Q/R функ­
ция ft такая, что О для всех Е, %(Е)фО при EfVh ft(£) = 0 при 

п 

E$IJ(E). Положим < x f t ( £ ) ^ M £ ) : . 2 f t ( £ ) . А = 1> •••> л - Функции ak непрерыв-
п 

ны на QlR, неотрицательны и 2a f t (£') = l для всех Е. 
Используя обозначения, введенные перед теоремой 5, рассмотрим ком­

позиции 4 = a 4 o ?

A - i 0 ^ / = 1, 2; £ = 1, п. По теореме 5 функции ъ\ не­
прерывны на Ясно, что ^ ( т ( (*))=» «*(<!»(<)) и, следовательно, а£(<р,(х))= 
* = а | ( ? 2 ( * ) ) для всех * £ Q . Обозначим сх^ с(Ех), ..., сп = с{Еп). Определим 
на Т непрерывную функцию g по формулам 

&(?,(*)) = | «,(?<(*))(&! (<?/(*)) + ( ~ !)'*»). * = L 2. (4) 
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Ma классах E по R функции а£ (?,•(•*)) постоянны,, а Их сумма' по k равна 1. 
Поэтому Ag= АВъ =• / • Для каждого к в сумме (4) выделим те значения k, 

для которых аА.(»;(д-))=^о. Для таких k \ gQi(ФДГ)) + ( ~ l)lck\< I g 1 + е. По­
скольку а£ неотрицательны, а их сумма по k равна 1, • то из (4) вытекает, 

Л 

что | g | < I g I + е. Лемма доказана. 
С л е д с т в и е 4. Если выполняется условие с), то АС (Г) замкнуто в 

C(Q). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если / £ Д С ( Г ) , то для ее оптимального представ-

л л 
ления / = Ag в классе ограниченных функций | g | < (TV— 1 / 2 ) | / | по теоре­
ме 3. По доказанной лемме найдется непрерывный прообраз g функции / 
такой, что | g ! < / V | / | . Так как А отображает б-пространство С(Т) в б-про-
странство C(Q) и N не зависит от / , то из общей теории операторов [4] 
следует замкнутость ДС(7"). 

Т е о р е м а 7. Если выполняется условие с), то непрерывная на Q функ­
ция /, имеющая прообраз в В (Г), имеет и непрерывный прообраз. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . ' П у с т ь / = Ag, f £ C ( Q ) , g £ 6 ( 7 > Зададим e > 0 и 
возьмем произвольный класс Е по R. По следствию теоремы 4 Е замкнут. 
Если в теореме 6 заменить Q на Е, то из нее следует, что сужения функ­
ций gi и g 2 соответственно на у^Е) И <р2(£) непрерывны. По теореме Уры-
сона о непрерывном продолжении существуют функции g, (у, Е) и g2(z, Е), 
непрерывные соответственно на Q{ и Q 2 как функции от у и z и такие, что 
£/(?<• (к), £ ) —&(<Рг(*0) П Р И * £ ^ . 1 = 1, 2. В Q найдется окрестность класса 
Е, насыщенная но R, для точек к которой выполняется неравенство 

1 g l (Ф , ( * ) , Е) + g2 (Ф 2 (х), Е) - / (х) | < е. (5) 
Пусть U(E) — образ этой окрестности в Q/R, V(E) — другая окрестность для 
Е как точки в Q/R, содержащаяся вместе с замыканием в U(Е). Выделим 
конечную совокупность Еи..., Еп точек в Q/R и построим функции ak, a,l

k в 
точности так же, как в доказательстве леммы 2. Определим на Т непрерыв­
ную функцию g 0 формулами 

п 

gol (Ь (*)) = 2 (О) ft (Ь (*), Ek), i = 1, 2. 

Для каждого k от 1 до п из (5) следует 
2 

1 2 4 (?/ (*)) gi (b (*). Ek) - a f e (ф ( А ; ) ) / ( « ) ! < гЧ (ф (к)). 

Отсюда по неравенству треугольника получим \g0l ( ^ (д:)) + g02(<p2 ( t)) —. 
— / ( v ) | < £ для всех к. По-другому, | Ag 0 — / | < е . Так как АС(Т) замкнуто, 
g 0 £ C ( 7 , ) и s произвольно, то / £ Д С ( Г ) . Теорема доказана. 

Т е о р е м а 8. Если выполняется условие с), то АС(Т) состоит из тех 
и только тех непрерывных функций /, которые для каждой замкнутой 
молнии (хи ..., хп) удовлетворяют равенству (3). 

Эта теорема непосредственно следует из теорем 3 и 7. 
Л е м м а 3. Пусть D(0, 1), D(c, 1), D(0 , 1 4- е) — замкнутые круги на 

комплексной плоскости, где е > 0, а в скобках указаны центры и радиусы 
кругов. Положим d = с, если \ с \ < ]/2е + е 2 , и d = с | с \~1 \ 2г + s 2, если [с I > 

> ] / 2 Т + 7 ? . Тогда (D(c, 1 ) П Я ( 0 , 1 + е ) ) - d c z D ( 0 , 1). 
Доказательство элементарно, и мы его опустим, отметив только, что 

j^2s + s 2 — длина половины хорды круга D(0, 1 + s ) , касающейся Z)(0, 1). 
Функцию из АС(Т) можно рассматривать и как элемент пространства 

АВ(Т). В связи с этим представление / == Ag назовем б-оптимальным, если 
g^.B{T) и g имеет наименьшую норму среди ограниченных функций, пред­
ставляющих / . Представление / = Ag назовем С-оптимальным, если g£C{T) 
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ж g имеет наименьшую норму среди непрерывных функций, представляю­
щих / . . 

Т е о р е м а 9 . Пусть выполняется условие с). Тогда для каждой функ­
ции из АС(Т) существует С-оптимальное представление, которое являет­
ся также В-оптимальным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о - Пусть f^AC(T) и f =•> Ag есть б-оптимальное 
представление, которое существует по теореме 2. Построим в С(Т) по ин­
дукции фундаментальную последовательность {gn} функций, представляю­
щих у , норма которых стремится к \g\. Не ограничивая общности, можно 

л 
предполагать, что | g | = l- По лемме 2 найдется непрерывная на Т функ­
ция g 1 такая, что f — Ag1 и ] g 4 < 1 + 1/4- Допустим, что уже построена не­
прерывная функция gn такая, что f = Ag" и I g " ] < 1 + 4 - / г . Если Е — класс 
по R, то при х£Е имеем 

§? ( ? i ( * ) ) = gi (П (*)) + с , gn

2 ( ? 2 ( « ) ) = (<?2 ( * ) ) - с, 

где с — постоянная, зависящая от п и Е: с = с(п, Е). Следовательно, 
gi(<pj(Е))aD(с, l ) f ) D ( 0 , 1 + Возьмем d, определенное в лемме 3, по­
лагая s = 4 ~ " . Тогда gK^iiE)) — dczD(0, 1). Ясно, что g![ ( ? . , ( £ ) ) + dczD(0, 1). 

Так как s < 1, то У'Ь + s 2 < КзГ. Поэтому | d \ < ]/"3• 2~п. Число fl? зависит 
от п п Е: d = d(n, Е). В Q найдется насыщенная по R окрестность класса 
Е, в которой при фиксированном d выполняется |g*(<?i(x)) + (— \yd\< 1 + 
+ 4~"~\ 1=1, 2. Пусть U(E)~ образ этой окрестности в Q/R. Начиная с 
этого места, повторим часть доказательства леммы 2, заменяя е на 4 - " - 1 , 

ck на dk = d(n, Ek) и. учитывая j g | = l . Определим непрерывную функцию 

g"*1 равенствами g* + 1 = g f + ( - 1 ) г 2 а[аь « = 1 , 2- Тогда Ag" + 1 = / и | g " + 1 | < 
*=i _ 

< 1 + 4 - ' ' - 1 . Кроме того, 1 g"+l — gn 1 < max I d f t | < F 3 • 2~п. Поэтому иоследо-
k 

вательность \gn) равномерно сходится, а ее предел g удовлетворяет условиям 
л л 

Ag = / , | g [ < | g | . На самом деле, lgl = jgi в силу б-оптимальности g. Теоре­
ма доказана. 

С л е д с т в и е 5- Если Q, Т — компакты, Ф,, Ф 2 непрерывны, то верны 
утверждения, получающиеся из формулировки теоремы 1 и из неравенства 
в теореме 3 при замене B(Q) на C(Q) и В(Т) на С (Г) . 

Обобщим теорему об эквивалентности равенств В(Q) = АВ(Т) и С (О) — 
= АС(Т) на случай нормальных топологических пространств. Отображение 
Ф топологического пространства X в топологическое пространство У назовем 
квазизамкнутым, если образ <?{Е) каждого замкнутого множества FczX при­
надлежит алгебре, порожденной замкнутыми множествами в Y-

Т е о р е м а 10- Предположим, что Q, Qv Q 2 — нормальные топологи­
ческие пространства и отображения <fx, <р2 непрерывны и квазизамкнуты. 
Тогда если В(Q) = АВ(Т), mo C(Q) = AC{T). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся следующей теоремой об изомор­
физме [4]: если S — нормальное . топологическое пространство, то между 
С*(S) и tba(S) существует изометрический изоморфизм, при котором соот­
ветственные элементы x * £ C ( S ) и | i £rba(5 ) удовлетворяют равенству 

s 

Через rba(S) обозначено пространство регулярных ограниченных адди­
тивных функций множества, определенных на алгебре, порожденной замкну­
тыми множествами пространства S. Нормой 1̂1 является полная вариация 
функции р.. Обозначим через Е, S l t S 2 алгебры множеств, порожденные соответ­
ственно в Q, Qi, Q 2 замкнутыми множествами. Если Е т о Ф Г 1 ^ ) ^ 
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в силу непрерывности ер(-, 1 = 1, 2. Дли произвольной функций fx£r&a(Q) опре­
делим на 2 / функцию Хг по формуле А.(/Г) -= ;-*(»,•'(/:")). Тогда X i£'rba(Q j), при­
чем если g £ C ( 7 ' ) и / = g, ° <pi + g 2 ° <?г, то 

J7(*M^) = J 'g I (y)X 1 (r fy)+ Jg 2 (z)X 2 (rfz). (6) 
Q Q , Q a 

Доопределим X, на E2, полагая значения X; равными нулю на множествах из 
Е 2 . Аналогично доопределим Х2 на Е,. Е с л и Я , ^ S t 1 Я 2 ^ Е 2 , то положим 
M ^ i U ^ O ^ M ^ O + M ^ ) . i = l , 2, и Х = Х, + Х2. Тогда Х ^ г Ь а ^ ) и |Х| = 
— I^i l + i^21- Равенство (6) перепишем в виде ^ f (x)p(dx) = J g(^)X(cf^). Если 

отождествить линейные непрерывные функционалы на C(Q) и С(Т) с функ­
циями множеств, которые им соответствуют по теореме об изоморфизме, то 
последнее равенство означает, что X = A"fx. Оператор А отображает С{Т) на 
все C(Q) тогда и только тогда, когда существует такое К > 0, не зависящее 
от ц, что | А * Н > / С М ДЛЯ в с е х \>.£rba(Q) или, по-другому, i n f | X | > 0 . 

I и-1 =1 
Достаточно рассмотреть вещественные ft. Зададим е > 0. Предположим, 

что inf |X| = 0. Тогда для некоторой JA с нормой lf*| = l верно \ \(Е)\<& 

при любом Е / = 1,2. В дальнейшем без особых оговорок все множества 
в Q, Qj, Q 2 берутся соответственно из 2, Е,, Е 2 или принадлежат этим ал­
гебрам по свойствам ©и ср2. Из определения полной вариации и из 1[х| = 1 
следует, что в Q найдутся взаимно дополнительные множества Р, S такие, 
что | л ( Р ) > 0 , K S ) < 0 и \х(Р)+ | ц > 1 - е . Кроме того, 

:| P 0 c z P H > ! x ( P 0 ) > - £ / 2 , 5 0 с г 5 = Ф | х ( 5 0 ) < е / 2 . (7) 

J Действительно, если ( х ( Р 0 ) < - е / 2 , то > ( Р \ Р 0 ) + 1^(Р 0)| + > 1, что 
:| противоречит If* 1 = 1. Вторая часть (7) доказывается аналогично. Пусть 
; Е cz Р — замкнутое множество. Имеем 

I Если в (7) за Р 0 принять Pi ( Р ) П ( Р \ - Р ) и учесть | X, (з>, (/="))! < г, то из no­
il следнего равенства следует 
j - и ( Р 1 ( Р ) П 5 ) > . л ( Р ) - З г / 2 . (8) 

| Аналогично, если FczS — замкнутое множество, то 

j HRAn(}P)>-i>-(n-&r2- ( 9 ) 
•i Будем считать, что fi (Р) > j | А ( 5 ) | , в противном случае заменим ц на — и , 

Р на S н 5 на Р. Из ц(Р) + | J A ( S ) | > 1 — « следует ц(Р) > 1 / 2 - s / 2 . Опреде-
s] лим по индукции последовательность замкнутых множеств \Fn\ в Q. В силу 
I регулярности ft найдется замкнутое FxczP такое, что ^(Fx) > 1/2 —s/2. Пусть 
| найдены замкнутые множества Р, , Fn такие, что FbczP при нечетных к 
\ и FkczS при четных к, к = \, . . . , п. Используя (8), (9) и регулярность \х, най-
•] дем замкнутое множество Fn+l cz Р , (F„)(]S для нечетного п и F„+lczR2(Fn)f] 

П^ 1 для четного «, удовлетворяющее неравенству \\>-(Fn+1)\>|f*(P„)| — 3s/2. 
;1 Если е достаточно мало, то | i x ( P „ ) | > 0 и, следовательно, Fni=0 для сколь 
;| угодно больших п. Пусть Fn — одно из этих непустых множеств. Предполо­

жим для определенности, что п четно- Возьмем произвольно xl£_Fn. По 
определению F„ существует ,v2 £_Fn_u для которого верно xxR{x2. В свою 
очередь, x2R2x3 для некоторой точки к 3 £ Р „ _ 2 и т. д., пока не будет полу­
чена точка xn£Fv В образовавшейся молнии (хь кп) точки с соседними 

!номерами различны, т. к. р р 5 = 0 . По предположению теоремы B(Q) = 
[ = АВ(Т). Поэтому в Q нет замкнутых молний- Тогда молния (хх,..., хп) 

неприводимая. Поскольку п сколь угодно велико, это противоречит необхо­
димому условию Ь) равенства B(Q) = АВ(Т). Теорема доказана. 
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Обратное утверждение C(Q) = AC(T)=¥B(Q) = АВ(Т) содержится в след« 
ствии 1 при более слабы к предположениях. 

Автор выражает глубокую благодарность С. Я- Хавинсону за постановку 
задачи и внимание к работе. 
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