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Рассматривается краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения второго 
порядка с малым параметром при старшей производной при умеренных требованиях на глад­
кость коэффициентов. Исследован метод решения задачи на неравномерной сетке, сгущаю­
щейся в области пограничного слоя. Получена равномерная по параметру оптимальная оцен­
ка погрешности численного решения. Существенным моментом исследования является пере­
ход к близкой задаче с гладкими коэффициентами. 

1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть на отрезке [-1, 1] решается краевая задача следующего вида: 

\L2u\x)-p(xMx)=flx), u{-\)^b_h u(l) = b{. (1.1) 

Далее рассматривается представляющий наибольший интерес случай fi <̂  1. 

Будем предполагать, что выполнены условия 

\Ь+1\<В, minp(x) = h>0, f(x),p(x)eCm + x(A\[-l,l])., 

/V > 0 - константа, m = 0, 1, 0 < X < 1. 
Вопрос оптимизации методов решения такой задачи для случая гладких коэффициентов рас­

сматривался в [1]. 
Приближенное решение этой задачи находится следующим методом. Задаемся сеткой с узла­

ми - ] < х{) < ... < xN = 1, вообще говоря неравномерной. Пусть ut - приближения к значениям и{х^). 
Аппроксимацию задачи (1.2) берем в виде 

р 2 ^ - / ? , ^ , 0 < / < /V, щ = Ь_ь uN = bb pj = /?(*,), f =/(*,), (1.2) 

Ц - удвоенный оператор разделенной разности: 

2 ( и и ] - щ 
LFUJ - ;• _ - - • у - -

Xi+ 1 \ x i + 1 Xj Xj Xj_ j 
Пусть uh - решение сеточной задачи (1.2). Для получения оценки погрешности \\и - uh\\h == 

= max|w(xy) - Ui\ ниже используется следующий прием [2]. 
i 

Приблизим (1.1) задачей с гладкими коэффициентами 

р 2 й " ( я ) - р(х)й(х) = /(*)» хе [ -1 , 1 ], Ц-1) = и(1) == bj . (1.3) 

Здесь 

fix) = K[^)f(y)dy9 p(x) = iJK\^jp(y)dy9 

0 < A < 1 - некоторая постоянная, K(y) - неотрицательная финитная бесконечно дифференцируй 

^ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 
96-01-01394). 
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2 . О Ц Е Н К И | | и - й | | л И | | и л - й А | | л 

На основании принципа максимума получается оценка 

| |и | | с = max|w(x)| < maxf|/7_j|, \bx\, ^ т а х | / ( х ) | 
U-|<l ' 4 " V' 1 M > b\x\<\ 

Отсюда сразу следует однозначная разрешимость задач (1.1) и (1.3). 
Вычитая (1.1) из (1.3), получаем 

j iV( jc) - p(x)r(x) = (f(x) - f(x)) + ipix) - р(х)Мх). 
Здесь r(jc) = и (х) - и(х), г(-1) = г(1) = О, 

Аналогично (2.1) имеем 

( 2 . 1 ) 

: I H I c ^ g l l / - / l l c + g l l p - p l l c l N с- (2.2) 

Рассмотрим случай т = О, т.е. на функциюfix) наложены условия \f(x)\ < A, [f(.x) - /C*i) | < А\х-
- * , | \ если \х\ < 1, |х,| < 1. 

Сделав замену переменных (х - у)/А = f, получим 

\f(x)-f(x)\ = J Kit) fix - At)dt - f{x) j K{t)dt 

JK(t)(f(x-At)-f(x))dt < JK(t)AAXdt = AAX. 

Аналогично, 

\p(x)-p(x)\<AA\ 
Приведем вывод соответствующих оценок для т = 1. В этом случае при |х| < 1, < 1 имеем 

[f(x)\<A, \f(x)-f(xl)\<A\x-xl\\ 
Положим 

riy, х) = If (у) -fix)] - iy - x)f ix). (2.3) 
По теореме Лагранжа о среднем, существует ^ такая, что/ (у) -fix) = / ' © ( у - х ) , х < Е , < у . По­

лучаем 
К У , * ) = (У - W © -fix)]. 

Поэтому 
k(y, x)\ = \y-x\\f'(%) -f'ix)<\\y-x\A\i,-x\x<A\y-x\x+]. (2.4) 

Используя (2.3), получаем 
\f(x)-f(x)\ = 

о о оо +оо оо 

= i | K(^y(x)dy - fix) J ВДА + I J A ' ( ^ ] / ( x ) ( y - x)dy + i J ^ ( ^ ) r ( y , * K v . 
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емая четная функция, удовлетворяющая условиям К(у) = 0 при \у\ > 1, 

JK{y)dy=l. 

Функции/(jc), р(х) продолжены (см. [3]) на отрезок [-2, 2] так, что/(х),р(х) е Ст + Х(А, [-2, 2]). 
Из свойств ядра Д у ) следует, что р (х) > Ь. 
Пусть uh - решение сеточной задачи для уравнения (1.3). Для погрешности ||м - uh\\h верно со­

отношение 

II" ~ "/,||/, ^ II" - "II/, + II" " "л||/, + II"/» - "/Л/г ( L 4 ) 



ПОГРЕШНОСТЬ ЗАДАЧИ С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 

Первые два интеграла сокращаются. Кроме того, 

947 

\f(x)(y-x)dy = О 

в силу четности функции K(t). 
Поэтому из (2.4) и (2.5) имеем 

\f(x)-f(x)\< 

В итоге для т = О, 1 имеем оценку 

AJK(t)\At\X+ldt <АА 

\f(x)-f(x)\<AAm + \ 
Аналогичным образом получаем 

\р(х)-р(х)\<ААт + Х, 0<Х<1. 

(2.6) 

(2.7) 
Окончательную оценку \\и - й\\с получаем, подставляя (2.1) в (2.2) с учетом неравенств (2.6) и 

(2.7): 
А АШ + Х А АГП + Х S А X 

| |г(*) | | с < + ̂ ^ m a x f \Ъ_Х\, |М, f\, 

т.е. 

\\u-u\\h<QA" 

Отметим, что Q - константа, не зависящая от А. 
Аналогичным образом для сеточной задачи получаем 

т + \ 

( 2 . 8 ) 

( 2 . 9 ) 

3. О Ц Е Н К А ||й - йн\\н 

Для функций Дх) , /?(*) верны оценки (см. [2]) 
\ 7^ГК \\ ^> л \ A - m a x ( r - ( m + X), 0) | _ ( г ) . J ^, « ч А - m a x ( r - (m + А,), 0) 

I / (х)\ < С(г, т + А)А , 1/7 (jc)| < C ( r , m + ?l)A 
Здесь г = 0 , 1 , 2 , C(r, т + Х),В,Ь- константы, не зависящие от А, |х| < 1. 

Задача (1.3) удовлетворяет условиям (3.1) и 
|Ь ± 1 | < В , minр(х) = Ь>0. 

\х\<\ 

Найдем зависимость величины производных решения задачи (1.3) от А. 
Теорема. Решение задачи (1.3) удовлетворяет неравенствам 

\U(x)\<DQi 

\ U \ x ) \ < D L Q A I M + X ) / 2 - L + D U S E , р < 1 , 

1/-\< г)/ \\ ^ ^г0 АХ+т-2 Dr\ с п о л . , ^ 1 

|(и) (*)| < - ^ Д +-7Г25,, г = 2 , 3 , 4 , р < 1, 
р р 

где 

+ ехр 
d(l-xy d - const. 

Доказательство. Положим 

z(z) = -f(x)/p(x), у(х) = Hx)-z(x), g(x) = -z"(x). 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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Справедливы соотношения 

\il[f(x) + z"(x)] - р(х)[у(х) + Их)] = f(x), fl 2y"(x) - pix)yix) = \i'g(-x), 

K + l ) = b±-z(±l). 

Умножив эти уравнения на 2 у, получим 

\i2Y"-2\l2iy')2~2pY = 2\igy, где Y = iy)\ 
Из обеих частей равенства вычтем 2bY. Получим 

\i2Y"-2bY = 2ip-b)Y + 2\l2iy')2 + 2\i2gy>2\i2gy. 
При любых о > 0 имеем 

следовательно, при любых о" > О 

Пусть 

о = 

\2gy\ < су2 + g 2 / 0 , 

ц Г - 2 f c F > - u av - ц , | / о . 

2 Ь ( 1 - у ) -, 0 < у < 1, G = maxg . 
х S I 

Тогда 

п С 
\i2r-2bY>-2bi\-y)Y- - t - > — 

H 4G 
2 Ь ( 1 - у ) " 2M1 - 7 ) 

Если v(±l) > F(±l) и 

г „ - , . ix G \i v -2byv<- — 
2fe ( l -Y) ' 

то на основании принципа максимума для решений линейных дифференциальных уравнений 
имеем 

v(x) > Y(x). - 1 < х < 1. 
В качестве такой функции v(x) можно взять 

v 0 ( x ) = 2

Ц G + F ( - l ) e x p 
4Ь у ( 1 - у ) 

2Ьу (1 + х) + К(1)ехр 2Ьу ( 1 - х ) ' 
М-

Зафиксируем некоторую постоянную у . О < у < 1. Воспользуемся неравенством 

' У = 1 У = 1 

Имеем 

2 H y ( 1 - Y ) 
+ dtexp J ( l + x ) + </2exp - x ) ' 

^ -

где d = Jby/2 ,dud2- некоторые постоянные. 

Из определения g = i-f/р)" и оценок (3.1) следует, что 

1*1 ^ 

[Ь + С(0, \)]Cj2;\)&X~2 2[6 + С(0, \)](f(\,X)A2a'u _ 
~" ^ ^ т~~" ~~ + ^ , m — и, 

[fr + C(0, 1 + Я.)]С(2, 1 +А,)А*~1

 t 2[Ь + С(0, 1 + Х)]С г (1 , 1 + Х)А т = 1. 

Так как А < 1, то отсюда следует оценка 

\g\<G0Am + X - \ т = 0 , 1 , 
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где 0 < G 0 - константа, не зависящая от А. 
Следовательно, 

\у(х)\ <d0\i2Am + X~2 + diexp d{ \ + х)' + d2exp d(\ -хУ 
(3.4) 

г д е ^ 0 = С о / [ 2 Ь Л ( 1 - Т ) ] -
Из уравнения (1.3) и определения z получим 

й"(х) = [p(x)y(x)]/\l2. 
Используя соотношение (3.4), получаем 

|й"(дс)| < max [\р(х)\\у(х)\]/ц 2 < D20Am+Х'2 + D2iSe. 
kl < 1 

(3.5) 

Здесь D 2 q , D 2 \ - положительные константы. Таким образом, при г = 2 и любом р выполняется 
(3.3). 

Из уравнения 

112й"(х)~ р(х)й(х) = Д х ) , 

используя принцип максимума, можно получить оценку 

| |й | | с £гоах ( |Ь4 |Ь , | ,1 | | / | |Л 

т.е. для любых ц выполняется 

| а д 1 < А > , . 
где £>0 > 0 - константа. 

Можно показать, что при сх < а < Р выполняется неравенство (см. [1]) 

\g'(x)\ < g ( P ) - g ( « ) 
Р - а 

р - а sup \g"(x)\ 
хе |а, pi 

(3.6) 

(3.7) 

Пусть g(x) = и (х). Положим а = л, р = л +А 1 - ° - 5 ( m + Х) при дс < 0 и Р = дс, а = лс - А1 ~ а 5 ( т + Х ) при л > 0. 
Из (3.7), используя (3.5) и (3.6), получаем, что неравенство 

\u\x)\uA°-sla + X)-\2D0 + 0.5Da) + 0.5^-"lm + X)D2iSe 

выполняется при любом р. Отсюда с учетом того, что А1 "°- 5 ( Т + ^ < 1, следует (3.2). 

Дифференцируем р 2 й" (х) - р{х)й (х) = / (х) по х два раза. Получаем 

й{4) = [?' + р'й + рй" + 2рГЯ]/\12. 
Используя найденные оценки, получаем, что для любого р выполняются неравенства 

С(2, Х ) Д Х ~ 2 + D 0 C(2 , ^ ) А 1 " 2 4- С(0, Х ) ( В 2 0 А Х " 2 + D 2 L S J + 

А.- 1 ( А А / 2 - 1 
| - < 4 ) | < ; + 2С( 1, Х)А Л " '1А Л / ^ ' 1 2 D 0 + I D J + 1 д ' " X / 2 D 2 1 5 ( / ( i , m = 0, 

[C(2, 1 + ^ ) A X " 1 + D 0 C(2 , 1 + X)AX~1 + C(0, 1 + Я ) ф 2 0 Д Х ~ 1 + £> 2 l5' f) + 

+ 2C(1 , 1 +\)(Dl0AiX-l)/2 + DllSe)}/\l\ m = 1. 

Так как Д х~ 1 Д Х / 2 " 1 < Д^" 2 , Д х " *Д5 - ^ 2 < 1 и д(Ь- » # д 1 -хд < Ах- i? т о д л я любого р имеем 

|и I < D 4 0 A / р + D 4 I 5 / p . (3.8) 

Подставив g(x) = w" (х) в (3.7), положив а = х, (3 = ;с + р при х < 0 и а = х - р , (3 = jc при х > 0, a 
также воспользовавшись (3.5) и (3.8), получим оценку для третьей производной при р < 1: 

\й°\х)\ < D30Am + X~2/\i + D^S/ix. 
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Теорема доказана. 

Правые части оценок производных й в (3.2), (3.3) состоят из двух слагаемых. Второе слагае­
мое такое же, как в [1], а первое отличается множителем А т + Х~2. Воспользуемся оптимальным 
расположением узлов, описанным в [1]. Проводя выкладки, аналогичные тем, которые были 
описаны в [1], можно получить, что для аппроксимации (1.2) при оптимальном выборе узлов вы­
полняется равномерная по р оценка погрешности 

[[« - «Л[|Л < (3.9) 
N 

Здесь D - положительная константа, не зависящая от А. 

4 . О Ц Е Н К А \\и - uh\\h 

Используя (1.4), (2.8), (2.9) и (3.9), получаем следующую оценку: 

\\u-uh\\h<2QA - f — А 
Д Г 

Минимизируем правую часть полученного неравенства по А. Минимум будет достигаться, 
когда оба члена будут одного порядка, т.е. при А = 1//V. Тогда оценка погрешности для любого 
р < 1 выглядит следующим образом: 

\\u-uh\\<C/Nm + X. 
Рассуждая так же, как в [1], методом "шапочек" получаем неулучшаемость полученной оцен­

ки на рассматриваемом классе задач. А именно, для любого способа решения задачи, использу­
ющего информацию о значениях р(х) ш/(х) в N точках, найдется задача рассматриваемого клас­
са, для которой погрешность \\и - щ\\ не менее C/Nm + l . 

Полученные результаты переносятся на случай системы уравнений p V - Р(х)и = f(x), и{±\) = 
= Ь±, где и = (ии и т ) т , / = (/"{, . . . , / ¥ ) т , Р(х) = (Pij(x)) > ЪЕ- квадратная матрица порядка s, b+ - век­
торы размерности s, т - знак транспонирования. 
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