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К СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
Е. И. Глазман 

0. Рассмотрим дифференциально-разностную операцию 

N М 

fc = 0 гп = 0 

где — оо < д: <оо , а̂ д е R, л/сш е с. Всюду в дальнейшем будем предполагать, что 
операция I [у\ не является чисто разностной. Пусть А — замыкание в L^ (— оо, сх>) 
симметрического оператора, заданного на множестве финитных бесконечно диффе­
ренцируемых функций операцией 1[у], Обозначим через D [Л] область определения 
оператора А и через s (t) — его «символ»: 

N М . , . , 

Пусть у (t) —преобразование Фурье функции у (х). Тогда 
оо 

D[A] = iy(x)^L^-oo,oo): ^ \s{t)y{t)pdt <: оо\. 

П р и м е р ы . 1) Если 1[у] = ^ [у (о: + 1) — 2у (х) + у {х — 1)], то D [А] 

содержит разрывные функции. 
2) Если I [у] = — [у (а; + 1) — 2у (х) + у (х — 1)], то все функции иг D [А] 

йепрерывны, но среди них есть не дифференцируемые. 
3) Если lly] = 4-j ly (^ + У2) + ?/ (^ + 1) —^у(х) + у{х — 1) + у{х~ / S ) ] , 

ах^ 
ТО все функции из D [А] дифференцируемы. 

1. Введем оператор Aq на D [А] формулой 
Aqy = Ay + qy. (1) 

Здесь q (х) вещественна и принадлежит L°° (R). Оператор Aq самосопряжен. (В слу­
чае полуограниченных s (t) ж q (х) е Lj^^ сохраним обозначение Aq для расширения 
по Фридрихсу оператора, заданного формулой (1) на множестве бесконечно дифферен­
цируемых финитных функций.) 

Т е о р е м а . Пусть q (х) —^ О при | д: | —» оо. Тогда существенные спектры опе­
раторов Aq и А совпадают. 

В доказательстве теоремы используется оценка (2) работы [6]. 
С л е д с т в и е . Пусть s (t) '^ О и q (х) -^ оо при | д: | -* оо. Тогда спектр опе­

ратора Aq дискретен, 
2. Методы, развитые в [2], [3], позволяют получить признаки существования и 

полноты волновых операторов W_^_ (Aq^ А). 
Предположим, что существует е > О, для которого 

оо 

\ | ? И Р | ж | 1 + ^ Й 1 < о о , (2) 
ОО 

и выполнено одно из следующих условий: 
оо 

а) С [ l + s 2 ( 0 ] " ^ ^ ^ < o o , 

6 ) V 6 > 0 3 y"Hies{[»i,m + l ) n { ^ . | 5 ( 0 | < 6 i } ) < о о . 
m—— оо 

Тогда операторы W^ (Л^, А) существуют и полны. 
П р и м е р . Если «потенциал» q {х) удовлетворяет условию (2) и оператор А 

^адан операцией 

ny\=-J^{yi^ + V^) + y(^+^)-^y{x) + y{x-i) + y(x-Y2)\, 
то волновые операторы W^ {Aq, А) существуют и полны. 
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Для проверки этого утверждения мы используем условие б) и один арифметичес­
кий результат Ленга (см. [5], глава IV, теорема 10). 

3. Следующие примеры показывают, что известные критерии дискретности спек­
тра и дискретности (конечности) отрицательного спектра (см., например, [1]) опера­
тора Штурма — Лиувилля не переносятся на случай его дифференциально-разност-
лого аналога 

[у (х + 1) — 2у (х) + у{х — 1)Г + q {х)у (х). (3) 
x+h 

а) Положим q (х) = х^ 8ш^[лд;. Тогда \ q {t) dt -^ оо при | д; | —̂  оо и любом /г, 
X 

однако спектр оператора Л^ не дискретен. 
x+i 

р) Положимq (х) = — 1/(1+ х^sin^ их). Тогда \ q{t)dt —^0 при | х | - • схэ, одна-
X 

ко спектр оператора Л^ на левой полуоси не дискретен. 
у) Если ур (х) = —1 при I а; I < а и If) (д:) = О при | а: | > а, то число отрицатель­

ных собственных значений оператора ^^^ф (о> > 0) бесконечно, хотя потенциал q (х) = 
= coil) (х) финитен. ! 

Пусть iV^ (к) — число собственных значений, взятых с учетом кратности и не 
превосходяп1;их X, оператора Л^.. При Я < О и а = 1/4 имеет место асимпотическая 
4)0рмула 

Ит—^^ = 2/|; .1. 
со->оо 

4. Рассмотрим оператор Aq, заданный формулой (3). Если q (х) — выпуклая 
функция, q (х) —* оо при \ х \ —* Ьо, и lim (g {x)/q {у)) = 1 при | о̂  | -^ оо, \ у \ -^ оо, 
\ X — I/ I ^ 1, то число собственных значений (с учетом кратности), не превосходящих 
Л, оператора Aq подчинено асимптотике 

q ( x X X g(3cXX 

При доказательстве этого факта мы пользовались соответствующей формулой 
асимпотики спектра оператора Штурма—Лиувилля [4]. 

5. Пусть / (t) е L°° (—jc, jx), / (t) ^ 0. Предположим, что в некоторой окрест­
ности нуля функция / (t) выпукла и / (0) = О, /" (0) > О, а вне этой окрестности 
êss inf / (t) > 0. 

Рассмотрим дифференциально-разностную операцию 
2а+1 

п=—2а--1 
п 

где с ^ -1- \ f (i) e'^'^^dt, а—натуральное число. Обозначим через Аа расширение 
—л 

по Фридрихсу оператора, заданного на множестве бесконечно дифференцируемых 
функций с носителями в интервале (—А, а) формулой у н-̂  Xala [у], где Ха (^) — харак­
теристическая функция интервала (—а, а). Пусть NaC^) —число собственных зна­
чений (с учетом кратности), не превосходящих^, оператора Л д nXi (а) — его наимень­
шее собственное значение. 

При а —> оо и фиксированном X имеют место асимптотические формулы: 
2 /~ 2Х г4/' '(0) 

• а~ 2 
Здесь г — корень уравнения tg /• = —th г в интервале (О, л) . 
Ростовский государственный Поступило в редакцию 
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