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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ АППРОКСИМАЦИИ АТТРАКТОРОВ 

Введение 

В теории нелинейных.диссипативных систем важное место зани­
мает вопрос о непрерывности зависимости аттракторов и других ин­
вариантных подмножеств пространства состояний системы от дарамет-
ров системы. Для весьма широкого класса зависящих от параметра 
X (пробегающего какое-либо полное метрическое пространство) 
полудинамических систем (ПДС; см.определение в § I) имеет место 
полунепрерывная сверху зависимость аттрактора И от Л , т.е. 

olistX(MX,MXo): = 5up Ц R ( x , u . ) — * 0 , X — Х 0 ; 

где R(',-) - метрика в пространстве X состояний системы. До­
казательства подобных результатов можно найти в [l-б]. В тех об­
щих предположениях., в которых доказана полунепрерывность сверху, 
полунепрерывность снизу (сходимость olst ( М ^ ° , M ) к нулю 
при X — * - Х 0 )• aJ значит, и непрерывность, не имеет места. Полу-
непрерывность аттракторов снизу доказана в настоящее время лишь 
для ПДС, аттракторы которых регулярны, т.е. представляют собой 
объединения неустойчивых многообразий конечного числа гиперболи­
ческих стационарных точек [l (гл.IX), 6-8]. 

Возможным приложением результатов о непрерывной зависимости 
аттракторов от параметра является их использование для решения 
задачи аппроксимации аттрактора. Пусть действие некоторой ПДС 
(будем называть ее точной) в метрическом пространстве X извест­
но лишь приближенно, т.е. дана некоторая другая (приближенная) 
ПДС, в известном смысле близкая к точной. Требуется построить 
(аппроксимирующее) множество М , близкое к аттрактору М точ­
ной ПДС в метрике Хаусдорфа. Выбор аттрактора М приближенной 
ПДС в качестве аппроксимирующего множества представляется наи­
более естественным, но, как отмечалось выше, близость М к М 
установлена лишь для случая регулярных М . 

В настоящей работе рассматривается аппроксимация минималь­
ных глобальных В -аттракторов (этот термин введен О.А.Ладыжен­
ской в работе [9]; см.определение в § I) иными множествами. Про­
цедура их построения описана в § 5. Полученный при этом результат 
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об аппроксимации (теорема 5.2) справедлив для весьма широкого 
класса ПДС в выпуклом метрическом пространстве. 

В § 6 полученные результаты проиллюстрированы на примере 
уравнения Навье-Стокса в двумерной области. 

§ I. Аттракторы полудинамических систем в метрическом 
пространстве X . 

I. Пусть X - полное метрическое пространство с метрикой 
^Л')') ' ^ ~ нетривиальная подгруппа аддитивной группы IR. 
вещественных чисел, 1Г+: = 3 " П [о ;+ СЛ>) - полугруппа неотрица­
тельных элементов из (Г > и, наконец, V'. {Г+* X *• X 
непрерывное по второму аргументу отображение, обладающее полу­
групповым свойством . -

V(t1,y(ta,x))=V(Vta;x))Vti,taG[r+, Vxe=X. u.i) 

Тройка I V , <Г+ , X \ называется полудинамической системой (ПДС); 
при этом X есть пространство состояний системы, время измеря­
ется элементами JT+ > а эволюция системы определяется непрерыв­
ными операторами 

V(t,-):X3X^V(t,x)eX, t<=T+. 

В приложениях в роли ?Г обычно выступает либо IR (случай сис­
темы с непрерывным временем, tĴ  = |R + = L°; + °°} )» ли^° группа 
целых чисел Ж. (случай системы с дискретным временем, ̂ . = Z + = 
-{o,i,a,...). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Для точки ОС S X , ограниченных множеств 
А , В с X и числа S :> 0 положим 

(tat (к,ь)-. = Ц{я(х,^), | £в} , 
allst (А, В): = supjollst (эс,Ь), зс е.А} ; 

<tatS(A,B): = -тдх{^(А,Е.),^Х(В ;Л)} ; 

Cre(A):-U 0в(х). . 
хед 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что множество В С X притягивае'т 
множество А О X ( А притягивается к В ), если ollst (V(t.A). 
В ) —*- 0 при t —•- о° • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество В с Х называется В -притягиваю­
щим множеством ПДС { V . (T+jXl > если оно замкнуто и притяги­
вает любое ограниченное множество. Минимальное В -притягиваю­
щее множество (т.е. содержащееся в любом другом В-притягивающем 
множестве), если такое существует, называется минимальным гло­
бальным В -аттрактором ПДС. 

Везде в дальнейшем минимальный глобальный В -аттрактор бу­
дем называть для краткости просто аттрактором. 

Непосредственно из определения аттрактора следует, что, 
если аттрактор существует, то он единствен . Легко также видеть, 
что инвариантное В-притягивающее множество ПДС^У, JT+,Xj есть 
аттрактор этой ПДС, т.к., в силу своей инвариантности, оно со­
держится в любом другом В - притягивающем множестве. 

Для дальнейшего нам понадобятся следующие факты о существо­
вании и элементарных свойствах аттрактора 

ТЕОРЕМА I.I. Предположим, что для ПДС { V , 5Г+ , X } выпол­
нены следующие условия:" 

(i ) существует такое ограниченное множество Во , что для 
каждого ^ е Х найдется некоторое Т 1 = Т 1 ( х ) е З ~ + , при ко­
тором У ( Т 4 ) х ) е . Ь 0 } 

(ii ) для каждого ограниченного множества В CZ X сущест­
вует такое Т а =Т а(Е>) , что множество \J V (tj В) ог­
раничено ; 

(lii) для некоторого t o ^ <Г+\ {о^- оператор V (to j ') 
компактен. 

Тогда ПДС { V , Т+ , X J обладает аттрактором М . Мно­
жество И компактно. В 

Теорема I.I, а также следующая лемма 1.2, доказаны в [9] 
для случая (Г+ = R + .На случай произвольного $"+ доказатель- ~ 
ство переносится без изменений. 

ЛЕММА 1.2. Если М - компактный аттрактор ПДС {V,3+. ;X}, 
то И - инвариантное множество этой ПДС, максимальное из всех 
ограниченных инвариантных подмножеств пространства X . • 

2. Рассмотрим теперь полудинамическую систему {V\ ,JT+ ,X J 
зависящую от параметра X . пробегающего некоторое компактное 
метрическое пространство А . Будем предполагать, что для каждо­
го \ е А ПДС { V X J I T + J X J - имеет компактный аттрактор М • 
Сформулируем теорему о полунепрерывности сверху по X множествам. 
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ТЕОРЕМА 1.3. Пусть Х0 - неизолированная точка А . Пред­
положим, что 

( I ) множество ^у^ М предкомпактно; 
( i i ) если Хк—^Ло , Х к е МЛк и Х к -*- ЗСо , то 
VxK( t ,XK)—*-Vx0( t ,X0) при каком-нибудь t > 0 . 
Тогда dlstx (МХ, МХ°)—*-0 при X - ^ Х 0 • И 
Теорема 1.3 доказана в [б] . 

§ 2. Метрическое пространство X . 

I . Обозначим через X множество всевозможных замкнутых 
ограниченных дгепзкзтых̂  подмножеств пространства X • Определим 
функционал R : X к X —*• IR + равенством 

R(A,B) = < ^ * ( A , b ) ; А , В е Х 

Функционал R неотрицателен и симметричен по паре своих аргу­
ментов. Нетрудно также показать, что Я невырожден (т.е. 
R ( А , В ) = О =ф- А = В ') и удовлетворяет неравенству треу­

гольника (доказательство этих^актов имеется в [ Ю ] , § 21, УП). 
Таким образом, R задает на X метрику, которая называется 
метрикой Хаусдорфа. 

ЛЕММА 2.1. Если пространство X полно, то пространство X 
также полно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы имеется в [ Ю ] , § 33.1У. • 
Множество Хо всех одноэлементных подмножеств простран­

ства X составляет замкнутое множество в пространстве X > мет­
рически изомор!*ное пространству X . 

Символ \J сохраним для операции объединения множеств в 
X . Объединение в X обозначим символом О • 

Заглавными латинскими буквами будем обозначать множества в 
X , заглавными готическими!- множества в X . 

Для любого множества A CZ. X через А будем обозначать 
множество всевозможных замкнутых ограниченных непустых подмно­
жеств множества А , т.е. А'. = { В е Х , В с А } . Для любого 

Ot с X через Е (61) обозначим объединение в X всех 
элементов множества ©(, , т.е. Е (01) =а,^' А . Очевидно, 
E(A) = A,VAc:X. 

ЛЕММА 2.2. Если множество А с: X замкнуто в X > то мно-
жество А замкнуто в X . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Относительно индуцированной из X метрики 
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множество А представляет собой полное метрическое простран­
ство. Следовательно, по лемме 2.1, А - полное метрическое про­
странство относительно^етрики, индуцированной из X. > т.е. мно­
жество А замкнуто в X • I Л л 

ЛЕММА 2.3. ДЛЯ любых А е Х и 0 1 С X имеет место не­
равенство 

М Х ( А, Е (01)) ̂  oLlstх ( А, ©I). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы основано на цепочке неравенств 

<kstX(A,E(0t))- sap Iwi w | R ( a i ) < 4 Ч J aeA BeU ЬЛ 

< iwl . sap w | R(OL;&) = m| oust (A, &) < 
BeOt a e A 8<=B BeOt 

< wtf R(A,&) = dLlstX(A,(X). • 
Beet 
ЛЕММА 2.4. Для любых A s X и © t d X имеет место 

равенство л 

olistX(E (01), А) = dLlstX (0L, А). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В <= Ot . Замечая, что А = Е ( А ) , 
по лемме 2.3 получим 

olist (B,A)<ollst (В,А). (2.1) 

ДЛЯ доказательства обратного неравенства заметим, что при любом 
8 > 0 множество Q^+s (В) Г\ А , где оС = d i s t Х ( В, А ) , 

непусто. Подавно непусто множество С '- = 6 j + s ( b ) ^ А . Оче­
видно, a l s t ( С , Ё>) «= ot+ S . Кроме того, 

d i s t (В,С) = SUp jui R ( t t , 6 ) < 
6 s B u e ^ t S ( 6 ) n A 

< sap in| R ( a , 6 ) < o C + S ; 
6<=B аеб'оС+Б(8)ПА 
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и, следовательно, 

Но С & А , поэтому 

oListX(B,A)^R(B,C)<olist (В,А)+5, 
что, вместе с (2.1), в силу произвольности О , дает 

<Ы:Х(В,А) = <М*(&,А). 
Применяя к обеим частям последнего равенства операцию s u p 
получим требуемый результат. 6e(5t 

СЛЕДСТВИЕ 2.5.^Если множество А С X' предкомпактно в 
X , то множество А предкомпактно в X. • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Б - конечная б~-сеть для А , т . е . 
oLlstX ( А , В ) < б . По лемме 2.4, c t i s t* ( А , В) = 

- oLlstX(E(A),B) = c L l s t X ( A , b ) < & • . т - е - В -конечная &~ 
сеть для ^ . В 

2. Метрическое пространство X называется выпуклым, если 
для любых точек к , й е Х и положительного числа psS-R^ ,^) 
выполняется равенство cLlst ( х ; &г (Ц-)) = R ( x , U-) - Г д_ Нам 
понадобятся следующие результаты о свойствах пространства X 
в случае выпуклого X . 

ЛЕММА 2.6. Если X выпукло, то для любых X , У- & Х и 
> 1 , Г г > 0 

^ ( ^ i ( x ) , a r a ( ^ ) ) < R ( x ) ^ ) + | r i - r 2 | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению выпуклого метрического про­
странства 

Ы\ы&, 5v~uf)) = sup otist* (a, 0>а (*)) = 
aeffPl(i) 

- sup R(a,a)-r a , 
ae0-ri(x) <! 

или, в силу неравенства треугольника, 
cli5tx(frP(x), Vr (ч,)) < ащэ R(OL,X)+R(X,U,) - г а < 
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* R ( x , ^ ) + | r i - r a | . 
Но множества Qr (ОС.) и 0Y„(U-) равноправны, поэтому из по­
следнего неравенства следует утверждение леммы. Ш Л 

ЛЕММА 2.7. Если X выпукло, то для любых Д , В е Х ,и 
г 1 ; г г > 0 

R ^ r ^ ^ i ^raCB)) <i R QA, &) + I Г± - ГЯ\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы основано на очевидном неравенстве 
X.,— 

tt'eA aee- r i(tt') Г е б l k f y a (& ' ) 

a'eA I'eu * 
По лемме 2.6 отсюда следует 

distx^erri(A); О Д̂Ь)) < 

a e A b& Ь 

= ollst (A,b) + | 'r i-ra | . 
Это неравенство, вместе с аналогичным неравенством для oListx (0>г(ео ; tfVi(A)) и доказывает лемму.• 

ЛЕММА 2.8. Если пространство X выпукло, то для любого . 
предкомпактного множества А С. X множество Ot- = { ©V- (Б) 

г е [ о , Г 0 ] ; Ь е А } предкомпактно в X - ,л 
лДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 2.7 отображение?^ х [р, Г0] —*• 

— * Х > сопоставляющее паре ( В, г) элемент 0^(5) е Х » не­
прерывно. Далее, в силу следствия 2.5, множество А предком­
пактно в X. . Множество СИ , следовательно, есть образ пред­
компактного множества А * [О, Г<>~\ при непрерывном отображе­
нии У , т.е. предкомпактно. Щ 

§ 3. Полудинамические системы в пространстве X . 
Для полудинамических систем в метрическом пространстве X , 
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очевидно, справедливы все утверждения параграфа I. Но, благодаря 
специальной структуре пространства X > ПДС в X обладают не­
которыми дополнительными свойствами. 

Из всевозможных ДЦС в X для целей настоящей работы пред­
ставляют интерес те ДЦС{1\А/,3'+,ХЗ-,ДЛЯ которых выполнено условие1 

W ( t , A ) = U W ( t , { x } ) . v A e = X , V t € = g ; . (ЗЛ) 

Очевидно, действие таких систем на пространстве X однозначно 
восстанавливается по их действию на Х 0 . 

ПДС, удовлетворяющие условию (ЗЛ), обладают следующими 
свойствами. 

ЛЕММА ЗЛ. Пусть для ПДС { W , 9+, X J , удовлетворяющей 
условию (ЗЛ), существует компактный аттрактор •Щ, . Тогда 

Е (. К Ю - неподвижная точка этой ПДС. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы основано на цепочке равенств 

w(t,E(m»-w(t,E(m))-- v ^ M * ! ) ~ 
хеЕ(ш) 

АеЕ кеА ч ' L J y Aettl. яеА V ; L iJ 

A«=W ! J ; 

в которой второе и последнее равенства суть следствия условия 
(3.1). Полагая W ("t. А ) = '. В , и учитывая, что^по лемме 
1.2, множество $ft инвариантно, получим 

W(t,E(W))= v В -E(W), 
что и требовалось. Н л л 

ЛЕММА 3.2. Пусть для ПДС {W"i, 3"+ Д } и { W a , T + ) X } ; 
удовлетовряющих условию (ЗЛ\ существуют компактные аттракторы 

W^i и W a соответственно, и пусть для любых Х Е Х И 
"t&j+ имеет место включение 

W ^ t j C x D d W a C t j j x } ) . (3.2) 

тогда dl5tX(E(mi),E(Wa))=0. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим к обеим частям включения (3.2) 
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операцию объединения по всем ОС S. Е ("Ша) и возьмем от ре­
зультата замыкание в X • Получим 

Но, по лемме 3.1, множество Е (K)fij.) - неподвижная точка ПДС 
{ W i , Т+ , X } , поэтому 

E~imj cz wa (t., ijmj) • 
Отсюда вытекает неравенство 

о Ы ^ Щ Д Е(т я)) <disf (W2(t, E(Wi)); E(ma)) ; 

или., в силу леммы 2 .3 , 
л 

«ktx(E(m1)!E(«!fta))̂ cy:x(wa(t, Е (mj), WO-
Правая часть последнего неравенства стремится к нулю при!-—«-"о, 
следовательно, dist X(E(K№i) ; E(KKta))=0. Щ 

§ 4. Расширения полудинамических систем. 

Полудинамическая система j V'; tT+ X j называется локаль­
но равномерно непрерывной, если при любом "t S . »Г+ отображе­
ние V (_"Ь,-)'.Х.—"-Х равномерно непрерывно на каждом ограни­
ченном подмножестве пространства X • ВДС \ V £Г+, X j на­
зывается ограниченной, если для любого £ е. 9"+ и любого огра­
ниченного множества A CZ. X множество V ( t , A ) ограничено. 

Локально равномерно непрерывная ограниченная ГЩС {V, 0~+ 
X j естественным образом порождает ПДС { V ; 3*+ j X j в про­

странстве X • Именно, положим 

V(t;A) = V(t,A); AeX, 
где черта означает замыкание в X • Непрерывность оператора V 
по второму аргументу есть следствие локальной равномерной непре­
рывности оператора V по второму аргументу. Полугрупповое свой­
ство для оператора V вытекает из полугруппового свойства для 
оператора V и равенства р ( & ) = F ( B ) , верного для любого 
множества В С~ X и любого непрерывного отображения F'.X —*-X • 

ПДС { у , 0"+., X } назовем расширением ПДС { V , £Г+ , X } • 
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Легко видеть, что расширение любой ДДС в X удовлетворяет усло­
вию (3.1). . 

ЛЕММА 4.1. Пусть локально равномерно непрерывная ограничен­
ная ПД С {VjvT+jXj^ обладает компактным аттрактором М . 
Тогда ПДС £ V , ̂ Г + ) X 3" обладает компактным аттрактором $ft, , 
причем Ш = М • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что, по лемме 2.2, 
множество М замкнуто. Покажем, что М - В -притягивающее 
множество ПДС { V ; U~+ , X J . Пусть (%. - произвольное ограни­
ченное подмножество пространства X • По лемме 2.4 " 

di5tx(v(t,(?t);M) = (ii5tx(E(V(t,et));M). H.i) 
Супругой стороны, по определению операции Е ( - ) и оператора 
V имеем 

E(v(t,0t))=W V(t,A), 
Aeot 

откуда вытекает 

E(v(t,c^AwE ( o tv(t, ,A) - v(t?E(et)); 

что, вместе с (4.1), дает 

olistx(v(t,ot))M)<oy:x(v(t,E(et));M). u.2) 
Но М - аттрактор ПДС { V , (Г+ , X J , поэтому правая часть не­
равенства (4.2), а вместе слней и левая, стремится к нулю при 
£, _»- оо . Следовательно, М - &-притягивающее множество ПДС 

. Покажем, что М - инвариантное^ множество ПДС -£V, fT+; 

X J . Действительно, пусть А е М . Тогда А О М .и, 
в силу инвариантности множества И , V (t, А) а М • Но мно­
жество \Л замкнуто, поэтому V ( t , A ) C Z M , т.е. V ( t ; 
A ) S . М . Тем самым "V ( t , P l ) d Й • Для доказательства 

обратного включения рассмотрим прообраз А 0 множества А при 
отображении V ("t, 0 1 М : ̂  ~~*" ̂  ' БУДУЧИ прообразом замкну­
того множества при непрерывном отображении, множество А о замк­
нуто, поэтому А о ̂  М • Кроме того, в силу замкнутости мно­
жества А , из равенстваУ(1,А0)=А вытекает равенство V(t,A0)= А. 
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Тем самым доказано включение V \Ъ, М) 1Э И . 
Таким образом, И - инвариантное В -притягивающее мно­

жество ПДС { V ; ?Г+ ) X]f , т . е . аттрактор этой ПДС. Н 

§ 5. Теорема об аппроксимации аттракторов. 

1. Теперь, опираясь на установленные в предыдущих парагра­
фах свойства пространства X и ПДС в нем, докажем основной ре­
зультат работы. 

ТЕОРЕМА 5 . 1 . Пусть локально равномерно непрерывная ограни­
ченная ПДС { V , ч Г + ) Х . ^ обладает компактным аттрактором М с Х . 
Пусть А - метрический' компакт, Х0 - его неизолированная точка 
и i V X ) ^ + ) ХЗ" ' Х < = Л \ { К}) ~ семейство ПДС, удовлетво- . 
ряющих условию (3.1) и обладающих компактными аттракторами $ t • 
Будем также предполагать, что л 

( I) множество О Klft предкомпактно в* X ; 
Х«Л\{Х0} л 

( U ) если Х К л —Х 0 ,~ Ак € Ш * « R ( A K ) A ) - ^ 0 
при к—* оо , то R ( W x K ( t , A K ) » V ( t , A ) ) - О при каком-
нибудь t > 0 ; 

( Ш ) V ( t ; K ) e W x ( t , ( X j ) Для любых X (=Л\{А0}, 

Тогда oUstX ( И ; Е ( Ш Х ) ) = 0 и otist* ( Е ( Ш Х ) , 
М ) — - 0 при X—-Хо • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим W x 0 = V . В^этом случае, по 
лемме 4 . 1 , М - аттрактор ПДС -[ Wx„ 9"+ } X J , а семейство 
ПДС •{ W \ 9"+ X \- > j \ £ A » ̂ находится в условиях теоремы 
1.3, следовательно, cllst* ( Ш^, М ) -— - 0 при X — - Х о » 
или, с учетом леммы 2.4, (ustX ( Е. ( 1$tX) > М ) *• 0 при 
Х-*-Хо. 

С другой стороны, благодаря условию (tii), при любом 
Х е А п а р а ПДС { W x 0 , JT+ , X } . { W A , U"+ , X } удовлетво­
ряет условиям леммы 3.2, поэтому М CZ Е (, KSlX) ; V X е. А , 
т.е. oLLstX(M, Е {Ш^У) = 0 , V X & A . Теорема доказана.! 

2. Приведем пример, из которого видно, как с помощью тео­
ремы 5 Л можно аппроксимировать аттрактор ПДС { V , ^Г+ , X j , 
если действие оператора V известно лишь приближенно. 

Рассмотрим случай, когда T f = Ж. +. > а пространство X 
выпукло и ограничено. Пусть { V , Z. + X J - локально равномер­
но непрерывная ПДС, обладающая компактным аттрактором М . 
Пусть, далее, при всех X ̂  А\{Х 05" ( -А - некоторый мет­
рический компакт, Хо _ его неизолированная точка) определены 
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равномерно непрерывные компактные отображения V\ : К «- X. . 
образующие равномерно компактное .̂семейство, т.е. множество 

№r\ \ V\ (X) предкомпактно. Пусть, наконец, для любых 

С е Х и Х & А \ { Х 0 } выполнено неравенство 

R ( V x ( x ) , V ( i , x ) ) « ; 6 ( X ) , (5.D 

где б : Л — - R + - непрерывная функция, б ( Х 0 ) = 0 . 
При̂ каждом Х е Л \ { \ o l определим оператор WX '. 

{ i J X Хо —*-Х равенством 

WA ( i , {x}) -e 'e w (Vx(x)) 

и продолжим̂  его на | i j хХ с помощью равенства 3.1, а затем 
на Z + х )С с помощью полугруппового соотношения ( I . I ) . Не­
прерывность оператора Wx (!>•) ' . X—»-Я , а, значит, и опера­
торов W \ ( v i , - ) , l i e Z + » вытекает из равномерной непре­
рывности отображения Уд и выпуклости пространства X. (см. 
лемму 2.7). 

Убедимся, что ПДС { V ; Z + . X } и семейство ПДС { W ^ , 
Z. + , X. J удовлетворяют условиям теоремы 5.1. Из компактнос­

ти оператора V\ , по лемме 2.8, вытекает предкомпактность мно­
жества Wx ( l , X ) , следовательно, по теореме 1.1, ПДС { WX, 

Z + X } при каждом Х е Л \ {Ао} обладает компактным 
аттрактором "Щ, . По той же лемме 2.8 множество 
X J \̂{х % W\ ( i , X . ) предкомпактно, значит, предкомпактно и 

множество х«^т(\|Х\ ^ ' т ' е " в ь ш о л н е н о условие ((, ) теоре­

мы 5.1. 
Для проверки условия ( i i ) зададимся произвольными последо­

вательностями ХКл—~Х0
 и А ц е Ш ^ , R ( A K , A ) — " 0 , 

К —'-*• оо , Д е X -Из неравенства треугольника следует оценка 

R(WxK(i,AK),V(l )A))<R(WXK(l )AK) )VXK(AK))-

Первое слагаемое правой ее части по определению оператора W X R 
не превосходит б ( Х к ) . Второе слагаемое не превосходит той 
же величины, благодаря неравенству (5Л). Третье слагаемое мало 
при К —»-оо в силу равномерной непрерывности оператора V(i,*) • 
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Таким образом, R (W^ (i, A K ) , V (1, А)) -0 при К. э-оо , 
т.е. выполнено условие (с£) теоремы 5.1. Справедливость условия 
(til) вытекает из определения оператора "V/x • 

Итак, ПДС { V , Z + , X } и семейство ПДС { W X ) Z + ,X}; 
X е. А \ { А 0} находятся в условиях теоремы 5.1. Тем самым, 

доказана 
ТЕОРЕМА 5.2. В условиях настоящего пункта ПДС{\А^, Z + , X } 

при каждом A g. Л \ { Ар} обладает аттрактором $ft,̂  , и 
R(M,E(mx))-—0 при А—Ас >0 

§ б. Аппроксимация аттрактора уравнения Навье-Стокса. 

I . В заключение проиллюстрируем результаты предыдущего па­
раграфа на примере ПДС, порождаемых уравнением Навье-Стокса и 
его галеркинскими аппроксимациями. В этом пункте будут приведены 
известные аналитические факты, с помощью которых затем будут про­
верены условия теоремы 5.2 для рассматриваемых ДЦС. 

Пусть Q. d IRa __ 
- область с гладкой границей; La ( Q ) - пространство квадра­
тично суммируемых вектор-гфункций на Q, » ЦТ (£2.) - подпрост­
ранство в l _ a ( Q , ) , плотным множеством в котором ^являются бес­
конечно гладкие финитные соленоидальные функции; | €=. Т ( ^ ) • 
Задача 

ir^.-^A v + (ir-v-) r"=-vp+| ; 

а г г 7 = 0 ) Т | 9 а = 0 '1Г1г=о=т (ел) 

имеет единственное обобщенное решение~"(Г€Е. С([0,Т]—*-~J{£lJ) 
при любых 1У0€Е. д" (£2.) и Т > 0 . Это решение удовлетворяет 
при почти всех t G. [ 0 , Т ] энергетическому соотношению 

i ^гтог + * |*г (t)f=(| ?T(t)), (6.2) 
где символами |*Ц и (• . •) обозначены норма и скалярное про­
изведение в 1_2 {&>) • Два решения ~tj^ и " ^ задачи (6.1) со­
ответственно при ~V0=~;iyai и Я)"0 = V02 удовлетворяют неравен­
ству t 

К(t)-Та (t)|| <|!?01-̂ «e^p(fL\ |чЩфт). (6-3) 
о 
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Доказательство однозначной разрешимости задачи (6.1), вывод со­
отношения (6.2) и оценки (6.3) даны в [И]. Кроме того, в работе 
[l2] выведена оценка 

t . 
wax ||vif(t)|4i:C( \ \^^{r)fir) (6-4) 

для любого Е.Е ( 0 , i ] x ) . 
Из (6.2) также Следуют оценки 

«7(t)N||?ol|eCit
 + c ( i - e C i t ) ; (6.5) 

• t 

JlvvTOi4**c(t,|^|). (6.6) 
0 

С учетом последней из них из (6.3) и (6.4) вытекают неравенства 

KW-nWIUl^-ToJt-c^t,!^!), (е.?) 

wxx||vff(t)|<£c(tJVol), ee(0,i]. (6>8) 

X > t 
о о 

Определим оператор V". 1 R + X J ( Q , ) — » - i ] " ( ^ ) равенством 
V (t )"^о) =~^Г (t) • Условия ( i) и (ii) теоремы I.I выпол­

нены для ПДС { V , R + ; J (£2,) J в силу (6.5), а справедли­
вость условия (-lit) вытекает из (6.8) и компактности вложения 
" V / a

i ( Q ) d Lg. {&>) • Построенная ПДС, следовательно, облада­
ет компактным аттрактором М . Этот результат был впервые дока­
зан в работе [12]. 

Рассмотрим теперь галеркинские приближения задачи (6.1). 
Пусть П - ортогональный проектор в L & (Q.) на J ( Q ) . 
Обозначим через Рн , N = 1,2., • - - , ортогональный проектор 
в Lg,!^) на линейную оболочку N первых собственных элемен­
тов оператора А = - П А ^ J(Q) »-T(Q)- Задача 

U j + S)AaLLN+PN(U:N-V-)lXN = P NT ; 

*' Здесь и далее символом С(-) обозначаются непрерыв-
ные^вещественные функции, вид которых зависит лишь от £2. , •} 
и | . Символ С лс индексами или без) обозначает положительную 
константу, зависящую лишь от .Q, , ̂  и | . 
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-п-N iT N | t e 0 =P N t r 0 ; T T H e C ( [ a , t l - ^ P H T ( f t ) ) (6.9) 

равносильна задаче Коши для системы обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. Ее разрешимость для любых ЯТ0^^Г {Q.), Т > О 
и N = 1 ,£,.-• , следовательно, вытекает из априорной оценки 

Ia4t)lkl?o«eCi^cU-eCl i). (бло) 
Для решения U, (т>) задачи (6.9) справедлива также оценка 

^x||va4t)U^c(t,«^||),t&(o,i] СбЛ1) 

Два решения "tf,N и ТГ^1 задачи (6.9) соответственно при lJ"0=15^i 
и ~iFQ= IT ой удовлетворяют неравенству 

!|а;^)-ТГаЧт<1Т01-Тог1-С(г;1^„г|). (б.к) 
Вывод неравенств (6.10)-(6Л2) повторяет вывод неравенств (6.5), 
(6.8) и (6.7), и мы его здесь не приводим. 0 

При каждом N = 1.2., . .. определим оператор V ^ '. Т { & ) — * * 
—*- J {Q.) равенством V N (яГ0) = IT N(i)-

2. Покажем теперь, что, при подходящем выборе множества 
Х С II (>£L) и метрического компакта 

и семейство операторов V ^ удовлетворяет всем условиям пункта 
2 предыдущего параграфа. В качестве А. выберем множество на­
туральных чисел, дополненное элементом оо . Метрику О (• Л 
в Д. определим равенствами 

Благодаря оценкам (6.5) и (6.10), существует такое число Г^> 0 , 
что для множества Х± = Or (0) выполняются условияV(i,X,)c 

с= X i и V N ( X - i / d X i ' N -i,2,.... Из оценок 
(6.8) и (6.II) вытекает существование такого Г 4 > 0 . что 

VN (Xjc X г , N - 1,2,... • Положим X - = Xi П Х 2 • От­
носительно метрики, индуцированной из J (£2.) > множество X 
представляет собой выпуклое компактное метрическое пространство. 
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Операторы V N , следовательно, образуют равномерно компактное 
семейство. Кроме того, из (6.7) и (6.12) вытекает, что операторы 
V ( 1, •) и V N равномерно непрерывны на X • Наконец, нетруд­

но показать, что М - аттрактор ДЦС \Ч. Z + ; Х }• 
Нам осталось проверить справедливость условия, (5.1). Соста­

вим разность уравнений (6Л) и (6.9) и умножим результат скаляр-
но в L a ( Q ) на гСГм = U"-HT N - Получим 

ЯЛ. (6.13) 

где Q_N = П - Р ^ • Третий и четвертый члены в левой, части (6.13) 
оценим снизу с помощью неравенства Гельдера и неравенства 
|U,|* <C*| ' t i / | IVtl | Символ | • | |р , 1 < р ^оооозначает норму 
в XI о (Qi) ^' справедливого для любого и l i e . W a ( Q ) 
(вывод этого неравенства см.в |_П]): 

>-cnF|*|v7|V4*|v*"l*, 

> - С | 7 И н | | 1 ? н | | 7 1 3 г м | . 

(6.14) 

(6.15) 

Оценим теперь правые части (6.14) и (6.15) с помощью неравенства 
Юнга. Замечая, что " С и и . суть элементы ограниченного в ' 
W a ( Q ) множества, придем к неравенству 

(tfN, (W)^M)4^^Nv)ItN)>-|l^Nlla-^!v^Hf) (еле) 
верному при любом О > 0 . Подстановка (6.16) в (6.13) при О = 
= ^ дает 

Разделим последнее неравенство почленно на HlA^H И применим 
лемму Гронуолла. Учитывая, что -цУ (о) = Q.̂  "т?„ и уу* (4.) — 

= Y (i ,"U0)-VN (V0) , окончательно получим 
I|VU^O)-VN(?0)||<C(1UNT0I^1UNJ'0? 
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что и доказывает справедливость условия (5.1) для ПДС \ у 2 + 
X } и семейства операторов V N • 

Таким образом, ПДС { V, Z +., X J и с е м е й с т в 0 операторов 
У м удовлетворяют всем условиям пункта 2 параграфа 5, и, по тео­
реме 5.2, аттрактор Н^ ЦЦС ^ V j Z + j X j (являющийся одновре­
менно аттрактором ПДС { V , R+., j ( Q . ) \ ) аппроксимируется в 
метрике Хаусдорфа множествами Е. ( $t N) ПР И N — * - °° • 
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Kostin I.K. On a certain method for approximation of attractors. 
л 

Dissipative semi-dynamical systems in X i which is the 
metric space consisting of all bounded closed subsets of a metric 
space X j are considered. The results axe applied to construc­
tion of a method for approximation of attractors corresponding to 
an inaccurately defined semi-dynamical systems in X . 
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