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В этом кратком обзоре мы изложили некоторые центральные, на наш 
взгляд, результаты развития алгебраического подхода в квантовой теории 
поля за последние три-четыре года. Эти результаты, недостаточно извест­
ные за пределами узкого круга людей, работающих в этой специальной 
области, заслуживают более широкого внимания. 

Действительно, во-первых, они существенно развивают и обогащают 
основную схему алгебраического подхода в том виде, в котором она была 
сформулирована около десяти лет назад Хаагом, Араки и Кастлером. Во-
вторых, они относятся к самому центральному понятию релятивистской 
квантовой теории — к понятию поля. Во всех обычных схемах квантован­
ное поле вводится как первичное понятие, опирающееся в конечном счете 
на аналогию с классической теорией, хотя, как известно, например, 
поля с полуцелым спином, квантующиеся с антиперестановочиыми 
соотношениями, не могут иметь классического аналога. В алгебраи­
ческом подходе первичными понятиями служат более общие объек­
ты—наблюдаемые и состояния, а оператору квантованного поля оказы­
вается возможным дать содержательное конструктивное определение в их 
терминах, что, разумеется, немаловажно для уяснения точного содержа­
ния этого понятия. 

Математический аппарат теории алгебр не особенно сложен; однако 
из-за того, что он не входит в стандартное математическое образование 
физиков, алгебраический подход в квантовой теории поля оказался ограж-

4> Обзорный доклад на конференции по аксиоматической и алгебраической кван­
товой теории поля, Ташкент, май, 1972. 
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денным терминологическими трудностями, скрывающими не только эле­
гантность этого метода, но и физическую естественность его основных 
предпосылок и результатов. Мы постараемся преодолеть это затруднение, 
по возможности опуская технические детали и математические доказа­
тельства и опираясь на физические рассуждения, поддерживаемые ин­
туицией. 

В разделе II формулируются основные понятия алгебраического фор­
мализма, приводится список аксиом и обсуждается современная пробле­
матика этого направления. В III и IV разделах рассматриваются гло­
бальная и локальная структуры теории и устанавливаются некоторые 
яовые, дополнительные к аксиомам, требования, которые должны выпол­
няться в теории. Разделы V и VI посвящены введению технических и 
физических понятий, подготавливающих определение поля. Наконец, 
в VII разделе это определение строится и в VIII рассматривается модель, 
доставляющая явный пример вышеизлагаемой общей схемы. 

II. ФОРМАЛИЗМ И ПРОБЛЕМАТИКА АЛГЕБРАИЧЕСКОГО ПОДХОДА 

В основе алгебраического подхода лежат очень общие, восходящие 
к Дираку и фон Нейману понятия алгебры наблюдаемых и линейных 
положительных функционалов на этой алгебре — состояний. Достоинство 
этого подхода в его чрезвычайной общности: любая физическая система 
может быть охарактеризована в терминах наблюдаемых и состояний, 
а существования каких-либо еще характеристик, вообще говоря, не пред­
полагается. Физическая теория фиксируется заданием множества наблю­
даемых, а множество всех (математических) состояний однозначно опре­
деляется при этом как совокупность всех линейных нормированных поло­
жительных функционалов из дуального пространства алгебры наблюдае­
мых. Конкретные особенности физической системы (свойства симметрии, 
например) налагают ограничения на класс состояний, которые для нее 
могут быть реально осуществлены. Поэтому в качестве «физически допу­
стимых» состояний выступает, как правило, лишь часть упомянутой сово­
купности функционалов, выделяемая соответствующими физическими 
требованиями. 

Существуют две разновидности формализма — конкретная (или теория 
Хаага— Араки) и абстрактная (или теория Хаага — Кастлера), различаю­
щиеся выбором математических представителей для наблюдаемых. 

В первом случае наблюдаемым сопоставляются самосопряженные опе­
раторы в некотором гильбертовом пространстве Ж. Среди этих операторов 
могут быть и неограниченные, как например, наблюдаемые энергии-им­
пульса; однако в силу самосопряженности такие наблюдаемые можно 
эквивалентно характеризовать наборами ограниченных операторов — 
спектральных проекторов. Основным математическим объектом, сопостав­
ляемым физической системе, служит при таком описании алгебра фон 
Неймана R, порождаемая множеством 91 всех наблюдаемых, т. е. замыка­
ние в слабой операторной топологии минимальной *-алгебры, содержащей 
все спектральные проекторы операторов из 91. В наиболее важном случае, 
когда 91 содержит единичный оператор I, R совпадает со вторым комму­
тантом W множества 91 и является подалгеброй алгебры Ъ{Ж) всех огра-
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ничейных операторов на Ш>\ 

Во втором случае (формализм Хаага —Кастлера) наблюдаемым сопо­
ставляются эрмитовы элементы А =А* абстрактной С*-алгебры 9t (С*-ал~ 
геброй называется полная нормированная алгебра с инволюцией * и нор­
мой || ••]], удовлетворяющими условию ||А*А\\ = \\А\\2 для всех А&Ш).: По­
скольку алгебра St определяет и множество всех своих представлений я, 
то можно сказать, что в этом формализме физической системе одновре­
менно сопоставляется широкая коллекция ^теорий Хаага —Араки с ал­
гебрами наблюдаемых Ял = я (91)". 

Такое обобщение теории Хаага —Араки было предпринято Хаагом и 
Кастлером в основном на том основании, что реальный эксперимент фак­
тически сопоставляет физической системе не однозначно определенную 
теорию Хаага — Араки, но совокупность «физически эквивалентных» тео­
рий. В самом деле, поскольку эксперимент производится с конечной точ­
ностью, то невозможно экспериментально определить состояние системы 
совершенно однозначно; эксперимент выделяет лишь класс «близких» со­
стояний, в которых различия значений измеряемых характеристик (ожи­
даний наблюдаемых) лежат за пределами разрешающей способности из­
мерения. Поскольку состояния суть функционалы на алгебре наблюдае­
мых 91, то каждому из указанных «близких» или «физически эквивалент­
ных» состояний по известной универсальной конструкции Гельфанда — 
Наймарка — Сигала отвечает представление я алгебры 91 и тем самым тео­
рия Хаага — Араки. В итоге для описания системы с равным основанием 
может быть выбрано любое из представлений алгебры 91 (теорий Хаага — 
Араки), отвечающих физически эквивалентным состояниям. 

Оказывается, легко увидеть, что понятие физической эквивалентности 
в точности совпадает с известным математическим понятием слабой экви­
валентности .3ti ~ я2 представлений я4 и я2 С*-алгебры St. 

О п р е д е л е н и е . Два представления п^ и я2 С*-алгебры 91 слабо экви­
валентны: 

3Xi ~ Я г , 

если совпадают их ядра: 

кег.Я!=кегя2 (кег я = {А £ Я|л(Л) = 0}). 

Слабая эквивалентность jt4 и я2 — требование весьма общее и малоог­
раничительное. Оно несравненно слабее условия унитарной эквивалент­
ности; например, любые точные представления (определяемые свойством 
кег я = {0}) слабо эквивалентны между собой и, в частности, слабо экви­
валентны все представления простой С*-алгебры (алгебра 91 проста, если 
она содержит только тривиальные двусторонние идеалы {0} и 9t). Ниже 
мы еще вернемся к обсуждению физического содержания требования сла­
бой эквивалентности. 

Основные физические требования— причинности, пуанкаре-инвариант-
ности, спектральности и т. д.—формулируются в виде системы аксиом, 
налагаемых на алгебры наблюдаемых. Мы приведем эти аксиомы для слу­
чая теории Хаага —Араки. 
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Алгебраическое описание релятивистских квантовых систем должно 
прежде всего отражать «локальный» характер систем такого рода, т. е. 
тот основной факт, что можно говорить об измерении некоторой наблю­
даемой в определенной пространственно-временной области. Это пере­
дается ключевым предположением, которое мы будем считать «нулевой 
аксиомой». 

0. Каждой ограниченной открытой области О в пространстве-времени 
М может быть сопоставлена алгебра локальных наблюдаемых: 

0cM'^R(0)cz9(3lg), R(0)" = R(0).' 

Следующие две аксиомы отражают общую связь между «объектами» 
в пространстве М и в соответствующих алгебрах: 

1. Изотония: 
Oicz02^R(Oi) czR(02). 

• 2. Аддитивность: 
RiOtUOz) = R(Ot) V' R{0,)W 

(черта с индексом w — символ слабого замыкания соответствующего мно­
жества операторов). 

Третья и четвертая аксиомы отражают релятивистскую специфику 
теории: причинность — независимость наблюдений (т. е. коммутативность 
наблюдаемых) в пространственно-подобных областях и инвариантность 
относительно группы Пуанкаре. 

3. Причинность: 
OiczO/^RiO,) czR(02y. 

Здесь Ог обозначает область, включающую все точки, пространственно-
подобные по отношению к области О. 

4. Пуанкаре-инвариантность: 

Ua,A R (О) UZi = R (Л-1 (О - а)), 
где {а, А) -+• Ua> Л — сильно непрерывное унитарное представление группы 
Пуанкаре $Р+* в Ж 

Наконец, последняя аксиома описывает известное требование спек­
тральности для оператора энергии-импульса: 

5. Спектральность: 

U(a)= ^eipadE(p), 

suvpE(p)czV+ = {p£M\p2>0,p0>0}. 

Мы не останавливаемся на объяснении стандартных обозначений. Под­
черкнем только, что буква R употребляется нами всегда для обозначения 
фон Неймановских алгебр из $3(<Ж), а 31 —для абстрактных или конкрет­
ных С*-алгебр. 

Аксиома аддитивности позволяет ввести еще несколько важных поня­
тий. Алгебра 

OdM 
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называется алгеброй квазилокальных наблюдаемых и алгебра 

OCZM 

называется алгеброй глобальных наблюдаемых. 
Наконец, аксиома причинности вынуждает нас рассматривать областр 

О', которые, как легки сообразить, не ограничены, даже если ограничена 
область О. В ряде случаев требуется рассматривать алгебры, ассоцииро­
ванные с этими неограниченными областями. Построить такие алгебры 
позволяет опять условие аддитивности: 

Ъс.0' 

д(0')'= v пф)\°. = ЩрТ-
оаО' 

Система {i?(О) }0см, определяемая аксиомами 0—5, называется сетью. 
Имея это в виду, мы часто будем говорить о сетевой структуре алгебр А 
и % или называть их алгебрами с сетью. 

Перечисленные аксиомы отражают только самые общие свойства реля­
тивистских квантовых систем и еще далеко не достаточны для построения 
полной реалистической теории (в частности, даже столь общее свойство, 
как физическая эквивалентность, не может быть выведено из аксиом). По­
этому непосредственно после формулировки аксиом и изучения сравни­
тельно бедного набора свойств структур, удовлетворяющих только этим 
аксиомам, встает задача дальнейшей детализации алгебраической схемы 
путем введения в нее новых понятий и наложения дополнительных огра­
ничений, выделяющих более конкретные физические ситуации и системы. 

На этом пути мы в первую очередь сталкиваемся с задачами такого 
рода, как описание свойств симметрии; описание систем с правилами 
суперотбора; введение понятия заряда и операции зарядового сопряже­
ния; установление типа статистики теории и связи спина со статистикой; 
и т. д. Для всего этого круга задач в их традиционной постановке понятие 
поля играет центральную роль. Поэтому и в алгебраическом формализме 
эти задачи приводят к одной основной задаче: ввести представление о поле 
в рамках формализма, где единственными исходными понятиями являют­
ся наблюдаемые и состояния. То развитие алгебраического подхода, о ко­
тором мы будем говорить ниже, связано с решением именно этой проб­
лемы. 

Нетрудно наметить интуитивный путь к решению этой задачи. В са­
мом деле, состояния релятивистской квантовой системы обладают опреде­
ленными «квантовыми числами», описывающими заряд, -спин и другие 
подобные характеристики системы. Действуя на состояние, оператор поля 
как-то меняет его квантовые числа, т. е. приносит или уносит («кванты» 
этих характеристик. Значит, если есть теория с правилами суперотбора, 
например по заряду, то естественно ожидать, что в описании этой теории 
может участвовать заряженное (т. е. переносящее данный заряд) поле, 
которое, действуя на состояния из одного зарядового сектора, переводит 
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его в другой, «следующий» по заряду. Следовательно, можно подходить 
к понятию поля в алгебраической теории наблюдаемых, отправляясь от 
алгебраического описания систем с правилами суперотбора, и строить 
поле как объект, переводящий состояния из одного сектора в другой. 

Ниже мы увидим, что в алгебраическом описании суперотборному 
сектору можно сопоставить некоторое представление я а алгебры 91. Тогда 
искомыми объектами, переводящими состояния из одного сектора в дру­
гой, могут служить хорошо изученные в теории представлений так назы­
ваемые операторы переплетения. 

О п р е д е л е н и е . Если я4, я2 —.представления §1 в гильбертовых про­
странствах Ж± и Жг, то ограниченный оператор V: Ж^ ->• Жг называется 
оператором переплетения, если 

('•) Vni(A) = Я 1 ( Л ) 7 

оля всех А G Я. 
В частном случае, когда конкретная алгебра %аЪ{Ж) и Ж± и Жг — 

подпространства одного и того же Ж, Ж^% <^-Ж,'жз (*) следует, что VPt & W? 
где Pi — проектор в Ж на подпространство Ж^ Но объекты такого рода 
обладают только частью тех свойств, которые мы интуитивно связываем 
с понятием квантованного поля. Именно, они имеют нужные «глобальные» 
свойства, т. е. обладают правильным поведением по отношению к кванто­
вым числам системы. Поле же должно еще обладать определенными ло­
кальными свойствами: для него должна иметь место сетевая структура 
такого рода, как {R(0)}\ для этой сети должны выполняться определен­
ные перестановочные соотношения; характер этих перестановочных соот­
ношений должен быть связан со статистикой системы и т. д. Соответст­
венно, после решения задачи о глобальных свойствах (правила суперот­
бора) надо будет из различных операторов переплетения суперотборных 
секторов отобрать такие, которые обладают нужными локальными свой­
ствами. 

Именно в таком виде программа построения поля была сформулирова­
на уже в 1965 г. в пионерской работе Борхерса [ 1 ]. 

III. СИСТЕМЫ С ПРАВИЛАМИ СУПЕРОТБОРА 

Основная отличительная черта систем с правилами суперотбора со­
стоит в том, что в их гильбертовом пространстве не все векторы соответ­
ствуют чистым состояниям. Однако векторы, отвечающие чистым и сме­
шанным состояниям, располагаются в Ж не произвольно, но образуют 
определенную структуру/Задача теории правил суперотбора— описать 
эту структуру множества состояний, а также найти класс алгебр, состоя­
ния на которых образуют такую структуру. Основные результаты этой 
теории можно резюмировать в следующих утверждениях [5]. 

О п р е д е л е н и е . Пусть дана квантовая система с алгеброй наблюдае­
мых П<=$(Ж). Будем говорить, что в этой системе действует правило су­
перотбора, если 

Ж==®Жа, ава 
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причем: 
1) любой вектор 4я, не лежащий в одном из Ж^, отвечает смешанному 

состоянию, 
2) отсутствуют переходы между разными Ж^\ 

• V- {ЛФа„ Фа2) = 0 при at¥=a2 

и, кроме того, 
Фа£Жа=> ЗЯФа с Жа, 

где по определению 

3) существует, возможно неограниченный, оператор Г, присоединен­
ный к центру 3? 

алгебры R и такой, что всё Жа суть его собственные подпространства. 
Любое из этих трех свойств влечет остальные два. 
Если эти условия выполнены, то подпространства Жа называются ко­

герентными суперотборными секторами и операторы Т — операторами су­
перотбора. Простым примером суперотборного оператора может служить 
оператор заряда. 

Структуру множества состояний системы с правилами суперотбора 
описывает 

Т е о р е м а 1. Глобальная алгебра наблюдаемых R описывает систему 
с правилами суперотбора тогда и только тогда, когда векторы Ф, пред­
ставляющие чистые состояния, образуют тотальное множество в Ж: 

ж=ТЩ. 

Соответствующий класс алгебр, который мы будем называть «Р-клас-
сом», описывает 

Т е о р е м а 2. Следующие условия эквивалентны: 
1) W-алгебра R принадлежит*Р-классу, 
2) R есть W'-алгебра типа I и 3 содержит операторы лишь с точечным 

спектром\ 
3) R есть прямая сумма факторов типа I: 

абаг 

{фактором называется алгебра фон Неймана R такая, что R П Rf = 3 ^ 
=б(5»у.).' ; 

Из характерных отличий этого описания правил суперотбора отметим 
следующие: 

1) для любого когерентного сектора {#«, Жа} алгебра наблюдаемых 
Ra есть фактор типа I, а не обязательно неприводимая алгебра Ъ{Жа)\ 

2) операторы суперотбора присоединены не только к алгебре R\ но 
и к алгебре 3; 

3) коммутативность всех правил суперотбора есть следствие теории, 
а не дополнительное требование. 
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IV. СВОЙСТВА ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ КОГЕРЕНТНЫХ СЕКТОРОВ 

Наш следующий этап — изучение соотношений между алгебрами 
Н(0)аи %{0')а (определяемыми как сужения на Жа алгебр R(0) и 51(0') 
соответственно) для различных когерентных секторов, Для целей такого 
изучения когерентные секторы удобно изображать как представления я а 
С*-алгебры ЗС: 

задача тогда заключается в изучении свойств эквивалентности семейств 
представлений я(

а
0)= па\щ0) и я ( < Р ~ ла\ш ( о (поскольку, вообще говоря, 

R(0') Ф St, то я£0/) определены только на алгебре %(Of)). 
О п р е д е л е н и е . Когерентные секторы {Ra, Же} и {R^ Ж%) назовем: 
1. Физически эквивалентными, если я а~Яр, 
О W4 (О) (О) 

2. Физически эквивалентными локально, если я а ~ щ 
3. Физически эквивалентными асимптотически, если яа° ~ щ° , 
4. Унитарно эквивалентными, если я а ~ щ, 

5. Унитарно эквивалентными локально, если па° ^ щ° , 

6. Унитарно эквивалентными асимптотически, если Па° ) — Щ°'}. 
Наиболее слабым из этих свойств является свойство 1 —физическая 

эквивалентность. Согласно нижеследующей теореме [6] она тесно связана 
с рядом других важных свойств теории. 

Т е о р е м а 3. В теории Р-класса, удовлетворяющей аксиомам Хаага — 
Араки, следующие условия равносильны: 

1) все когерентные секторы {i?a, 2ё\) физически эквивалентны, 
2) все суперотборные операторы суть истинно глобальные наблюдае­

мые: 
.•••ал.з' = е ( ^ ) , 

3) алгебра 91 проста, 
4) выполняется условие расширенной локальности: 

'ЩО).()ЩО') . = 6(5»), 

5) из представлений я а хотя бы одно является точным. 
Можно указать [6] простой контрпример, показывающий, что теория 

Р-класса, удовлетворяющая всем аксиомам Хаага —Араки, вовсе не обя­
зательно удовлетворяет условиям этой теоремы. Таким образом, даже фи­
зическая эквивалентность секторов есть новое дополнительное требование, 
которое можно наложить в любой из эквивалентных форм 1—5. Каждое 
из этих условий имеет самостоятельное физическое значение и может 
рассматриваться как разумное дополнительное требование в теории. 

Легко усмотреть, что для построения полей наиболее существенным 
является свойство асимптотической унитарной эквивалентности. Действи­
тельно, если представления Яа° } ж щ° унитарно эквивалентны, то 
соответствующие операторы переплетения лежат в алгебре R(0')f, и на 
основании аксиомы локальности (ЩО) c i i f O y ) можно ожидать, что 
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эти операторы могут быть связаны с полями, действующими в области О. 
В обычной теории Хаага — Араки без правил суперотбора свойства 

представлений я£°'> были целиком тождественны свойствам представле­
ний л^ (как следствие того, что в такой теории глобальная алгебра R 
есть фактор), и в специальном изучении «асимптотической сети» 
{R{Q')}OCZM не возникало нужды. В случае теорий с правилами суперот­
бора это не так. Выясняется, что условие n;a° ^ п$° , подобно физической 
эквивалентности, выполняется лишь при определенном ограничении. Что­
бы его сформулировать, введем понятие строго локализованного состоя­
ния [7]. 

О п р е д е л е н и е . Состояние со на алгебре наблюдаемых R назовем 
строго локализованным в О cz M, если значения со на всех наблюдаемых 
из Ог совпадают с соответствующими значениями вакуумного функцио­
нала2) (o Q : 

0) |н(о') — 0)а|й(ог). 

Множество всех векторов из Ж, отвечающих строго локализованным в О 
состояниям, будем обозначать как SL(О). 

Условие асимптотической унитарной эквивалентности формулирует 
Т е о р е м а 4 ( а с и м п т о т и ч е с к о е у с л о в и е ) . В теории Р-класса 

все когерентные секторы асимптотически унитарно эквивалентны тогда 
и только тогда, когда в каждом секторе есть хотя бы один строго локали­
зованный вектор: 

Таким образом, в физических теориях, допускающих введение поля, мы 
должны потребовать выполнения условий теоремы 4. Связь этих условий 
с асимптотическим поведением системы проясняется из того, что при их 
выполнении имеют место с в о й с т в а : любое векторное состояние в пре­
деле бесконечно больших пространственно-подобных трансляций совпа­
дает с вакуумным: 

Km С0ф(̂ 1а)=©в"(4)11Ф11, V Ф вЖ, А е « , 
а-»-оо 
а 2 < 0 

где Аа^= U(a)AU(—a). 
Кроме того, все состояния соФ обладают обобщенным свойством разло­

жения на пучки: 
V ¥ Пт(Оф(АаВ) = (Оа(А)(Оф(В). 

а*<о 

Помимо этого, в теории Р-класса с асимптотическим условием вакуум­
ное состояние сой единственно. 

Итак, в процессе изучения задачи об алгебраической формулировке 
правил суперотбора и о свойствах эквивалентности когерентных секторов 
мы пришли к необходимости дополнить теорию т р е б о в а н и я м и : 

2\ Для простоты мы считаем, что вакуумное состояние рассматриваемой теории 
векторно. 
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1) достаточного числа чистых векторных состояний (теорема 1), 
2) физической эквивалентности секторов (теорема 3), 
3) асимптотическим условием (теорема 4). 
Все эти требования конкретизировали схему, сужая класс рассматри­

ваемых алгебр. Однако еще пока не вводилось никаких новых объектов — 
теория продолжала оставаться только теорией наблюдаемых. Теперь мы 
подходим к построению поля, и здесь теория начнет, наконец, обогащаться 
новыми понятиями/Следует построить определения заряда, зарядового 
сопряжения, типа статистики: все эти понятия тесно связаны с понятием 
поля. Эта задача была решена в цикле работ Доплихера, Хаага и Роберт-
са [2—4] (для сокращения далее обозначаемом как DHR). 

V. ТЕХНИКА ЛОКАЛИЗОВАННЫХ МОРФИЗМОВ. 
ЗАРЯД И ЗАРЯДОВОЕ СОПРЯЖЕНИЕ 

Прежде всего для решения поставленных задач вводится еще одно— 
четвертое дополнительное ограничение на теорию: условие дуальности 
для вакуумного когерентного сектора (т. е. такого, в котором имеется 
вакуум, определяемый как векторное трансляционно-инвариантное со­
стояние сой: (д$(и(а)) = 1). Если для простоты переобозначить через % 
квазилокальную алгебру St0 вакуумного сектора (это равносильно тому, 
чтобы рассматривать алгебру Ж всей теории как представление алгебры %у 
а не наоборот), то условие дуальности в вакуумном секторе имеет вид 

R{0)=R{0'Y, 
где R(0) и R(O') —алгебры наблюдаемых вакуумного сектора. 

Решение задачи строится посредством специальной техники локализо­
ванных морфизмов, которая эквивалентна языку операторов переплетения, 
но оказывается более удобной. 

Рассмотрим представление я алгебры % вакуумного сектора, асимпто­
тически унитарно эквивалентное тождественному представлению п0: 

я ^ ^ я о 0 0 ; Яо°Г) тО')) = Ь{&). 
Тогда существует оператор переплетения V такой, что 

т(0')У-* = пЩО')), VPoe%(Ofy = R{0')' = R(0) 

(P0 проектор на пространство Ж а вакуумного сектора). 
О п р е д е л е н и е л о к а л и з о в а н н о г о м о р ф и з м а р: 

V P(A) = V-1n(A)Ve^. 

Иначе: локализованный морфизм р есть отображение 9t-*93{Ж'0), сохра­
няющее алгебраическую структуру (т. е. представление 91), обладающее 
свойством 
1) Р/«(0') = 1. 
В силу дуальности р не выводит из области О: 
(2) р(«(О))".с=*(0), 
Благодаря (1) и (2) р как бы сосредоточен в области О. В этом смысле 
говорят, что р локализован в О, и О называется носителем р (О = supp p). 
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При некоторой специальной структуре когерентных суперотборных 
секторов, в частности, когда когерентный сектор можно определить как 
класс р унитарной эквивалентности неприводимого морфизма р (т. е. та­
кого, что р(§1) — неприводимая алгебра, р(§0" = Э(5^0)), весь аппарат тео­
рии можцо эквивалентно переформулировать в терминах р. При этом дей­
ствие морфизмов р на вакуум (oQ будет давать строго локализованные со­
стояния СОЙ ор / 

(У(«йор)(Л) = озй(р(Л)). 
лел 

Благодаря этому последнему свойству с помощью морфизмов р можно 
ввести «локализованное заряженное состояние» — аналог одночастичного 
состояния полевой теории. Именно, если ра — неприводимый локализован­
ный морфизм, то O)Q ° ра строго локализовано в области О = snpp p« и яв­
ляется чистым состоянием, принадлежащим когерентному сектору ра. 

Допустим, что на множестве о всех когерентных секторов задана неко­
торая параметризация, придающая этому множеству структуру абелевой 
группы, иными словами, индексы а 6 о можно складывать и вычитать 
между собой. Тогда эти индексы можно интерпретировать как значения 
зарядовых квантовых чисел, а состояние coQ ° ра принять в качестве мо­
дели «одночастичного состояния» с зарядом типа а, локализованным в об­
ласти О = supp pa (но следует помнить, что в точном смысле одночастич-
ными, и даже конечночастичными строго локализованные состояния не 
могут быть согласно аргументации Найта [7]). 

Можно теперь построить и понятие «зарядового сопряжения». В ка­
честве вспомогательной операции для этого введем «перенос заряда»: 
если есть два заряженных состояния coQ ° pi и сой ° р2, где рА локализован 
в области (Л, р2 — в области 02 и pi ^ р2, то можно считать coQ ° р2 тем же 
состоянием (ой°р1, «перенесенным» в 02 из 0±. Тогда оператор, переводя­
щий pi в р2, будет оператором переноса заряда из 04 в 02. 

DHR доказали, что такие операторы существуют: pi ^ р2 тогда и толь­
ко тогда, когда для всех А £$, р2{А) = U*pi(A)U, где U б 31 есть унитар­
ный оператор, определенным образом связанный с локальными алгебрами 
областей 0± и 02. Задавая уходящие на бесконечность последовательности 
областей {Оп}, можно удалять заряд oaQ ° p с помощью операторов Un «на 
бесконечность» или же, напротив, представлять его как «перенесенный 
из бесконечности». В этом последнем случае р представляется как предел 

р (А) = B-lim Uk*A Uk. 

Далее делается естественное предположение, что обратная последователь­
ность морфизмов, получаемая заменой оператора U на Е/*, представляет 
собой перенос в область О «сопряженного» заряда. Доказано,. что такая 
последовательность имеет предел, определяющий некоторый локализо­
ванный морфизм: 

p*(A) = u-hmUkAUk*. 
fe-э-оо 

Этот предел р* не зависит от того, как выбрана уходящая на пространст­
венно-подобную бесконечность последовательность {Ok} (или, что то же, 
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последовательность оператора {Uh}). Тем самым р* для данного р опре­
делен однозначно (при некотором малоограничительном условии). 

Операция перехода от морфизма р к р * называется зарядовым сопря­
жением. Когерентный сектор, отвечающий морфизму р*, называется заря-
дово сопряженным по отношению к сектору р. 

VI. СТАТИСТИКА КОГЕРЕНТНЫХ СЕКТОРОВ 

Если операцию зарядового сопряжения секторов оказалось возможным 
ввести с помощью предельных переходов для морфизмов, то сопоставить 
каждому сектору определенный тип статистики удается на базе операции 
перемножения (композиции) морфизмов. 

Физическая идея здесь ясна: мы видели, что состояния вида coQ ° p 
являются аналогами одночастичных состояний; очевидно, состояния 

(да ° (pi . . . pN) 

будут аналогами iV-частичных состояний и тип перестановочной симмет­
рии таких состояний определяет статистику теории. 

Композиция морфизмов р определяется естественным образом: так как 
p(3t) cz9t5 то действие любого р' определено на p(3f) и отображение 

«-*.р'р(«) 
называется композицией морфизмов р и р'. 

С в о й с т в а к о м п о з и ц и и : 
1) рп отвечает тому же сектору р, что и р, при всех п (тем самым 

в каждом секторе имеются «iV-частичные» состояния с любым N); 
2) в общем случае pN — приводимое представление и тогда 

[р*(«)] ,=*©(30) 
есть некоторая нетривиальная И^-алгебра. 

Как отражение свойства неразличимости в стандартном описании си­
стемы тождественных частиц операторы перестановок оказываются ком­
мутирующими с операторами наблюдаемых. Аналогичное свойство возни­
кает и в рассматриваемой схеме. Именно, в алгебре [ p ^ W ] ' можно ввести 
унитарные неприводимые представления группы перестановок SN: 

p ^ e p
W G R e p ^ ; ep

(Jr) (SN)cz[p«(Я)]', 
(*) 

Процедура -> сопоставления представлению р^ алгебры наблюдаемых 
представления 8 ^ группы перестановок достаточно сложна. Тем не ме­
нее возможность ее построения и ее физическое содержание очевидны из 
аналогии между coQ ° р 4 . . . pN и iV-частичным состоянием. 

(*) 
Итак, каждому когерентному сектору р в соответствии с .(->•) сопо­

ставляется набор унитарных неприводимых представлений группы пере­
становок SN (набор схем Юнга) по одному для каждого N. Возникающая 
ситуация полностью аналогична тому, как в квантовой механике коорди­
натная или спиновая волновая функция N частиц преобразуется по оп­
ределенной схеме Юнга. Разница только в том, что в релятивистской тео­
рии N не сохраняется, и потому каждый сектор содержит TV-частичные 
состояния с произвольным N. 
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О п р е д е л е н и е . Совокупность всех представлений {г^)} группы S^ 
при фиксированном р и всех N называется статистикой когерентного сек­
тора р. 

Удается доказать, что сектор р и зарядово сопряженный к нему р* об­
ладают одной и той же статистикой. 

Построенный формализм, как легко видеть, допускает секторы 
с б о з е - и л и ф е р м и - с т а т и с т и к о й : когда [p^(St) У = (§>(Ж0) и 

единственные возможные представления SN тривиальны, e(iV) = ±1 (строка 
или столбец в схеме Юнга). Отличием морфизмов, отвечающих таким 
секторам, является то, что все они должны быть автоморфизмами, т. е. 
p(St) = * ; / 

с а н о м а л ь н ы м и с т а т и с т и к а м и : когда [p^(St) ]'=# ©(5^0) и 
возможны нетривиальные представления SN. ОЯТ? доказали, что в числе 
аномальных статистик, помимо хорошо изученных пара-бозе и пара-ферми 
статистик, формализм допускает лишь один «экзотический» случай пара-
статистики бесконечного порядка, не являющейся ни пара-ферми, ни пара-
бозе. В этом случае все схемы Юнга допустимы без ограничений. 

VII. ПОЛЕВАЯ ГРУППА 

Теперь после введения всех понятий и объектов, сопутствующих полю, 
остается лишь последний этап — непосредственное построение полевых 
операторов. Эта задача пока решена только для частного случая, когда 
система с правилами суперотбора включает лишь секторы с обычной 
бозе- или ферми-статистикой. 

В способе, развитом DHR [3], строятся не непосредственно полевые 
операторы, но совокупность их унитарных составляющих — «полевая груп­
па» 8г унитарных операторов. Сами операторы поля, вообще говоря неог­
раниченные, являются при этом операторами, присоединенными к РР-ал-
гебре $ — {^^натягиваемой на группу %. > 

Опишем в самом сокращенном виде процедуру DHR. Пусть имеется 
система с вакуумной алгеброй St, все секторы р которой удовлетворяют 
бозе-, ферми-статистике и, следовательно, являются автоморфизмами, 
p(St) = St. Обозначим через Г (О) совокупность всех локализованных авто­
морфизмов р. с носителями в О и через Гс(0) —подсовокупность тех из 
них, которые отвечают ковариантным представлениями: 

Гс(О) ={р6Г(0) |ЯС/(а , Л) 6 R e p 5 V , 
U{a,A)p{A)U{a,A)^ = p{A(a,A))}. 

Здесь А(а, Л) == U0(a, A)AU0(a, Л)"1 и U0(a, А)-представление группы 
Пуанкаре ^ V , действующее в вакуумном секторе. 

Положим также Гс = U Гс (О) — совокупность (группа) всех локали-
ОС.М 

зованных ковариантных автоморфизмов. Очевидно, что часть из автомор­
физмов р 6 Гс порождается унитарными операторами из самой алгебры St 
по следующему естественному закону: 

(3) U e ST-+ р(А) =UAU~\ YA б St. 
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Такие автоморфизмы называются, как известно, внутренними. Их сово­
купность обозначим как / с= Гс: 

/ = { р б Г с | р = С/.С/-1, иЯФ). 

Ясно, что формула (3) задает естественное отображение (гомоморфизм) 
множества %и на /. 

Разумеется, вообще говоря, не все р £ Гс являются внутренними авто­
морфизмами. Ключ к решению проблемы поля оказывается, однако, в том 
факте, что для полевых систем хотя и не все р £ Гс являются внутренни­
ми, но все являются пространственными, т. е. порождаются некоторым 
унитарным оператором, уже, вообще говоря, не лежащим в ЗГ\ Эти уни­
тарные операторы, «имплементирующие», как принято говорить, авто­
морфизмы р б Гс, и образуют искомую полевую группу §. 

Т е о р е м а 5 ( т е о р е м а с у щ е с т в о в а н и я п о л я д л я нор­
м а л ь н ы х с и с т е м ) . S гильбертовом пространстве Ж0 вакуумного коге­
рентного сектора существует группа 8? с §9\(3@0) унитарных операторов, 
обладающая следующими свойствами: 

1) «tt cz g, 
2) гомоморфизм %и ->• / может быть расширен до гомоморфизма £: % ->• 

-> Гс такого, что 
a) U(U) = qUty-1 для всех яр 6 $ и J7 е «tt, 
Р) ke r£=-ke r£ | a = {**"}« е*. 
Из свойства ее) и того факта, что в С*-адгебре всякий элемент есть 

конечная линейная комбинация унитарных элементов, следует сразу, что 
5? есть такая группа унитарных операторов, что любой автоморфизм р £ Гс 
унитарно порождаем некоторым оператором г|) б %; 

Р6ГС Ф6$ A62t 

Вместе с тем эта формула подтверждает и справедливость исходной гипо­
тезы о связи полей с операторами переплетения. 

О п р е д е л е н и е . Группа § унитарных операторов, удовлетворяющая 
условиям теоремы, называется полевой группой. 

Разумеется, утверждение о том, что 8? есть группа, связанная с опера­
торами поля, должно подтверждаться перечнем свойств ??. Достаточно 
просто уже устанавливаются следующие свойства: 

1) поля можно сопоставить любой области OczM. Действительно, 
структура сети в Гс индуцирует сеть в '$, т. е. существуют полевые группы 
любых областей 

0cJ[f-*8f(0).ci8f, 

где ${0) определяется как прообраз группы ковариантных автоморфиз­
мов Гс (О) относительно отображения £: 

»(О) ^ { ^ ^ [ - ф . ^ б Г Д О ) } . 
Иными словами, поля, действующие в области О, при данном абстрактном 
способе их построения возникают как унитарные операторы, имплементи­
рующие ковариантныв локализованные автоморфизмы с носителями в О; 
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2) для пространственно-подобных областей 04 и 02 элементы из .§(0i)'\ 
и $(02) удовлетворяют бозе-, ферми-перестановочным соотношениям: 

V ¥ W> = ± M ; 

3) элементы р £ Гс, связанные отображением £ с полями г|), отвечают 
представлениям 31, удовлетворяющим условию спектральности. 

Заметим еще, что описанный способ не допускает прямого обобщения 
на теории с парастатистикой, ибо отображения р, не являющиеся авто­
морфизмами, очевидно, не могут быть унитарно порождаемы: из р = ^-ifr1 

следует р(§0 = 31. 

VIII. МОДЕЛЬ СТРИТЕРА И УАЙЛЬДА 

Нетривиальная конкретная реализация общей схемы, развитой в рабо­
тах DHR, была дана Стритером и Уайльдом [8]. Они рассмотрели сеть 
{R(0)} локальных алгебр, порожденных свободным скалярным нейтраль­
ным полем ф(#) нулевой массы покоя в двумерном пространстве-времени 
Mi\ и явным образом построили как группу локализованных автоморфиз­
мов, так и отвечающую им полевую алгебру. Опишем кратко их конструк­
цию. Рассмотрим гильбертово пространство S2{Rl, dp / 2\р\) квадратично 
суммируемых по мере dp 121 р | комплексных функций на прямой Я1.- Пусть 
ЖФ— симметричное фоковское пространство,отвечающее 3?2(R\ dp/2\p\), 
a a(p)f а*(р) —операторы рождения и уничтожения в ЖФ, удовлетворяю­
щие стандартным перестановочным соотношениям 

[a(p),a*(q)]=S(p-q). 

Рассмотрим, далее, множество Ш вещественных функций , | (ж, t) вида 
' " -г* 

Л *+* 

Ux,t)^ — \g{x + t) + g{x-t)+^i{y)dy^ 

где вещественные функции /(#), g(x) принадлежат пространству Шварца 
оо 

D(R~l), причем { f(x)dx = 0. Ясно, что функции являются решениями 
— оо 

следующей задачи Копти: 

(здесь и ниже точка над буквой означает дифференцирование). 
Множество Эй состоит из тех решений £ (х, t), которые удовлетворяют 

дополнительному условию3) 

\i(x,0)dx = 0. 

3> Введение этого условия позволяем преодолеть известные трудности (см., на­
пример, [9]), связанные с определением свободного скалярного поля ф(#) нулевой 
массы покоя в пространстве-времени размерности 2. 
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Каждой функции g^Sft поставим в соответствие оператор W.(%), дейст­
вующий в ЖФ и определяемый равенством 

W(l) = exV^f^[f(p) + ig(p)\p\]a(p) + 

где 
nr(-p)-ig(-p)\p\]a(p))-4T} 

П2\р\ У 

f Q>) = ̂ = r ( Ъ(х;0)е-<**<1х,. ^ ) = = , _ f ё~**Ч(х,0)<1х. 
1/9тг J 1/9тг J У2я J . У2я 

Совокупность {T^(l)}i6gK реализует представление канонических комму­
тационных соотношений в вейлевской форме: 

где 

-Ui, Ы = | [ It (re, 0) | 2 (a:, 0) - g, (*, 0).|2 (*, 0) ] da:. 

Используя операторы W(£), построим сеть {/?(!))} локальных алгебр 
R(D) для областей-алмазов Д. Область-алмаз ..DXlX2 определим как множе­
ство точек пространства il/i1, ограничиваемое светоподобными прямыми, 
выходящими из точек хл, х2, вершин алмаза. Обозначим две другие точки 
пересечения этих прямых через х/, х2 , а отрезок пространственно-подоб­
ной прямой lXirX2r, соединяющий точки х/, х2\ через dXirX2,. Пусть (а, Л) — 
преобразование из двумерной специальной группы Пуанкаре ^ +

f (т. е. 
группы движений псевдоевклидовой плоскости М±*), переводящее прямую 
lXiX2 в прямую £ = 0. Пусть DxxZ= {а,Л) DXiXZ — алмаз, получаемый из 
DXiX2 действием преобразования (а, Л), d XiX2 диагональ JDxjx2? лежащая на 
прямой £ = О, и Ш (DZZ) — множество тех § £ Яй, для которых носители 
supp/(#) и suppg'(#) начальных данных /(#) и g(x) лежат внутри д££гт 
Локальной алгеброй алмаза, DXiX2 будем называть слабое замыкание 
R{DXiX2) алгебры, порождаемой операторами W(^aiA), где '|а,.л(я, t) = 
==^(Л(^ + а1, t + a0)), a | пробегает Ш(Д~2). Легко проверить, что сеть 
{R(DXiX2)}XiX2 б М^ удовлетворяет всем постулатам Хаага — Араки. 

Определим теперь локализованные морфйзмы алгебры SI = (J R(DXiX2) 
Х±Х2 

Рассмотрим множества ЭНА™), состоящие из вещественных функций 
_"((t,x) таких, что-тСт-00» 0) — 0, f £ 2ft(Z)xi:x.2). Легко проверить, что каждая 
функция у б Э1 (̂ алжг)' по формуле 
(4) Py(Wmr=ei^Wm^Wy^) 
задает морфизм алгебры, локализованный в области DXiX2: В терминах опе­
раторов а(/?), а*(р) преобразование (4) порождает следующее линейное 
каноническое преобразование (сдвига): 

a(p)^av(p) = a(p)-y^[y(-p)-iy(-p)\p\], 

Г • I • • : • - - • : ^ 

а<Л))^а;(р) = а(р)+.^[ч(р) + 
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Хорошо известно, что подобное преобразование в общем случае является 
несобственным и, следовательно, в < ?̂Ф не существует унитарного опера­
тора, порождающего преобразование (4) для всех | G 3R, Однако для всех 
^^Tl(DXiXi) преобразование (4) порождается оператором W(—ч), 

V ?v(W(t)) = W{-4)W(l)W(y), 

что прямо следует из коммутационных соотношений для W(g).' 
Исходя из локализованных морфизмов {pv}, *f £ U 91 (DXiX2) = SI 

xtx2£M' i 

можно по общей схеме построить совокупность суперотборных секторов. 
Пространство Ж0 с сетью {R(DXiX2) }XiX2 eMi

l и квазилокальной алгеброй 

будем считать вакуумным сектором и обозначим тож-

дественное представление алгебры % через я0. Разобьем множество Г всех 
морфизмов р7 с ^ б 91-на классы эквивалентных морфизмов, называя экви­
валентными морфизмы ^i, if2, порождающие унитарно эквивалентные с&* 
мейства {WVi(^)}le ш , { И ^ Ш К е э д вейлевских операторов. /"'.• 

Каждому классу р7 эквивалентных морфизмов рт поставим в соответ­
ствие семейство лу унитарно эквивалентных представлений rcv == jt0-° рт, 
ру б ру. Каждый класс я7 задает когерентный сектор, который для всех рУэ 

не лежащих в рТо, где °f0 — тождественный морфизм, отличается от вакуум­
ного сектора я0. В [8] показано, что JXY ковариантны относительно груп­
пы £Р^ и имеют положительный спектр энергии. Кроме того, яТ1 ^ я% 

тогда и только тогда, когда 

ii(oo,о) =ч2(оо,о) = л(°°); r^00*0) = t2(°° ,о) = t ( ° ° ) -
Это означает, что все построенные когерентные секторы различаются 
(параметризуются) значениями 'у^ 0 0) , i>(°°) ДВУХ «зарядов» Q и Q. Об­
щая конструкция DHR для системы асимптотически эквивалентных пред­
ставлений щ позволяет построить полевую алгебру заряженных полей 
я|зЛ .-При этом в силу ряда специфических черт модели (двумерность, 
отсутствие массы у полей), приводящих к отсутствию дуальности в ва­
куумном секторе, поля %*, относящиеся к пространственно-подобным об­
ластям, удовлетворяют перестановочным соотношениям, более общими 
чем обычные бозе-, и ферми-соотношения: 

ЬЖ = е<{Уи Ъ}Ь*Ь*' 

Наличие у построенных полей аномальных (наряду с нормальными) пе­
рестановочных соотношений является специфической чертой модели. 
Можно, однако, надеяться, что общая идея Стритера и Уайльда, заклю­
чающаяся в явной реализации локализованных морфизмов операциями 
сдвига вейлевских операторов, может быть осуществлена и для других 
канонических систем, более близких к реальным. 

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступила в редакцию 
Академии наук СССР 26 октября 1972 г. 
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AXIOMS OF OBSERVABLE ALGEBRA AND THE NOTION OF FIELD 
M. K. Polivanov, V. N. Sushko, S. S. Horuzhy 

^ R e c e n t development of the algebraic axiomatic approach in quantum field theory 
is briefly reviewed. The main subjects considered are the rigorous algebraic treatment 
of systems with superselection rules and the procedure (worked out by Doplicher, Haag 
and Roberts) of constructing field quantities starting from the observable algebra. 


