
А.П.Киселев 
ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ ТОЧЕЧНЫЕ ИСТОЧНИКИ 
В НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ СРЕДЕ • 

Статья посвящена построению асимптотик при ш-»оо задач с то­
чечными источниками 

ш = аш1(^$)&ъуЩ-^{м%)гЖи)+J(fya№i= ¥(х) . (0д) 
УС- te Ш, 

Применяется метод пограничного слоя: начальные данные для луче­
вых формул, годных не слишком близко от источника, определяются 
путем сшивания с внутренним разложением. 

Рассмотрены две физически содержательные задачи. Найдены 
диаграммы направленности а) поперечной волны в случае источника 

T=-№(pai(P('x-xf)+fd,(x-~x)) ; (0.2) 
б) продольной волны от источника 

р=-Щ^(ъ/(х-хг))+~$(Р(х'-Щ-, (0.3) 
WefH3 , <f - дельта-функция, Щ - орт оси Щ . 

Источники (0.2) и (0.3) моделируют естественные задачи о 
возбуждении упругой среды нагрузками, приложенными к очень малой 
сферической полости. В. случае а) это равномерное давление, тогда, 
как оказывается, 

•й-— 4- рмЬ р(х) 
Р ~ 3 -РС5Г) *-* ' {°Л) 

В случае б) это вращательное воздействие Bzmt = amituv,e^2 , 
где t - напряжение на границе полости, н - нормаль, к ней, 
а [• ,•] - векторное щшзведение. При этом *̂  

%=% 
(0.5) 

Искомая поперечная волна от источника (0.2),(0.4), как и 
продольная в случае (0.3),(0.5) отсутствует, если среда однород­
на. 

^Связь источников (0.2),(0.4) и (0.3),(0.5) с теорией сфе­рического излучателя автор предполагает разобрать в другом месте. 
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Б работе [i] близким методом решались похожие вопросы для 
уравнения, отличающегося от (0.1) младшими членами, и источни­
ков, физический смысл которых менее ясен. Ниже значительно проз­
рачнее, чем в [i] , излагается процедура построения внутреннего 
разложения. Приведены сведения о лучевых рядах и сшивке, необхо­
димые для понимания вычислений. Подробное рассмотрение высших 
приближений лучевого метода и алгоритм построения всех начальных 
данных для них (в случае любого точечного источника) имеются 
в [I] • 

Статья начинается с изучения внутреннего разложения в ска­
лярной задаче. В теории упругости используется не только отрабо­
танная при этом методика, но и конкретные результаты. 

§ I. Внутреннее разложение в скалярной задаче 
Рассмотрим уравнение 

( h~£ - оператор Лапласа по переменной х ) в области, содер­
жащей точку ~$г , предположив, что Нг (ос) бесконечно диффе­
ренцируемо и Уь(ос) > 0. 

На некотором удалении от ~%г (точнее, при jж-хА|>со~',+6, 
i > £ > О ) формальное асимптотическое разложение функции 

Ы разумно искать в виде лучевого ряда, см. [2] , гл.6. 
I. Уравнения пограничного слоя. Вблизи источника неоднород­

ность среды можно счесть малым возмущением. Для реализации этой 
мысли введем растянутые координаты пограничного слоя 

X = 10(3"-3') (1.2) 

по Уь1(х) тейлоровским рядом 

я*(£)~ NotlVS-S')* Н%1Л-х')+..,=Н^оГ\(Ь.... (1-3) 
представим функцию \гг(х) тейлоровским рядом 

где N/, i >0 - однородные полиномы степени},Н0=к(х, г}> 0} 
и будем искать и в виде 

tt(x,^w)~£ J-^ЛХ), {1А) 

Р'о ' 
полагая, что w входит в , Vj. только через X . 

Разложение (1.4) будем называть внутренним. 
Подстановка (I.2MI.4) в (I.I) и сравнение коэффициентов> 
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при степенях со дают ( [2] , [з] ) 
%\/с = (f(J) (1 .5) 

Полезно рассматривать дифференциальное выражение %= А + у% 

не только при f = N 0 , но и при комплексных f . 
Для того,чтобы можно было сшить (1.4) с лучевыми рядами, 

отвечающими уходящим из х г волнам [2] , наложим условие излуче­
ния (предельного поглощения) 

VJ (7)-*-• 0 при |7|-»-оо •" ̂ 0 , если Jm-f>0. (1-8) 
Решения задач (1.5)-(1.6), (1.8) естественно рассматривать 

в классе v(IR. ) обобщенных функций умеренного роста. Из [4] 
легко следует единственность и существование V;7 i = o,j,... 

Исследование функций \Л мы проведем иначе, чем в [2] , 
поскольку схема [2] в теории упругости встречает серьезные труд­
ности. 

Оператор Л « = Х " = (А+ JfV' » обратный г X , задается 
формулой 

(A,1l)(T) = m)3/*j e U * > — 4 Й Ц г < 1 * Г ^ 9> 
где < f Д > = | ,,*,,+ t%%%+ £3 *3' ^ ~ фУРье_0(5Раз ФУНКЦИИ 11^\)(И)'. 

4 ф = W3/2J е*<&*> %w^T . ало) 

Решение задачи (1.5), (1.8) есть 

Ye(7)-'(Ar4*)tf) — т ^ - , R = / Х~/. (1Л1) 

Установим некоторые свойства последующих приближений V^V^,..., 
не вычисляя их явно. 

2. Ряд (1.4) - асимптотика по гладкости. Заметим, что дейст­
вие оператора Л~ сглаживает функцию на 2 единицы *'. Действи-
тельно, гладкость (сингулярность) функции Ф(Т) при л = О 

^Точнее: с- сингулярностьL5]Функции A„.;f на 2 единицы меньше, чем у $ . ° 
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определяется скоростью убывания (роста) ее Фурье образа <Р(|) 
при | £|-*-°° . Если U - удовлетворяющее условию излучения ре­
шение уравнения в -?/((R3j 

( А ? + Г г ) М = <Р(*), , (I.I2) 
где Ч> непрерывна вместе с производными порядка $ т ; пъ> 0 , 
то при | £ |-*•<*> 

(ГН0)г-|||2 ^ 1 ) = , .£,-»•» = ИГ*Ч»Ф (1+0(|Тгв)), «.и) 
и, следовательно, 'йСт+Я) раз непрерывно дифференцируема. 

Пользуясь уравнениями (1.6) легко доказать по индукции, что 
Vj , \ > 0 непрерывно дифференцируемо (j+4) раз. 

3. Структура функций Vj. . Введем несколько обозначений. 
Пусть °LV UXi <=ij - целые неотрицательные числа, тогда, 

s x ^ a x ^ a x ^ - ° ' ' ' №- , . R 
ЛЕММА I. Для любого целого Ь-^-1 функция К е « 

имеет представление 

RV^4^4U/V)(X) , ' " ^ 
где С^1 константы, (Aw) - степени оператора (1.9), <Р-
дельта-функпия, сосредоточенная в начале координат. 

Доказательство легко следует из тождества 

-4(п;сГ()Г) , t = - l 

ЛЕММА. 2. Если t - целое и jot|+t>-'J . то возможно пред­
ставление: 

X-RV^-S" S 8'tpfW»*} , (Lie) 
примем р*(>% полином степени 4 . 

для |°И= О (I.I6) сразу следует из (I.I5). Рассмотрим 
случай 1°И = 1 . Обозначим 9/Зх = 9р . Очевидно 
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- • 4 i | y •'*>.• „.„> 
где С: - константы. 

Исходя из (I.I7) докажем формулу (I.I6) при |<*|=2 : 

- « ^ Е с ^ е * * * j (I.I8) 

<?pq, - символ Кронекера: </™,= f n p i p = ^ и ^ Р в = ^ ' Р^-^« 
Действуя под знаком производной по Хр , такае как в ( I . I7) , по­
лучим: 

. X p X ^ ^ e p ^ E V j R ^ ^ - . S ^ B U ^ , (Lis) 

где C<j,> &} - константы, что доказывает (I.I6) при М/ = Z . 
Дальнейшую индукцию по /«г/ мы опускаем. 

1едау 2 легко обобщить на случай Ml + t ^ - ' l » полагая в 
(1.16} Р\~}= СвийЦ- . 

ЛЕША 3. По люош ьзультииядексйт ы, и целым Т, , для ко­
торых t + \d,\<?~1 можно найти полиномы £(*>"<•) такие, wo 

rtVre-2 g*E (р^1дР)(Х-). (г.20) 
о«|е|«н| tH*iei'4+a 

Эта формула непосредственно следует из предыдущих. : 
Is лемм 1 - 3 вигекае* _ 
ТЕ0РШ4 I , функщш V|(X) удовлетворь'Зяие рекуррентным 

уравнениям Cl.5MI,ff} и условию С1,8), допуске?» представление 

. ш ) - 3 ff'ZI. Ш^)<К1), (1'21) 

где Q y - полиномы степени *• . . 
Следствием (I.2I) является формула 
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Srfty - конечная сумма однородных функций: 

•W^-E WJ»}(7), UftX)=£ с ^ У х " , 
t "- константы. -̂  .̂ju-i ->-

Из теоремы и леммы 2 следует оценка: Vj(X)=0(|X| )/IXI"*"°°-
Поэтому (1.4) и лучевой ряд пригодны й' в слое 
w4+e*<jx--x'|<afV:l~£* ; V&a.<i;. Ц,*>0 . (1.23) 
Вследствие (1.22) и непрерывностиV^V^,..., Функции W , W,... 
не содержат слагаемых отрипательных степеней однородности. Дока­
занных сведений о V0, \/0Уя,...ДОстаточно для сшивания внутреннего 
разложения (1.4) с лучевым. Эта процедура рассмотрена в [2] . 

§ 2. Теория упругости: схема 
Поле перемещений в стационарной динамической задаче возбуж­

дения упругих волн источником объемной силы с плотностью Р(аГ) 
описывается уравнением (0.1). Константа О)?0 имеет смысл частоты 
колебаний, функция j?(3f) - плотности среды, ^ ( ж ) - называет­
ся одним из параметров Ламе, а через т>(с») мы обозначаем комби­
нацию тЧое)= k(x)+%jb($) , где А -другой параметр Ламе. Мы 
предполагаем, что векторная обобщенная функция к" сосредоточе­
на в точке ~$г'• m p p f = {W} ; т>, yu. и § бесконечно диф­
ференцируемы и не зависят от и и, кроме того,т>><М->07 f > 0 . 

I. Лучевые формулы. Для (0.1) можно построить лучевые ряды н 
t^cobe^ КЫ^Ш^е^Я (-i/fe л) 

описывающие продольные и поперечные волны, уходящие из источни­
ка. В (2.1) Jf0, и у^ - произвольные константы, t ^ t ^ ^ x f ) - ^ о , 
%^= <p*(a5,i5/j ъ 0 - решения уравнений эйконала С v n V = - К •> 

- ол 
отвечающих скоростям продольной и поперечной 

волн 
« а - ^ > о , ц^{Щ-у0. ».« 

ж^Т.е. сами они и невязки их частичных сумм являются асимп­тотическими рядами. 
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В нашей задаче <сл , %*> соответствуют центральным полям лучей, 
выпушенных из %г , и имеют смысл времен пробега от.ж"/ до ЗГ . 

Введем лучевые координаты (т*'? а) ) ( т ^ Д * ) , где Т0, 

и Т^ - точки единичной сферы 0 f параметризующие углы выхода 
из ос продольных и поперечных лучей, попадающих в аГ *'. По­
ложим для ощ>влелвтостъ1а>^ага^ Ш - ^ 1 : 1 ш ^ Ш - М ^ Пусть 
<г I*'; j \-*>) - геометрические расхождения лучей [2J » 

[б] , [ij . Можно считать, что при | at- х ^ — * - О 
! }^\xj = |г-п*.(£+о(|г-^|)). (2.з) 

Формулы для амплитуд таковы [б] , ОЗ : 

VV= {^{Ч%*>pa&^+jH (ТУ,...,У*"1), }*0, {2Л) 

где Ф , ^ ;... - произвольные гладкие на единичной сфере функ­
ции;, выражение Tft* зависит только от^,40$4« j ; 
? м - о; ' 

Т°;1Ц... —произвольные гладкие на $ векторные функции; 
б(зо)= J -бТЛт , причем интегрирование ведется вдоль по-
перечного луча, a f - его кручение; т = 0 ; I и J -
матрицы 3x3. В базисе, образованном касательной ̂t-tt4T:(ai-a<l'r|, нор­
малью и бинормалью к этому лучу в точке х 

( 0 0 0\ /0 0 0\ 
!(*)= 0 * 0 ' " J"(x)= 0 0.1 (2.6) 

. \о о 4/ ; V'o -1 о/ ' 
Таким образом,можно считать ft($)J_ awd/t^, }=• 0,1,... . 

Будем разыскивать Т£(оо, Л ' , (*>) (при условии|аГ-х/|со-«-°<> f 
обеспечивающем асимптотический характер лучевых рядов [I] ) в ви­
де 

положив для однозначности 

*'Мы рассматриваем столь малую окрестность рс̂ что в ней нет 
фокусировок. 
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Г а = Г = Ь |¥a0|+|U'°|^0. (2.8) 

Функции Ф,°Ф17.. . 7 y°, y,\ . . . , называемые начальными 
данными лучевого метода, и константа у определятся из сшива­
ния асимптотик (2.6) при оГ->-<х/ с внутренним разложением в 
слое (1.23). 

2. Внутреннее разложение. Допустим, что в (0.1) 

~Р(х)= "Й^ф-ЯО+^з^-^'Ъ 
где компоненты Р- однородны степени j . Следовательно, 
структура компонент Р.4 и Р_3 таковаг^^Сц^^ЗГ-х^), 
СР-з)м=с(н А*""*^ • гДе cm> cwtj - константы. По повто­
ряющимся нижним значкам подразумевается суммирование от I до 3. 

Разложим коэффициенты (0.1) по степеням координат погранич­
ного слоя (1.2) 

*<^ A^lfc..., j ^ .., (2.9) 
где 1>^тЧ#),/=/КаО, /=/(#> . а -Р4,^4, / 4 - од-
нородные полиномы степени Ь- . _̂  

Соответственно представим оператор I (0.1): 

Т-сДЛ^Л' + ̂ Л** .'..), (2.10) 

Л = дг(м15Гт)^(Х)с1г^-гс^у(^^+/*'(Х)Е , (2.II) 

где Ь - единичная матрица 3x3. 
Асимптотическое решение (0.1) вблизи ~хг ищем в виде 

t t (3;^w)~E ^ W V W (1 ) (2.i2) 
предполагая, что V зависят от СО лишь через X . Подстав­
ляя (2.10 - 12) в (0.1), получаем 

fa~Ee^E THVm=u%$hu%W, (2.i3) 

откуда 
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m=c u 

Будем рассматривать уравнения (2.14) в классе У(Ш ) 
обобщенных вектор-Функций умеренного роста, выделяя единственное 
решение каждого из них принципом предельного поглощения для диф­
ференциального выражения 

~у} •—>. Q при JX|-*°° . еслъ Ут<*>>0, 3mf > 0 . (2.15) 
Условие (2.15) призвано обеспечить сшивание (2.12) с (2.1), 

(2.7) в промежуточной области (1.23). 
Для определения всех начальных данных лучевого метода тре­

буются следующие факты. _̂  
ТЕОРЕМА 2. а) Гладкость векторов V при |Х|=0 растет с 

номером: Т ( Х ) = 0 ( Ш ' ~ г ) , *=М,--- • 
б) Аналитическая структура векторов V . такова 

V^e^'W^ ', V6*= е^ЩН i (2.16) 

причем компоненты векторов W и W суть конечные суммы 
однородных функций целых степеней 

в) Имеет место оценка на бесконечности 

l f ( X ) | = о( |Х|^ 4 ) , \f\-°°. <2-18> 
г) Наборы функций 

W^-<l5_6m, f m<%|t| ># З Д 1 У Я , °^ b*M > (2Л9в) 
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определяют (однозначно, если наложено условие (2.8)) константы 
у*, у& и начальные данные соответственно У* У\... .,Ф 
и f,f\...,^ .Здесь Л,Я=0,4,..., <-, •> -скаляр­
ное произведение в (R3 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО п.г) (и указание явной процедуры выбора на­
чальных данных) приведено в [ij . Наметим путь к доказательству 
п.п.а)-в). __*. _ 

3. Обращение оператора J], • Рассмотрим в У (Ц ) уравне­
ние 

Я°и = ? . (2.20) 
Преобразование Фурье (1.10) переводит (2.20) в линейную алгебраи­
ческую систему 

( <р - Фурье-образ Ч> > [ % • ] - векторное произведение). Решая 
(2.21), находим 

•^^Ят^^Нт^"^^)^}^- (2-22) 
Обратив преобразование Фурье, помня об условии излучения, полу­
чим 

Ш)Ч(л°)н?)(х)= 

= yj-{/*A^+(AJi-Aet)^(uijf-<iitrjr?J , (2.23) 
где Л ^ и Лц обозначают интегральные операторы (Af+^j m^.-^-fi'1) f 
см.(1.9). 

Из (2.23) легко следует, что рещение уравнения (2.20) удов­
летворяет при||"| —>•- оо оценке ttCf) = 0((fT*<P (f)) И» сле_ 
довательно, оператор (J]°) увеличивает гладкость на 2 едини­
цы. Поскольку правые части (2.14),(2.15) понижают гладкость не 
более, чем на единицу, п.а) теоремы 2 доказан. 

Пункты б) и в) выводятся из представления для V . анало­
гичного (I.2I)-(I.22). 

4. Представление функций V • Лемма: При любом 1&0 
существуют такие матрицы 3x3: £<•*>( Д и , 8) и Ц ^ \ А р , д ) элемен­
ты которых суть полиномы относительно интегральных операторов 
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соответственно Л л и Л ^ и операторов дифференцирования 61,дг, 
д3 (д:-=д/д}{:) , и такой вектор J ^ что 

\l\J)=№\^,dhlrWj>Mb<rW. . (2.24) 
Проверим, что функция V представима в виде (2.24). 
Положив в (2.21) <Г=-4<it<f ( Ю Зр ( €"Р - орт оси Хр . 

р фиксировано) получим с помощью (I.I5) и (2.23) известную 
формулу для решения задачи о сосредоточенной силе 

,Ц°& рД=-41С<Г(Х)<Гр 4 (2.25) 

V * , e > t o V 8 P B - ^ A } > (2'26) 

где обозначено 

8 * - - - £ _ А ^ ^ - К - е ^ Ц—/XI (2.27) 

Решение V° первого уравнения (2.14) является линейной комбина­
цией первых производных по X от G-pi(X) при разных р , 
т.е. имеет структуру (2.24). 

Представление (2.24) для 1^0 доказывается по индукции с 
помощью элементарно проверяемой формулы 

Л„Л.-Л,Л.,= YAi {2'28) 

(выражающей известное тождество Гильберта для резольвент) и ре­
зультатов § I о решениях уравнений со скалярным оператором. Мы 
опускаем эти рассмотрения. 

Утверждение п.б теоремы 2, за исключением оценок пределов 
суммирования в (2.17) очевидно следует из леммы. Доказательство 
же (2.17) и п.в) требует более подробного анализа структуры мат­
риц Р^' и Q ^ в (2.24),который мы опускаем. 

§ 3, Вычисление начальных данных 
Приведем пначала несколько полезных тождеств из Щ . 
I. Вспомогательные формулы. Из (I.I5) следует, что 

М^ЭДЙ-ЛЛ^-^е*** (ЗЛ) 
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Пользуясь (2.23), (3.1), (3.2) находим 

«jf r^AV-T-K^'W з Е ^ ^ ^ 1 • (3'3> 

Введем для векторов вида (2.16) обозначения: 

Роль функций tr V и ^ V в определении начальных данных вид­
на из п.г) теоремы 2. 

Нетрудно проверить, что если К - вектор с постоянными 
компонентами', то 

ffa(Л°Г'*Л0?ХеВ)« vWl^&iKJbA) SEE 0 . (з.б) 

2. Поперечная волна от дентра расширения (6.2).- Первые два 
уравнения (2.14) для источника (0.2) суть 

I. Найдем функции \/° и ^ V • через которые выражают­
ся У , " ? 0 и ~%л. 

Легко видеть, что 
V"°=^- ft-acl^-A, (3.8) 

= - 4 r { f^aiC^AA) + f <fъаЛ А } = 
л. -> , (3-9> 

Мы воспользовались здесь тождествами-t&t^racl^O, Х^О^СХ)^ 0. 
Вследствие (3.6), первое слагаемое в правой части (3.9) не 

влияет на величину в1 V .Следовательно, -
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/< / Л « / п о Н <Гу = Г ( Л ° Г { У А - 4 ^ а ) } , (3.10) 

где 

Г^ - ^ f гш%/(Х)- -РС̂ '1 ^а%/(£) 1 ^ , 

С помощью (3.3) и (2.25)-(2.26), получаем: 

т.е. 
^'v"=(f-<fj>t)B-f? , 

где 

1 р(зс)(4Чх)-а*(х)) KJ •_# « * Ф Л * > • 

(З.П) 

(3,12) 

(3.13) 

(3.14) 

П? Займемся теперь сшиванием разложений (2.7)-(2.1)-(2.8) 
в слое (1.23). Перейдем в лучевых формулах к растянутым перемен­
ным (1.2) и разложим функции а,i,j°',^,f(l', t&, Тл, t^ в 
ряды, асимптотические при ft-*-»»,- toTta—»~оо . Поскольку 
0 0 ^ = *&+ 0{Яг/оо), WTfe= J8.R+ O(RVto) , перенеся малые чле­
ны из фаз в амплитуды, получим (см. [i] ): 

-^Й^^* ч ^^ в ^(^>о(т ) ) . (3.15) 
С другой стороны, в этом же слое (1.23) 
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^о^\фкг _ (злб) 

Выражения (3.15) и (3.16)' не могут быть близки, если не по­
ложить 

Г= i (3.I7) 

Г=-^'ёиЧаУ°~-а5\*)/-Л*г) , (3.18) р . . 
d 

' ̂ o=^e-i/H^°- 0 . (3.19) 
Продолжая сшивание (см. [i] ), получаем 

^ ) = ^ e ^ V ? = "Q-<?,?> t , (3.20) 
где Q определено формулой (3.13). 

3. Продольная волна от я«нтр_§_ вращения (0.3). 
1°. Ищем сначала Y" и ̂ *а V* из уравнений 

Нетрудно проверить, что 
-*• а * 

V° = y ™*5ГСМ) , (3.22) 

-JtT= ̂  *** [(/У $"/$) е4В } *?В , <3-23> 
где 2 = - 4 ГЧ"|'а<^г/(Х),'^3 * пР е н е бР е г а я> вследствие (3.6), 
первым слагаемым в (3.22), находим, что 

<?*f= 9Л{ЛУ{Ъ-4*$<Г{Х)} . (3.24) 
Наконец, используя (3.4), (2.25)-(2.26) имеем 
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где 

Tl°. Рассуждая как в п.2, получаем 

?«-,, >=0, ?в=^е^^--«^%Л^)., (3.27) 
Г(Т) = е^^ аГ=<Р,?>. (3.28) 

Приложению полученных формул к сейсмике предполагается по­
святить специальную статью. 
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