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О В Л О Ж Е Н И И О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х Г Е Л Ь Д Е Р О В Ы Х 
К Л А С С О В 

М. Л . Гольдман 

Для обобщенных гельдеровых классов В р 0 Ф с функцией глад -
кости в метрике L p (R^y) получены необходимые и достаточные 
условия вложения . Из этих у с л о в и й , в частности, вытекает но­
вая теорема вложения по индексу 9 для этих классов. Библ. 
5 назв . 

1°. Пусть U — класс непрерывных, возрастающих на 
[О, 1] функций ф (*), таких , что ф (0) = 0. Ф у н к ц и я ф 
удовлетворяет у с л о в и ю (S) (кратко: ф Е ( 5 ) ) , если у Е U 
и существует постоянная а, 0 < а < 1, такая, что 
ф (£)Г" А почти возрастает; ф Е Е (Sk), где к > 1 — некото­
рое целое число , если ф ЕЕ U и существует постоянная 
Р, Р < такая, что ф (t)t~& почти убывает . Почти у б ы ­
вание (возрастание) функции означает, что соответствующее 
неравенство монотонности верно с постоянным множите­
лем, не обязательно равным единице. У с л о в и я (S) и (Sk) 
введены С. Б . Стечкиным, их с о в о к у п н о с т ь эквивалентна 
(S/j) у с л о в и ю С. М. Л о з и н с к о г о (см. [ I I ) . Мы будем для 
краткости писать ф Е ( 2 / г ) , понимая под этим условие 
ф €Е (S) П (Sh). 

Пусть х = (хх, . . ., xN) Е Rn — iV-мерному евкли­
дову пространству , х = (и, z ) , v где и — (хг, . . ., хт), 
т ^ N. При фиксированном z = ( x m + 1 , . , ., х^) uERm. 
Пусть далее / = (Z x , у ) — вектор с неотрицатель­
ными целочисленными координатами, 11 \ = 1г + . . . + /дг; 
Z)*/ (#) = (#) — обобщенная частная производная по­
рядка Z, т. е. порядков Z7- по Xj (1 ^ / N). 

О п р е д е л е н и е . Функция f (х) принадлежит клас­
су Врц (Ry), где а J> 0 — целое число; ср (t) Е U, ф (t)t"k 
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почти убывает; 1 ^ р, 9 < ! о о , если f Е = Lp (RN) имеет 
все обобщенные в смысле С. Л. Соболева производные по­
рядка 1 с \ 1 \ ~ а и конечна полунорма 

IW" = 2|/l=a|^t^(/(0- 0РФ(*Г1]9г1л},/в<оо 
( 1 < 0 < о о ) , (1) 

йf ib = S U N a „X f M * ( / ( / > - Ф (О""1] < oo (9 == oo). ( 2 ) 

При этом норма в B y (RN) равна 

Здесь || • | р . = || • [|L p; co f e 0 о — модуль непрерывно­
сти порядка к функции g (х) в метрике Ьр (Ем)- В случае 
6 < о о , для того ч т о б ы класс Връ содержал не т о л ь к 0 

функции, эквивалентные н у л ю , н у ж н о дополнительно п о ­
требовать , ч т о б ы \ [ ^ ф ^ ) 1 ] 9 ^ " 1 dt<^oQ. Последнее у с -

- о 
ловие выполнено, например, при ф ЕЕ ( S f e ) . Класс функ­
ций 5р ' е Ф с нормой (3) образует банахово пространство , 
о б о б щ а ю щ е е пространство О. В . Бесова Вг

р%, к о т о р о е 
п о л у ч и т с я из ( 1 ) — ( 3 ) , если положить к = 2 и взять 
Ф (£) = t a , где 0 < a ^ l , r = a + a. 

Классы , включающие Вр% при ф ЕЕ ( S f e ) (а именно, 
построенные над более о б щ и м пространством , чем Lp), 
изучались в работе А . С. Джафарова [ 2 ] . Из результатов 
этой работы вытекает вложение 

В У Ш ^ В ь

р 4 ( В т ) ( 1 < р < р ' < < х > , 1 < 9 < 9 ' < о о , 
т < Л7) (4) 

при условии , что ф (t) е ( S f t ) , a|) ( 0 = £ х ф (£) Е Е ( S n ) 
с некоторыми к ж п, где & > О — целое ч и с л о , а б у к в о й % 
обозначена постоянная 

% ^ a - b - ~ ( N - ~ m)/pf - N {Hp - Up'). (5) 

Утверждение (4) самое сильное при 6 ' = 8 (см. 2°, свой­
ство 2 ) . 

Теорема (4) , я в л я ю щ а я с я непосредственным о б о б щ е ­
нием теоремы вложения для классов Вг

р°> (см. книгу 
С . М \ Н и к о л ь с к о г о [31), не п о л н о с т ь ю использует в о з м о ж -
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ности , которые открываются при переходе к классам Bpf 
для изучения их зависимости от 0. В классах Вр% известно 
расширение класса с ростом 0 и вложение Вг

р$ ->- Вр\> 
при л ю б о м е ^> 0 и л ю б о м 0 ' . Последнее показывает, что 
зависимость класса от г гораздо сильнее, чем от 0. Н и ж е мы 
увидим, что в классах Вр^, улавливающих тонкие диф­
ференциальные свойства , можно получать у ж е более с о ­
держательные теоремы вложения по индексу 0. 

Т Е О Р Е М А . Пусть 1 < т < N; 1 < о о ; 
1 ^ 0, 0 ' ^ о о ; а ^ О, 6 О — целые числа, и определено, 
как в (5 ) . Пусть ф ЕЕ (£&), i|? ЕЕ ( 8 П ) при некоторых на­
туральных к и п, и в определении классов Вр^ и Вр>ц> 
взяты модули непрерывности порядков кип соответствен­
но. Следующие условия необходимы и достаточны для того, 
чтобы имело место вложение Вр^ (Rn) Bp>t' (Rm) 
(кратко: В ->- В'): 

1) Если 0 ' < 0, то 

где q = 0 '0/(0 — 0') при 0 < о о ; q = 0 ' при 0 - о о в 

2) Если 0 ' > 0, то 

А = sup [ф (*) ^ £ х ] < о о . (7) 
0 < / < 1 

Доказательство теоремы отложим до 3°, а пока отме­
тим следующее . Пусть задан класс В = Вр^ и числа 
р' > /? , 0 ' > 0. Если я|)0 (t) = ф е ($> п ) при неко­
т о р о м натуральном гг, то в силу (7) вложение В В' при 
i|) (t) = я|)0 (г) является точным в том смысле, что оно не 
имеет места, если я|э (£) = о ( ф 0 (£)) (£->- 0 ) . Тем самым 
вложение (4) вместе с доказательством его неулучшаемости 
с о д е р ж и т с я в (7 ) . Если же 0 ' <С 0, то из (6) легко следует, 
что , каков бы ни был класс Вь

р>%, в который вложен 
класс В, всегда найдется более узкий класс Вр^ с у с л о ­
вием fx (t) = о (oj) (t)) (£ - > 0 ) , в который класс В также 
вложен . 

Отметим еще, что в работе П. Л . Ульянова [5] получена 
теорема в л о ж е н и я в одномерном периодическом случае 
д л я 0 ' = 0 = с о , но для классов с произвольными модулями 
непрерывности первого порядка . У с л о в и я вложения , 



полученные там, эквивалентны (? ) при дополнитель­
ных ограничениях, наложенных нами на модули непре­
рывности . 

2°. Мы приведем здесь известные свойства функций 
класса с ф Е Е (S&), а также свойства целых функций 
конечной степени. Они понадобятся в дальнейшем. 

1. Пусть 

/ W ^ Z ^ o ( 8 ) 

где Qs (х) — целые функции степени 2 s по каждой пере­
менной Xj, причем ряд (8) с х о д и т с я в Lv (Rn)- Тогда , если 

* i £ = {Sale [ i Q * 1" 2 < 1 5 ф ( 2 " в Г г ] в Г < ° ° ( ! < Р. 9 < ° ° ) ' ( 9 ) 

то / Е Е BpQ9(RN), причем |] / | | в ^ с || / где с не зави­
сит от / . Верно и обратное . Следовательно, нормы | | - | } в 

и эквивалентны. Эти утверждения фактически были 
получены в работе [2 ] . В дальнейшем вместо нормы (3) 
мы будем использовать норму (9) , о п у с к а я штрих . 

2. Справедливо вложение 

ву^ву при е ' > в . " (Ю) 

Это сразу следует из нормы (9) . 
3. Д л я целых функций Qs (х) степени 2 s по всем xj 

справедливо неравенство разных метрик и измерений [3] 
гл. 3: 

I Qs Р ) < C 2 8 [ ( z v - m ) / p 4 i v ( 1 / p - 1 / p , ) ] || Qs ||(

P

N) 

( 1 < р < р ' < о о ; l < m < # ) , ( И ) 

где ||-||gm ) и \ \ - ( q

N ) нормы в Lq (Rm) и La (RN) соответствен­
но , с — абсолютная постоянная , и неравенство 

II до I! 
№ х ^ в 1 < Щ - £ - \ <v\h\»\\Qs\\v (v = 2 s ) ? (12) 

следующее из 4 .4 .4 книги [3] и неравенства С. Н . Берн-
штейна. Здесь Axjh f (х) — первая разность функции / 
по переменной Xj с шагом h. 

3°. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Д о с т а ­
т о ч н о с т ь . Пусть А < о о , функция / (х) ЕЕ В. Тогда 
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она представима рядом (8) , причем норма (9) конечна. 
Пусть т <Z N, х = (и, z). Зафиксируем z в разложении 
(8) , тогда 

< с{2810 (II Q* Г З"*.?-1 ( 2 - 8 ) ) 0 ' ( Ф ( 2 - ) if1 ( 2 - 8 ) 2 - s x ) e ' } 1 / 9 ' < 

< ^ | | / | | в . (13) 

Первая оценка в (13) следует из ( И ) . В случае 6' < 6 < о о 
для получения в т о р о й оценки в (13) надо применить не­
равенство Гельдера с показателями q = 9 '9/ (6 — 9 ' ) , 
q' = 9 /9 ' , а затем (9) и (6) . При 9 ' < 9 = с о достаточно 
п р о с т о выделить в среднем члене (13) || / В силу (10) 
осталось рассмотреть лишь случай 9 ' = 9, в к о т о р о м п о ­
следнее неравенство в (13) сразу следует из (7) . 

В случае т = N неравенство (13) также справедливо, 
причем оно исчерпывает доказательство достаточности. 
Итак, в с ю д у ниже т <С N. 

Из (13) следует сходимость ряда (8) в Lv> (Rm) при л ю ­
бом фиксированном z к некоторой функции ft (и, z) ЕЕ 
ЕЕ Lp>(Rm), причем Д (и, z) = f (х) почти в с ю д у в смысле 
iV-мерной меры Лебега (см. [ 3 ] , 1.3.9). Более т о г о , 
fi (и, z) ЕЕ В'. Осталось показать , что f± (и, z) при л ю б о м 
фиксированном z есть след функции / на R m = Rm (z), 
д л я чего достаточно установить , что 

I A ^ / i (*) - » 0 при h - у 0 (т + 1 < / < N). (14) 

Справедливы оценки 

I A*,„<? s Г <e\h\ 2 - s < - b - « I Qs |Г, (15) 

I A , . h < ? s Г < 21 Q, Г < C l 2 ' ^ b - a ) 1 Qs (16) 

вытекающие из ( И ) , (12) . В силу (6) или (7) о|) (t) > 
]> сер (t)t*, поэтому , и с п о л ь з у я конечность нормы (9 ) , 
эти оценки м о ж н о продолжить : 

I AXjhQsP)<c\h\2^-b)^(2-s), 

\\AXjhQsp)<c12-b^(2-s). (17) 
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П е р е х о д и м [к доказательству (14) . Пусть 0 < ^ | й | < £ 1 , 

li > 1 - целое, I Ах.,и р> < с | h | ^ 2 8 ( 1 " Ь ) * (2"*) + 

+ c 2 s - | x ^ ~ b S ^ ( 2 s ) = c\h\cjv, + ^|а. Из свойства (£ ) функ­

ции 1р вытекает оценка 

0 ; = <9 [ 2 - ^ ( 2 ^ ) ] , (18) 

а из свойства (Sn) — оценка 

-14 oft* xi^""1 9«(1-Ь-Э) ^ 

2 Ш ' Ь ) при Ь + Р < 1 , 

2 « 1 - ь ) 1 п ( 2 ^ ) при Ь + р = 1, (19) 

2 № при Ь + р > 1 . 

В случае 6 + Р ^ 1 (это возможно лишь при 6 = 0) 
выберем и. так, чтобы 2~!х ^ | h | < 2 - ( 1 А " 1 ) . В случае 
6 -f- Р ]>* 1 выберем [л так, чтобы 2~W b + ( 3 ) <g; | h | •< 
<С 2~<^ 1)( Ь +Р), при этом o*jl и | h |о"]л имеют одинаковый по­
рядок при | h | - > 0. В итоге получим оценки: 

( Ф( |А| ) при р < 1 , 
^ n h l ^ < c \ -Ф (I /г |) In (| /г Г 1 ) при ( 2 0 ) 

I г|;(| A р + Ю ) | /г р/<ь+^) при 6 + Р > 1 . 

Эти неравенства доказывают (14) . Более т о г о , при 
ij> (I) = 2 х ф (t) они дают п о р я д о к стремления следов функ­
ций из класса Hp ф = jBpJ (Rn)- При я|з (£) = ^ эти 
оценки переходят в известные (см. [ 3 ] , 6 .5 ) . Достаточность 
п о л н о с т ь ю доказана. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Покажем, что при А = оо 
существует функция / (х) Е Е В, след к о т о р о й на R m (или 
она сама, если т = JV) не принадлежит I ? ' . Придется рас­
смотреть несколько случаев. 

1. Пусть 1 6 ' < 6 < ; ° о . Обозначим д л я краткости 

«* = Ф ( 2 - 8 Ж 2 - Т ' 2~s\ (21) 

Тогда 2 а1 = оо Найдем монотонно у б ы в а ю щ у ю 
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к н у л ю последовательность { e s } со свойствами: 

1) ssaf < 1 , 

2) 2°° аЪ£<оо, (22) 

3) = до. 

Например, эту последовательность м о ж н о задать в виде 

8 S = ASJ 1 ' 9 ' , где Ss = V s . Тогда (22) следует из из-

вестной теоремы А б е л я . 
Рассмотрим теперь 

где d = N ( 2 — 1 / / / ) + (iV — 7?z)/p' + 6. Известно , что 
( ) s («г) — целые функции типа 2 s по всем Xj, и для 

g s (х) = ^ 2 s in 2 2 s "% i f 

| g s | | r = c r 2 s ^ - i / r ) ( 1 < г < о о ) . (24) 

Несложный подсчет показывает, что 

Я1* = { Е ; = 0 ( 1 ^ 8 | Г 2 О ^ ( П ) 9 } 1 / 9 ==С{^оаЦ1/в<оо, 
т. е. f ЕЕ В. Отсюда следует также , что ряд (23) сходится 
в Lp (i?iv)e Покажем, что если в (23) фиксировать 
z ~ (О, . . . , 0 ) , то п о л у ч и т с я след f\nm, который не при­
надлежит В'. Справедливы оценки: 

\b*ihQ.P)<c1\h\y(2r+)2-«'>-», 
II&xnQs Ц £ ° < 4 Q s $ ° < e r f ( 2 - ) 2 - < b . (25) 

Д л я их вывода надо последовательно применить (15)? 
(16) , (24) и п е р в у ю оценку в (22) . Справа в (25) стоят вели­
чины, н е б о л ь ш и е чем справа в (17) , поэтому стремление 
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к н у л ю || AXjhfW следует из оценок (20) . Из в т о р о й 
оценки (25) следует сходимость ряда (23) в Lv> (Rm) п р и 
фиксированном z. Итак, / (х) имеет след / | r Е= Lp> (Rm), 
который получится , если в ряде (25) фиксировать z. 
П о л о ж и м z = 0 == (0, . . . , 0) и покажем, что / (и, 0) ё= 
Действительно, 

\Qs{u, 0)||<r ) = m f ' 8 s ^ ( 2 - s ) 2 - s b 

И 

II / (и, 0) \ в . - (|| Qs (и, 0) р ^ Г - ( 2 - ) ) « ' } 1 / 9 ' = 

2 . Пусть 1 ^ 9 ' < 0 = оо. Сохраним прежнее о б о ­
значение для as и выберем ss так же , как выше. Тогда вер­
ны первое и третье соотношения в (22) , только теперь 
q = 6' . Определим / (х) по формуле (23) . Тогда 

J / | |в = sup (|| Qs \\iN) 2 а в ф ( 2 ~ в Н - ср sup 8 s < o o , 

т . е. / (ЕЕ В. Все дальнейшие р а с с у ж д е н и я переносятся д о ­
словно из предыдущего случая . 

3. Пусть 9 < ; 0'. У с л о в и е (7) не зависит от 0 и 0'. 
В силу свойства 2.2° для доказательства необходимости 
н у ж н о рассмотреть лишь случай 0 = 1, 0 ' = о о . Сохранив 
обозначения (21) , получим, что sup as = оо. Выберем 

S > 0 

подпоследовательность fa} так, чтобы 2 з г ^ asi и 

2 2 l < 2 a V 2 . Здесь а из у с л о в и я (S) для функции af>. 
Зададим ограниченную последовательность { е ^ } так, ч т о ­
бы выполнялись неравенства 

. 2 2 f < a s . 8 i < 2 a V \ (26) 

Рассмотрим функцию 

/(*) = ЕГ=о 2 ~ ^ ф <22> 2 - s i [ a + 2 V ( 2 - 1 / p ) ] g 4 ( х ) = 2~=0 <?ч(*)> 

(27) 

где qs из (24) , # = (u, z). Тогда 

1!/IU = 2 ~ 0 i ® ч Г а ^ Ф ' 1
 (2- 5 *) = < Р ЗГ= 0

2^ < 0 0 ' 
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т. е. / е 2?, ряд (27) с х о д и т с я в L p (JR^). М ы покажем, 
что если фиксировать в (27) z, то получится след, к о т о ­
рый не принадлежит В\ Справедливы неравенства 

I! KjhQSi ||Г < 2 « Q H Г < с 2 - { - ^ ( а / 2 + Ь ) . (28) 

Их вывод аналогичен (25); мы учли также неравенство 
гга8$ ( 2 ° S | ) < ! c2~asi/2, следующее из (26) и свойства (S). 

Выбирая р так, ч т о б ы 2~ s ^ ̂ | fe| < 2 ~ ( s ^ - 1 ) , мы рас­
суждениями, аналогичными (15) — ( 1 8 ) , но более простыми, 
ибо в оценках (28) , заменяющих (17) , стоит вместо if> (t) 
чистая степень t, получим, что || Ax.hf (и, z) | |^ г ) ->- 0 при 
| h | ->- 0. Кроме т о г о , / (u, z) ЕЕ i V ( i ? m ) при фиксиро­
ванном z, что следует из второй оценки (28) . Итак, п о л о ­
жив в (27) z = 0 == (0 , . . 0 ) , получим след / ( и , 0) ЕЕ 
ЕЕ Lv> (Rm). Однако / (и, 0) Bf. Действительно, 

II Qh ( И , 0) | | ^ = С р ' « 8 М ( 2 - * ) 2 - b s i - \ 

и в силу оценки снизу в (26) 

II/ (и, 0) ||в> = sup (I QH {и, 0) р ^ Г 1 {2'4)) > sup ( С 2*) = оо. 
г г 

Теорема п о л н о с т ь ю доказана. 
С л е д с т в и е 1. Пусть <р (г) е ( £ f t ) , ф (t)% (t) е 

ЕЕ (S^) с некоторыми к и I. Для того чтобы имело место 
вложение по индексу 9 

Ba

p$x(RN)->Ba$(RN) ( 1 < р < о е ; 1 < в ' < 9 < о о ) , 

необходимо и достаточно, чтобы 

(д = 9'9/(9 — 9') при 9 < ось; q = 9' лри 9 = о о ) . (29) 

Это следствие точно указывает, насколько надо уве ­
личить гладкость , ч т о б ы при увеличении 9' до 9 класс 
тем не менее не расширился . Например , в логарифмиче­
ской шкале гладкости для % (t) = l n ~ a (1 + t~l) искомое 
вложение верно п р и а ^> д " 1 , но неверно при а ^ q'1. 
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Отметим, что это вложение необратимо. Именно, лишь 
только %(t) - > 0 о о ) , вложение Вау -> В у х (9 > 6 ' ) 
неверно, как бы ни увеличивать 9 (необходимость у с л о ­
в и я (7 ) ) . Следовательно, увеличение гладкости и умень­
шение 9 — неравносильные операции, х о т я обе они при­
водят к с у ж е н и ю класса . 

С л е д с т в и е 2. Из теоремы следует и вложение 
классов Бесова Bpq (Rn) ->- Вр>& (Rm) при условии 
О < р < у = г - N (l/p - l/p') - (N — m)/pf, если 9 < 9 ' , 
и при условии 0 < р < Т, если 9 ^> 9 ' , причем это вло­
жение неверно при р^> у в случае 9 ^ 9 ' и при р > у 
для 9 > 9'. 

З а м е ч а н и е 1. У с л о в и я типа (29) встречаются 
в качестве достаточных у с л о в и й при аналогичной ситуа­
ции в работе [41 для классов , несколько отличных от ВУ-

З а м е ч а н и е 2. Покажем, что при т = N (вло­
жение разных метрик) теорема может быть обобщена . 

Пусть Ф (t) ^> 0 — непрерывная функция на (0 , 1 ] , 
для к о т о р о й с у щ е с т в у ю т две постоянные а и р , — оо < ; а ^ 
^ р < + о о , такие, что Ф (t)t"a почти возрастает, а 
Ф (t) • почти убывает. Скажем, что / (х) е гВ% (RN) 
(1 9 <Г с о ) , если / (х) Е Е S'p (Rn), Т . е. регулярная 
в смысле Ьр обобщенная функция (см. [3 ] , гл. 1 и 8 ) , 
и ее ряд Валле-Пуссена по целым функциям степеней 2 8 

f(*) = X nQs(*>f)> (30) 

с х о д я щ и й с я к ней слабо , таков, что 

= {2Г=Э (IIQ* (*. / ) 1Р ф _ 1 ( П ) 9 } 1 / 9 < о о . (31) 

И с п о л ь з у я (8) и (9) , м о ж н о показать , что если Ф пред-
ставима в виде Ф (t) = ta y(t), а > 0 — целое, ф ( = ( S f e ) , 
то классы гВ% и Вр^ эквивалентны. В общем случае из 
результатов главы 8 книги [31 о применении операции 1Г 

лиувиллевского типа к рядам Валле-Пуссена следует, что 
верна теорема о б изоморфизме Ir (XBP$) = ±Bpq, где 
ф 1 (t) = ф (t)-tr (—со < ; г < ^ + о о ) . Из сказанного вы­
текает, что необходимое и достаточное условие вложения 
гВ% ( i?/y) < гВръ> (R^) получится , если в неравенствах 
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(6) и (7) заменить (p(t)*ta и ^(t)°th на Ф (t) и ¥ (t) 
соответственно и положить т = N. Д л я доказательства 
надо классы, фигурирующие в искомом вложении, пере­
вести с п о м о щ ь ю операции 1Г в такие, для к о т о р ы х верна 
теорема, а затем применить о б р а т н у ю операцию /_ 7 . . 

Отметим, что если Ф (t) = fcp (t), а > 0 — целое , 
Ф (t) — произвольный модуль непрерывности порядка к 
(ф JEE ( й ^ ) ) , т о , как показывают известные нам примеры, 
класс гВ% существенно шире , чем класс B y , опреде­
ленный в ( 1 ) — ( 3 ) . В о п р о с о теоремах вложения для таких 
классов Бре Ф остается открытым. 

З а м е ч а н и е 3. В о з м о ж н о также обобщение тео­
ремы на классы с анизотропией дифференциальных свойств 
по направлениям. Пусть а = ( а 1 ? . . . , <%), Ъ = . . . 
. . bm), где a h b t > О — целые числа, ф = (ф 1 ? . . q>N), 
\р = . . . , i j ) w ) — вектор-функции от t, причем 
Фу е ( S f t i ) , ^ е (Йщ) (1 < / < ЛГ, 1 < i < m, т < 

Анизотропные классы 5 = i?pe Ф (i?iv) и S ' = ( i ? m ) 
(1 р <С р' ^ ос , 1 <^ 8, 0 ' <С оо) определяются , как 
это делается обычно . Д л я л ю б о г о целого s О вводим 
Vj — Vj (s) и v = v (s) из соотношений 

v°V'№')-2- (1<;<п 

Необходимые и достаточные у с л о в и я вложения В В' 
получатся , если в (6) заменить выражение в квадратных 

с к о б к а х на а[г) = [ vv^ а % (v^ 1 ) f l 1 (v^ 1 ) ] (1 <J i <J w ) , 
а (7) заменить на условие sup af^ < оо (1 < ; i < ; иг). 

S 

В изотропном случае эти условия , естественно, эквивалент-
ны ( 6 ) - ( 7 ) . 

Не будем останавливаться на дальнейших обобщениях 
на случай векторных индексов р и 0. Их формулировка 
громоздка , а доказательства в основном аналогичны при­
веденному выше. 

В заключение автор приносит благодарность 
В. А . Ильину за внимание к этой работе. 

Московский государственный Поступило 
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