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Пусть заданы система из трех уравнений {Тй - вектор) 

UJ'= (Ло +Л_1г-1)«7, Ло = diag{Ai,A2,A3} (1) 

и однотипное уравнение третьего порядка 

у'" - (4з^ + bil'\-')y" - ( 6 ^ + + bi-'\-')y' 

- (4i^ + 4Г '^--1 + bi-'h-' + bi-'h-')y = о, (2) 

гдеЛо, A-i = (a[j^^^)f-постоянныематрицы, Л1 ф Х2 ф Лз, б[^^-посто­
янные, все решения Ai, Л2, Л3 характеристического уравнения, найденные 
для уравнения (2) [1, с. 184], различны. Ниже фундаментальная система 
решений (ФСР) уравнения (2) рассматривается как однострочечная фун­
даментальная матрица (ф. м.). Точкам = оо является иррегулярной осо­
бой точкой (первого ранга) системы (1) и уравнения (2). Точка z = О -
регулярная особая точка системы и уравнения и, следовательно, их ф. м. 
могут быть представлены в виде ^ ( г ) = S(z)z^, где матрица S{z) го­
ломорфна при Z = О, а А - некоторая постоянная матрица. Формальная 
матррша - решение системы (1) имеет вид 

оо 

$(z) = P{z)z^e^oz^ р ( , ) ^ ^ р ^ , - . ^ 
1/=:0 W 

detPo ^ 0 , R= d i a g { r i , r 2 , r 3 } , 

где Я, Ru - постоянные матррщы. Уравнение (2) имеет формальную ФСР 
такого же вида 

оо 

^k{z) = z'^e^^^^C,{Xk)z-\ А : - 1 , 2 , 3 , (4) 
1/=0 

(с) в. р. Смилянский 1993 
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где Cu{Xk)- постоянные. Введем линии ("линии Стокса") 

ReXj^z = ReXj^z='=ReXjj^z, 2<k<3. (5) 

Возьмем какую-либо линию (5) в качестве исходной - /i и последова­
тельно (против часовой стрелки) обозначим остальные через / 2 , В 
секторе /1 < arg 2: < /1 -f тг любая пара выражений ReXaZ, ReX^z, {а ф 
Р) становится равной только на одной лрпши /̂ .̂ Любой сектор в z-плоскос-
ти, полуоткрытый или открытый, обладающий указанным свойством, бу­
дем называть стандартным сектором (С.С.) (см. [2, с. 98]), а число линий 
(5) в С.С. обозначим через L. Если матрица Ро в выражениях (3) (коэффи­
циенты Co(Afc), к = 1,2,3в (4)) и нумерация характеристических корней 
Xi, А2, Лз зафиксированы (это и будет предполагаться в дальнейшем), то 
в любом С.С. существует единственная ф. м., для которой формальное 
решение (3) (или соответственно (4)) являются асимптотическим разло­
жением при больших \z\ (см. [2], [3], атакже теорему 1.1). Ф.м., имеющую 
асимптотическое разложение (3) (асимптотическое разложение (4)) будем 
называть асимптотически базисной в этом секторе. 

Пусть ф.м. ^(iy_i)L+i('2^)) (^ — 1)2,3) асимптотически базисны соот­
ветственно в С.С. 

/2 - TT-h ( i / - 1 ) 7 г < argz < / 2 + ( i / - 1 ) 7 г , i /= 1,2,3 (6) 

(/г + тг = / ь + 2 ; Ь + 7г2 = / 2 L + 2 ) и пусть нумерация Л1,Л2,Лз выбрана из ус­
ловия Re Xj z < ReXj^iZB секторе /i < arg z < /2 (что и будет предпола-
гатьсяниже). В этом случае Ф1 (z) = Фь-^1{2)Г1,Фь-\.1(г) = Ф2Ь-\-1{г)Е2, 
где Fl - постоянная верхняя треугольная матрица с единичными элемен­
тами на главной диагонали, а F2 - постоянная нижняя треугольная мат­
рица с единичными элементами на главной диагонали (см. [2,3]). Матри­
цы Fl, F2 дают решение боковой задачи связи. Нетривиальные элемен­
ты матриц Fl, F2 выражаются через множители Стокса. Как известно, 
Ф(2:) = Ф1(2:)Т1, где Ti - постоянная неособая матрица ("матрица свя­
зи"). Лля определения матриц связи в полной окрестности 2: = оо (т.е. 
для решения центральной задачи связи) достаточно знать Ti (см. [4, §1]). 

В настоящей работе найдены матрршы Fi, F2, Ti для восьми различных 
систем типа (1), у каждой из которых из двенадцати параметров Xk^a^^^^^ 
девять являются произвольными. 

Перейдем к эквивалентной уравнению (2) системе, полагая yi = у, 
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У2 = у' ,Уз = у", где у к - к-я координата вектора у: 
у' = B{z)y, B{z) = So + B - i z - i + S _ 2 Z - 2 + S _ 3 2 - 3 , 

So = 
1,(0) l(0) l(0) 
"31 "32 "ЗЗ 

S_i = 

S_2 = 

"32 
0 
0 

fc(-2) i ( - 2 ) f, 
"31 "32 " -

/ 0 0 0 \ 
О О О 

V fe^-^) / 
\ "З! "32 "33 / 

0 0 0 \ 
S _ 3 = I 0 0 0 

(7) 

б(-з) 
"31 

0 0 
Пусть w = U{z)y, где Ш и у - векторы-решения соответственно систем 

(1) и (7), Z/(z) - неособая матрица. Как известно, матрица ^ ( г ) должна 
удовлетворять следующему дифференциальному уравнению 

U'{z) = (Ло + A.iz-^)U{z) -U{z)B{z). (8) 

Будем искать решение уравнения (8) в виде 

U{z)=Uo+U.rz-^+U.-iZ-\ и, = {и%^)\, (9) 

где Ui^ - постоянные матрицы; третий столбец матрицы W_i и второй и 
третий столбцы матрицы а также элементы г/^з^ 1X33^ матрицы UQ 
тождественно равны нулю. Обозначим k-Vi вектор-столбец матрицы Uv 
через u^k-

Л Е М М А . Существуют два решения уравнения (8) в виде матрицы 
(9), в которых вект.оры-столбцы u^k находятся из выражений {Е -
единичная матрица): 

1) «01 = Ио(Ло - bf^E) - б(°)£]«оз; 

2)йо2 = (Ло-6^°з)£;)йоз; 

3 ) u _ i i = [л_1 (Ло - 6^°)^;) + Л о (л_ 1 - ь[-;^^Е) - ь[-^^Е]щг\ 

4 ) й _ l 2 = (Л_l-6^з^^£;)tIoз; 

5)г/_21 = [ ( л _ 1 + £ ; ) ( л _ 1 - 6 ^ ; ' ) ^ ) - 6( j ' ) i;]uo3; 

6)йоз = со1оп{0,0,1}; 

(10) 

где 

6^°) = Ai + Л2 + Аз; б(°) = А ь А 2 , А з ; 

6(°) = - ( A i A 2 + AiA3 + A2A3); 

6(7"> = de tЛ_^ -2(6 (3^447'^) ; 

"32 — - «>"33 + '̂ 31 + ^23 ^32 + "12 "21 

(И) 

(12) 

^22 — а 11 ^33 
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Для первого решения нужно дополнительно к (11), (12) потребо­

вать 

а\-,'' = 0; 

6^-^) = - A i ( 4 7 ^ ^ + 4 з + 1 ) - А 2 ( 4 7 ' ^ + 4 ; ^ ^ + 2 ) 

4 : ^ ^ = 4 з ' ^ A i A 2 + A i A 3 ( 4 ^ ^ ) + 1) + А 2 А з ( 4 г ' ^ + 2) ; (13) 

4 г ' ^ = - A i 4 r ' ^ 4 j ' ^ + ( 4 ; ' ^ + I) [AI (4J'^ + 1 ) + ^ 2 ( 4 : ' ^ + 2 ) ] 

- Аз(-4 - 2 4 : ^ ^ - 2 4 ^ ^ ^ + 4 2 ^^47^^ - 4 г ^ ^ 4 7 ^ ^ ) -

При этом АеШ{г) = а ^ ^ ^ ^ а ^ " ( 4 з ^ = 1). 
Для второго решения нужно дополнительно к (И), (12) потребо­

вать 

4 ^ ' ^ = - A i ( 4 2 + 4 з + 2) - \,{а[-'^ + 4 з + 1) 

-Лз (а (7^Ч47^Чз ) ; 

4 Г ' ^ = 4 з ' ^ ^ 1 ^2 + А 1 Л з ( 4 ; ' ^ + 2) + Л2Лз(47 '^ + 1 ) ; (14) 

h^-'^ = - A i 4 7 ' ^ 4 3 + ( 4 з + l ) [ A i ( 4 7 ' ^ + 2) + Х,{а[-'^ + 1)] 

- Лз(-4 - 2 4 7 ^ ^ ~ 2 4 ^ ^ ^ 4- 4 2 ' ^ 4 г ^ ^ - 4 г ' ^ 4 2 ' ^ ) -

При этом detU{z) = 4i^\[~^^\-^{-l) ( 4 з ^ = 1). 

Пусть Ф(^_1)Ь+1(^) = Wlu{z),^2u{z),(p3i.{z)},4f{z) = {фl{z),ф2{z), 
'Фз{z)} - ФСР уравнения (2) . Составим матрицу ^*^_i)/,_|_i('2^) У кото­
рой первой строкой является {(pii/{z),(p2i/{z),(p3t/{z)}, второй строкой-
Wiv{^)^^2A^)^^3A^)}^ третьей - {y?i'^(^), V?2i/(^). <^3i/(̂ )}- Аналогич­
ным образом составим матрицу Ф*(2г). Матрицы и Ф*(г) 
являются ф.м. системы (7). Очевидно, что Ф*(г) = Ф*(2:)Т1, Ф*(г) = 
^ L + i (^ )^ i ' ^L+i ('^) ~ ^2L+i ( '^)^2, где Ti, Pi, Р2 относятся К уравнению 
(2) . Пусть параметры системы (1) , уравнения (2) и матрицы ^/(г) удовле­
творяют лемме и пусть через ^(u--i)L-\-i{^)^'^{^) обозначены теперь соот­
ветствующие ф.м, системы (1) . ТогдаФ(1,_1)/^4.1(г) = ^{z)^*j,_i^]^^i{z), 
4f{z) =U{Z)'^*(Z)H, следовательно, Ф(г) = Ф1(г)Т1, Ф1 (z) =:Фь+1{г)Р1, 
ФL+i(^) — ^2Ы-1 {z)F2, где Ti, Fl, F2 относятся к уравнению (2) . Таким 
образом, в этом случае решение центральной и боковой задач связи 
для уравнения (2) одновременно является решением этих задач для 
системы (1) . 
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в [5]-[7] решены центральная и боковая задачи связи для ''уравнений А, 
Б, В, Г" п-го порядка, коэффициенты которых различным образом зависят 
от (2гг -h 1) параметров: qk, (Ar О, 1, 2, .. ., (n - 1)). 

Для уравнения А матрицы Ti, Fi, F2 даны теоремами 1, 2 в [5]. Урав­
нение (2) совпадает с уравнением А (тг = 3), если в (2) положить 

L(0) 1.(0) 

4 з - - [3(^ + 3) + Р2]; 6^-^) = -[2q2{i + 3) + pi]; (15) 

4:'^ = + 3) + ро]; 47̂ ^ - + 3)[3(е + 2) + 2р2]; 
4:'^ = - ( ^ + 3)fe(e + 2) + pi]; 6^:") = -(е + 3)(е + 2)[(^ -f 1) + р2]. 

Лля уравнений Б, В, Г матрицыТ\, Fi, F2 даны соответственно теоре­
мами 5, б, 7 в [7]. Уравнение (2) совпадает с уравнением Б (п = 3), если в 
(2) положить 

i(o) 1(0) 1(0) 

4Г'^ = <72(̂  + 3)(^ + 2) -Ь 3) - 4д2(е + 3) - 2pi + 692; 
47̂ ' = -3 (^ + 3)(^ + 2) Ч- 2р2(^ + 3) + 12(̂  + 3) + 4р2 - 18; 

47'̂  = + 3)(^ + 2)(е + 1) -Ь Р2(^ + 3)(^ -Ь 2) - 3(^ + 3)(е + 2) 
-2р2(^ + 3)-|-6(^-ЬЗ) + 2р2 - 6 . 

Уравнение (2) совпадает с уравнением В (п = 3), если в (2) 

4i^ = -9o; ^32^ = - 9 1 ; 4з^ = - 92 ; 

4Г'^=^91+Ро; 2^92+pi; 4 з ' ^ = зе + Р2; 

4Г'̂  = - ( ^ + 1 ) К 9 2 + Pi]; bi;'^ = -(е + + 2Р2]; 

47'̂  = (̂  + 2Ж + Ш+ Р 2 ] . 

Уравнение (2) совпадает с уравнением Г (п = 3), если в (2) 

L(0) , ( 0 ) , ( 0 ) 

*31 = 9 о ; 632 = - 9 1 ; Ц з - 9 2 ; 

(16) 

(17) 

Ь'з! ' = -^91 - Ро - З91; 6̂ 2 ' = 2̂ 92 +Р1 + 6<?2; 

4 з б ( -1) = _ 9 _ 3 ^ _ р 2 ; (18) 

47'̂  = + 1)(^92 + Pi) + 2(2^92 + Pi) + 692; "31 
ц(-2) _ -32 = - ( ^ + 1)(3^ + 2р2) -4(3^ + Р2) + 18; 

б(;̂ ) = -(е -Ь 2)(^ + т + Р2) - (е + 1)(3^ + 2Р2) - 2(3^ + Р2) - 6. 
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ТЕОРЕМА. Матрицы Ti, Fi, F2, являющиеся решением централь­
ной и боковой задач связи для уравнений А, Б, В, Г, (п = 3) дают 
решение этих задач и для системы (1), если дополнительно к тре­
бованиям леммы на параметры системы (1) наложены еще два ус­
ловия. При этом в уравнениях А, Б, В, Г параметр 

С = /?o(ai - /?i)/[ao - 00 - - А)] , (19) 

где 
(ai - /?i)(ao/?i - /?o«i) - («о - Ро? = 0. (20) 

Вид дополнительных условий, налагаемых на параметры систе­
мы (1), зависит от того, к какому из уравнений А, Б, В, Г сведена 
система. 

В случае уравнения А это условие (20) и 

4Г'^ = (̂  + ЗЖ + 2)(2^ + 4 ; '^ + 8), (21) 
где 

ао = [6(6^-^) + 6) - 6^;')]/3, «1 = ( 2 ^ 3 + 21)/3, 

Ро = (4Г^^ + 124з̂  - 36^3 ̂ ^ 4 з \ А = (74з̂  - 42 ^^4з^-
В случае уравнения Б это условие (20) и 

б(-з) = _2^з + _ g)^2 ^ ( з^ ( -1 ) _ ^ 2б(;^\ (23) 

ао = (6^7'^ - 106^;'V^. « 1 = (33 - 2б^;^))/9, 

00 = (4Г^ - 4 7 ' V 4 ° 3 \ А = (36i°3^+47^^)/з4з^ 
5 случае уравнения В это условие (20) и 

4Г'^ = + 2)(^ + 1)(47'^ - 20,<aff25 

ао =-(2б(-1> + 6^;'))/3, аа = (3-2б(;^))/3, 

/?о = (47^^+47^^)/4°з\ А = ( 4 7 ' ^ + 4°з^)/4°^ 

(22) 

(24) 

(26) 
*̂ 33 

в случае уравнения Г это условие (20) и 

bif^ = 2е + (47'^ + 18)^' + (56^3 )̂ + 52)^ + {6bi-'^ + 48), (27) 
где 

ао = (72 + 66^J^^ - bi'^^yi, « 1 = (21 + 26^3'))/3, 

/?о = (6^7'̂  + 12Ь̂ °з̂  - З 4 7 ' ^ 4 з \ А = (76̂ °̂  - bi-'^ybg\ 

{Предполагается, что 6-̂ ^ в (19) - (28) выражены через параметры 
системы (1) по формулам (И)-(14).) 

(28) 
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ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Коэффициенты b^^j^ с одной стороны со­
гласно лемме выражаются через параметры Лjb, а[̂ ^̂ ^ системы (1), а с дру­
гой стороны должны иметь вполне определенную структуру, т. е. должны 
вполне определенным образом выражаться через семь параметров: ^, до, 
91) 92,Po,Pi,P2 (см. (15)-(18)) , которые в свою очередь нужно выразить 
через ЛАГ, cL^i^^^ - Требуется показать, что последнее возможно и указать 
условия, при которых это возможно. 

Приравнивая друг другу выражение б[^^ через \k, (^\k^^ и выражение 
b]j^^ через qi, q2, POj Pii Р2, получаем в каждом из четырех случа­
ев - (15), (16), (17), (18) - систему из девяти уравнений относительно ̂ , 
QQJ Яг^ Я2У POi Pii Р2- Выражения до, Яг, q2 через Xk непосредственно да­
ются уравнениями, полученными "из" Ь^^, 6^2^ з̂з'̂ - Например, для слу­
чая (15) qo = -6^1^ = - А 1 , А 2 , Л з , qi = -6^^^ = А1Л2 + Л1Л3 + Л2А3, 

q2 = —^33^ = — Ai — А2 — A3. Из уравнения, полученного "из '̂ ^зз ̂ ^ 
ражаем р2 через ^. Подстановка этого выражения в уравнение, получен­
ное "из" 6з7^') приводит к кубическому уравнению относительно ^ (см. 
(21), (23), (25), (27)), а подстановка в уравнение, полученное "из" Ь^2^\ 
к квадратному уравнению относительно ^. Обозначим последнее через 
/ ( ^ ) = Н- ai( -|- ао = 0. Из уравнения, полученного "и:̂ " Ь^2^^ выра­
жаем pi через ^. Подстановка этого выражения в уравнение, полученное 
"из" 6з7^\ приводит к квадратному уравнешпо относительно ̂ . Обозна­
чим это уравнение через д{^) = -|- -}- /?о = 0. Потребуем, чтобы на­
ибольший общий делитель полиномов / ( ^ ) и д{^) был полиномом первой 
степени. Применяя алгоритм Евклида, находим, что это вьшолняется при 
условии (20) и что общий корень полиьюмов / ( ^ ) и д{^) дается выражением 
(19). Подставляя (19) в кубическое уравнение относительно ̂ , получаем 
второе условие. Уравнение, полученное "из" 63^^^ дает выражение для ро-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. Подстановка (9) в уравнение (8) приводит 
к алгебраической системе уравнений относительно элементов матрица/о, 

, W_2 • В эту систему входят уравнения (10) и следуюпше уравнения: 

1) Aowoi = ^31^^03; 

2) Л_1г7о1 4-Лог1_11 = б^^^^^оз; 

3)A_iiI_i i -\-Аой-21 = б^^^^Иоз; 

4) Л_1г7«21 + 2u-.2i = 4i"^^^03. 

(29) 

Подставляя выражения для щг, tio2, ^/-.ц, u-12, из (10) в (29), по-
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лучаем: 

1) иоз = 0; 

2) [Ло(Ло - б^")^;) - bi^^E] + AoG - bi'^^E} щз = 0; 

3) {{A.i + E)G + Ао [(А^г + Е) 

X (А.г - bi-;'^E) - bif^E] - tî '̂ ^^juos = 0; 

4) Uii + A i i ( 3 - 6ij')) + Л_1(2 - Sbi-'^ - bif^) 

(30) 

- (2б(-^> + 2б(7'> +5(7"V] «03 = 0; 

G = Л_г + Ло - bi°^E) + Ло(Л_1 - 6^3')^) - b^^'^E. 

Потребуем, чтобы уравнения (30.1) и (30.4) удовлетворялись тождест­
венно при любых г?оз, т. е. чтобы матрицы, на которые умножается щз 
в (30.1) и (30.4) были тождественно равны нулю. Лля этого на основа­
нии теоремы Гамильтона-Кэли [8] должны вьшолняться соответственно 
(11) и (12). Подставим (11),(12) в (30.2), (30.3). Тогда, поскольку вектор-
столбец гГоз содержит только один ненулевой элемент и^^, уравнения (30.2), 
(30.3) эквивалентны следующей скалярной системе: /3iU^^ = О, г = ТТб, 
где 

А = 0 , 
/?2 = 0 , 

Рз = 4 з ' U i A 2 -f Лз [-4з'^Oi + ^ 2 ) 

-лз(зч-47^Ч4-^))-47Ч-&; '31 ) 

- . ( - 1 ) 
13 -Ai (2 + 47̂> + 4J )̂) - Х2(а[-'^ + 4-1) + 1) 

-Аз(з+4:^)+42'^)-4г'^ 
/?5 = а - . ( - 1 ) 

23 -Ai(47^) + 4-^) + 1) - А2(4Г )̂ + 4"^) + 2) 

-Аз(з+47^Ч4;'^)-42'^ 
ч ( - 1 ) ( - 1 ) , ( - 1 ) ( - 1 ) 

-Asa^i ' «13 -A ia^2 « 1 3 

(31) 

+ ( 4 з + 1) [-4з'^^1 + ^^2) - Аз(3 + а[-'^ + 4-'^) - 6̂ -̂ ^ 

_ЛчГ-4-2а^"^)-2а^"^)-1-а^-*^а(-^) n^-'^^n^-'^h А^-^) 
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= о, /?2 = 0 , так как подстановка (И), (12) в f30.2) приводит матрицу, 
на которую умножается гГоз, к диагональному виду). Так как ф О, 
то нужно потребовать Pi = О (г = 3 ,6) . Эти уравнения позволяют най­
ти Ь^2^\ ^ii"^^ ̂  о-^о условие на элементы матрицы Из них 
следуют два решения (13) и (14). Полагая для определенности = 1, 
находим P{z) и det P{z). 
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