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Доказано существование единственного локального решения неполной задачи типа
Коши для квазилинейного уравнения c несколькими дробными производными Рима-
на — Лиувилля и с секториальным набором операторов при младших производных
в линейной части в случае локальной липшицевости нелинейного оператора относи-
тельно суммы норм графиков неограниченных операторов из уравнения. При этом
нелинейный оператор зависит от дробных производных Римана — Лиувилля млад-
ших порядков с произвольной дробной частью. Полученный абстрактный резуль-
тат применяется при исследовании одной начально-краевой задачи для уравнения с
несколькими дробными производными по времени.

Kлючевые слова: прозводная Римана — Лиувилля, уравнение с несколькими дробными
производными, дефект задачи типа Коши, квазилинейное уравнение.

Введение
В последние десятилетия дифференциальные уравнения дробного порядка иг-

рают всё более важную роль в математическом моделировании в таких обла-
стях, как физика, гидрогеология, математическая биология и др.; большое коли-
чество работ посвящено изучению и систематизации различных свойств интегро-
дифференциальных операторов и их приложениям (см. монографии [1–4] и библио-
графию в них).

Основным объектом исследования в данной работе является квазилинейное
дифференциальное уравнение

Dαz(t) =
m−1∑
j=−r

AjD
α−m+jz(t) +

n∑
l=1

BlD
αlz(t)+

+F (t,Dα−m−%z(t), Dα−m−%+1z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t))

(1)

с несколькими дробными производными Римана — Лиувилля Dβz при β > 0 и/или
дробными интегралами Римана — Лиувилля Dβz при β 6 0 в линейной и нелиней-
ной части. Здесь m− 1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, ml− 1 < αl 6 ml ∈ Z,
αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, γ1 < γ2 < · · · < γn < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z,
γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q. Операторы Aj, j = −r,−r + 1, . . . ,m − 1, Bl,
l = 1, 2, . . . , n, линейные и замкнутые с областями определения в банаховом про-
странстве Z, пересечение D которых плотно в Z.
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В линейном (F ≡ 0) скалярном случае, т. е. при Z = R, однозначная разреши-
мость задачи типа Коши

Dα−m+kz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

уравнения (1) исследовалась в [1; 2; 5–8] при различных условиях на αn. В работе [9]
показано, что, если не используются какие-либо дополнительные ограничения на
значение αn, кроме αn < α, для линейного уравнения (1) в банаховом пространстве
задача типа Коши (2) может быть разрешена в том и только в том случае, когда zk =
0, k = 0, 1, . . . ,m∗− 1. Так называемый дефект m∗ задачи типа Коши определяется
числами α, α1, α2, . . . , αn.

В работе [9] доказана однозначная разрешимость неполной задачи типа Коши

Dα−m+kz(t0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (3)

для линейного неоднородного уравнения (1) (F = f(t)) с ограниченными операто-
рами Aj, j = −r,−r+ 1, . . . ,m− 1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, f ∈ C((t0, T );Z)∩L1(t0, T ;Z).
В [10; 11] определяется класс An,rα (θ0, a0), θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, наборов линейных
замкнутых операторов. Доказано, что задача (1), (3) с

(A−r, A−r+1, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn) ∈ An,rα (θ0, a0)

в линейном неоднородном случае F ≡ f(t) ∈ C((t0, T );D)∩L1(t0, T ;D) имеет един-
ственное классическое решение.

В случае n = 1, α1 = 0 мы имеем (0, . . . , 0, B1) ∈ A1,r
α (θ0, a0) тогда и только

тогда, когда B1 ∈ Aα(θ0, a0) (см. определение в [12; 13]). Вопросы однозначной раз-
решимости задачи типа Коши для линейных и квазилинейных уравнений с одной
производной Римана — Лиувилля и с оператором из Aα(θ0, a0) в линейной части
изучались в [14–18]. В работах [19; 20] изучались начальные задачи для уравнений
с несколькими дробными производными Герасимова — Капуто.

В работе [21] исследовалось уравнение (1) при условии, что нелинейный опе-
ратор зависит только от дробных производных, порядки которых имеют та-
кую же дробную часть, как у старшей дробной производной, т. е. имеет вид
F (t,Dα−mz(t), Dα−m+1, . . . , Dα−1z(t)). В настоящей работе не вводится никаких
ограничений на порядки младших дробных производных, от которых зависит нели-
нейный оператор. Аналогично тому, как вводится понятие дефекта в работе [9], в
данной работе оно вводится с учётом наличия младших дробных производных в
нелинейном операторе. Доказывается теорема об однозначной локальной разреши-
мости неполной задачи типа Коши при условии, что нелинейный оператор локаль-
но липишцев по норме D, которая представляет собой сумму норм графиков всех
неограниченных операторов в линейной части уравнения. Для иллюстрации аб-
страктных результатов исследована начально-краевая задача для одного квазили-
нейного уравнения с несколькими производными Римана — Лиувилля по времени.

1. Предварительные сведения
Пусть Z — банахово пространство, L(Z) — пространство линейных ограничен-

ных операторов в Z и Cl(Z) — множество линейных замкнутых плотно определён-
ных в Z операторов, R+ := {a ∈ R : a > 0}, h : R+ → Z. Для β > 0 и t > 0
определим дробный интеграл Римана — Лиувилля

Jβh(t) :=
1

Γ(β)

t∫
0

(t− s)β−1h(s)ds,
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J0 будет означать тождественный оператор. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, Dm —
обычная производная порядка m, Dα — дробная производная Римана — Лиувилля,
т. е. Dαh(t) = DmJm−αh(t). При β < 0 будем использовать обозначение Dβh(t) :=
J−βh(t).

Пустьm−1 < α 6 m ∈ N, n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,ml−1 < αl 6 ml ∈ Z,
αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, A−r, A−r+1, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn — операторы
из Cl(Z) с областями определения DA−r , DA−r+1 , . . . , DAm−1 , DB1 , DB2 , . . . , DBn

соответственно. Обозначим

D :=
m−1⋂
j=−r

DAj ∩
n⋂
l=1

DBl , Rλ :=

(
λαI −

m−1∑
j=−r

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl

)−1

: Z → D.

Снабдим множество D нормой

‖ · ‖D = ‖ · ‖Z +
m−1∑
j=−r

‖Aj · ‖Z +
n∑
l=1

‖Bl · ‖Z ,

относительно которого D является банаховым пространством, поскольку является
пересечением банаховых пространств DA−r , DA−r+1 , . . . , DAm−1 , DB1 , DB2 , . . . , DBn с
соответствующими нормами графиков операторов.

Определение 1. [10]. Набор операторов (A−r,. . . ,Am−1,B1,. . . ,Bn) ∈ (Cl(Z))m+n+r

принадлежит классу An,rα (θ0, a0) для некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, если выпол-
няются следующие условия:

1) D плотно в Z;
2) для любых λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ − a0)| < θ0}, p = 0, 1, . . . ,m − 1

справедливо включение

Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)
∈ L(Z);

3) для любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое K(θ, a) > 0, что для всех
λ ∈ Sθ,a, p = 0, 1, . . . ,m− 1 имеем∥∥∥∥∥Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
K(θ, a)

|λ− a||λ|α−1
.

Замечание 1. По сравнению с работой [7] здесь операторы для краткости пере-
группированы: операторы Cs при дробных интегралах в исследуемом уравнении
теперь обозначены как A−r+k, k = 0, 1, . . . , r, в случае дробной части порядка инте-
грала βs, совпадающей с дробной частью α, а также через Bl в противном случае.
Все они по-прежнему являются операторами при дробных интегралах в уравнении,
т. е. при дробных производных отрицательного порядка.

Обозначим через dβe наименьшее целое число, не превосходимое числом β ∈ R.
Как в работе [9], обозначим α := max{αl : αl−ml < α−m, l = 1, 2, . . . , n},m := dαe,
α := max{αl : αl − ml > α − m, l = 1, 2, . . . , n}, m := dαe, m∗ := max{m − 1,m},
m∗0 := max{m∗, 0}.
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Замечание 2. При используемой перегруппировке (см. замечание 1) возникает
возможность отрицательного m∗, когда исследуемое уравнение помимо старшей
производной содержит только дробные интегралы. На этот случай определяется
m∗0.

Замечание 3. Заметим, что m∗ полностью определяется числами α, α1, α2, . . . , αn,
т. е. m∗ = m∗(α, α1, α2, . . . , αn).

При θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, k = 0, 1, . . . ,m− 1 введём обозначения

Zk(t) =
1

2πi

∫
Γ

λm−αRλ

(
λα−1−kI −

m−1∑
j=k+1

λα−m−1+j−kAj

)
eλtdλ, t > 0,

где Γ := Γ+ ∪Γ− ∪Γ0, Γ0 := {λ ∈ C : |λ− a| = r0 > 0, arg λ ∈ (−θ, θ)}, Γ± := {λ ∈ C :
arg(λ− a) = ±θ, |λ− a| ∈ [r0,∞)}, r0 > 0.

Теорема 1. [11]. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 <
αl 6 ml ∈ Z, αl −ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, Aj ∈ Cl(Z), j = −r,−r + 1, . . . ,m− 1,
Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, (A−r, A−r+1, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn) ∈ An,rα (θ0, a0), zk ∈
D, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,m− 1, f ∈ C((t0, T );D) ∩ L1(t0, T ;D). Тогда функция

z(t) =
m−1∑
k=m∗0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)f(s)ds

является единственным решением задачи типа Коши

Dα−m+kz(t0) = zk, k = m∗0,m
∗
0 + 1, . . . ,m− 1,

для уравнения

Dαz(t) =
m−1∑
j=−r

AjD
α−m+jz(t) +

n∑
l=1

BlD
αlz(t) + f(t), t ∈ (t0, T ). (4)

2. Неполная задача типа Коши
Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, n, r, q ∈ N. Рассмотрим квазилинейное уравнение

Dαz(t) =
m−1∑
j=−r

AjD
α−m+jz(t) +

n∑
l=1

BlD
αlz(t)+

+F (t,Dα−m−%z(t), Dα−m−%+1z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t)),

(5)

где α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ Z, αl −ml 6= α −m, l = 1, 2, . . . , n,
γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q.
Некоторые αl и γi могут быть отрицательными.

Пусть l0 := min{l ∈ {1, 2, . . . , n} : αl > 0}, если {l ∈ {1, 2, . . . , n} : αl > 0} не
пусто, i0 := min{i ∈ {1, 2, . . . , q} : γi > 0}, если {i ∈ {1, 2, . . . , q} : γi > 0} не пусто.
Если же αn 6 0, то положим l0 := n+ 1, а при γq 6 0 будем считать, что i0 := q+ 1.

Определим µ∗ := m∗(α, α1, α2, . . . , αn, γ1 + 1, γ2 + 1, . . . , γq + 1), µ∗0 := max{µ∗, 0}.
Здесь в отличие от работы [9] приходится определять дефект µ∗ не только по αk,
k = 1, 2, . . . , n, а ещё и по числам γi + 1, i = 1, 2, . . . , q. В силу следствий 1–4 [9] для
решения задачи Коши

Dα−m+kz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (6)

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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для уравнения (5) с необходимостью выполняются условия

Dα−m+kz(t0) = 0, k = −r,−r + 1, . . . , µ∗ − 1;

Dαl−ml+kz(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n;

Dγi−ni+kz(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , ni − 1, i = 1, 2, . . . , q.

Для исследования уравнения (5) потребуется существование конечных преде-
лов lim

t→t0
Dγiz(t) := Dγiz(t0), i = 1, 2, . . . , q, являющихся аргументами нелинейного

оператора в начальный момент времени, поэтому µ∗ определяется не по числам γi,
а по γi + 1, i = 1, 2, . . . , q. Поэтому, как вытекает из следствий 1–4 [9], задача

Dα−m+kz(t0) = zk, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1, (7)

будет рассматриваться также с необходимым условием на её решение
Dα−m+µ∗0z(t0) = 0 в случае m∗(α, α1, α2, . . . , αn, γ1, γ2, . . . , γq) < µ∗0. Если
m − 1 < γq < α, то µ∗0 = m и неполная задача Коши не содержит началь-
ных условий и все zk в условиях (6) с необходимостью равны нулю.

Пусть U открытое подмножество в R × Zm+%+q, отображение B : U → Z ло-
кально липшицево по норме D, т. е. для каждого (t, x1, x2, . . . , xm+%+q) ∈ U су-
ществуют окрестность V ⊂ U , C > 0, такие, что для всех (t, y1, y2, . . . , ym+%+q),
(t, v1, v2, . . . , vm+%+q) ∈ V

‖F (t, y1, y2, . . . , ym+%+q)− F (t, v1, v2, . . . , vm+%+q)‖D 6 C

m+%+q∑
k=1

‖yk − vk‖Z . (8)

Решением задачи (5), (7) на отрезке [t0, t1] будем называть такую функцию
z : (t0, t1] → D, что Jm−αz ∈ Cm((t0, t1];Z) ∩ Cm−1([t0, t1];Z), Dα−m+jz ∈
C((t0, t1];DAj), j = −r,−r + 1, . . . ,m − 1, Dαlz ∈ C((t0, t1];DBl), l = 1, 2, . . . , n,
Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q, выполнены условия (7), включение
(t,Dα−m−%z(t), Dα−m−%+1z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t)) ∈ U при t ∈
[t0, t1] и равенство (5) при t ∈ (t0, t1].

Лемма 1. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N. Тогда линейное пространство

Cα(t0, t1;Z) := {x ∈ C((t0, t1];Z) : Jm−αx ∈ Cm−1([t0, t1];Z) ∩ Cm((t0, t1];Z),
(t− t0)m−αDαx(t) ∈ C([t0, t1];Z)}

с нормой ‖x‖Cα(t0,t1;Z) := ‖Jm−αx‖Cm−1([t0,t1];Z)+‖(t−t0)m−αDαx(t)‖C([t0,t1];Z) является
банаховым.

Доказательство. Все аксиомы нормы проверяются непосредственно. В частности,
если ‖x‖Cα(t0,t1;Z) = 0, то Jm−αx(t) ≡ 0, x(t) ≡ Dm−αJm−αx(t) ≡ 0, поскольку
Cα(t0, t1;Z) ⊂ L1(t0, t1;Z).

Пусть последовательность {xk} фундаментальна в Cα(t0, t1;Z), тогда существу-
ют y := lim

k→∞
Jm−αxk ∈ Cm−1([t0, t1];Z), y1(t) := lim

k→∞
(t − t0)m−αDαxk ∈ C([t0, t1];Z).

В пространстве C([t0, t1];Z) имеем

lim
k→∞

((t− t0)Dα−1xk(t))
′ = lim

k→∞
(Dα−1xk(t) + (t− t0)Dαxk(t)) =

= Dm−1y(t) + (t− t0)1−m+αy1(t).
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Поэтому (t − t0)Dα−1xk(t) имеет предел в C1([t0, t1];Z), равный (t − t0)Dm−1y(t),
следовательно,

((t− t0)Dm−1y(t))′ = Dm−1y(t) + (t− t0)Dmy(t) = Dm−1y(t) + (t− t0)1−m+αy1(t),

Dmy(t) = (t− t0)α−my1(t) ∈ L1(t0, t1;Z) ∩ C((t0, t1];Z). Положим

x(t) := Dm−αy(t) = (t− t0)α−my(t0)/Γ(α−m+ 1) + Jα−m+1y′(t) ∈ C((t0, t1];Z),

тогда Jm−αx = y ∈ Cm−1([t0, t1];Z), (t− t0)m−αDαx(t) = (t− t0)m−αDmy(t) = y1(t) ∈
C([t0, t1];Z), lim

k→∞
xk = x в Cα(t0, t1;Z). Таким образом, Cα(t0, t1;Z) является бана-

ховым пространством.

Лемма 2. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα(t0, t1;Z), n− 1 < β 6 n ∈ Z, β < α,
α−m 6= β − n. Тогда Dβx ∈ C((t0, t1];Z).

Доказательство. Если β − n < α − m, то для x ∈ Cα(t0, t1;Z) Jn−βx =
Jn−β+α−mJm−αx. Тогда при k = 0, 1, . . . ,m

DkJn−β+α−mJm−αx(t) =
k−1∑
l=0

(t−t0)n−β+α−m−k+lDα−m+lx(t0)
Γ(n−β+α−m−k+l+1)

+

+
t∫
t0

(t− s)n−β+α−m−1Dα−m+kx(s)ds,
(9)

при k = 0, 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

(t− s)n−β+α−m−1Dα−m+kx(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− t0)n−β+α−m

n− β + α−m
.

Кроме того, поскольку n 6 m,
t∫

t0

(t− s)n−β+α−m−1‖Dαx(s)‖Zds 6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)

t∫
t0

(t− s)n−β+α−m−1(s− t0)α−mds 6

6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− t0)n−β+α−mB(n− β + α−m,α−m+ 1),

где B — бета-функция Эйлера, то Dβx ∈ C((t0, t1];Z).
Если же β−n > α−m, то n 6 m− 1 в силу условия β < α. Следовательно, при

k = 0, 1, . . . ,m− 1

DkJn−βx(t) = DkJn−βDm−αJm−αx(t) = DkJn−βD1Jα−m+1Jm−αx(t) =

= DkJn−β
(

(t− t0)α−m

Γ(α−m+ 1)
Jm−αx(t0) + Jα−m+1Dα−m+1x(t)

)
=

=
(t− t0)α−m+n−β−kJm−αx(t0)

Γ(α−m+ n− β − k + 1)
+DkJα−m+n−β+1D1Jm−αx(t) =

=
k∑
l=0

(t− t0)n−β+α−m−k+lDα−m+lx(t0)

Γ(n− β + α−m− k + l + 1)
+

t∫
t0

(t− s)n−β+α−mDk+1Jm−αx(s)ds.

При получении последнего равенства использовано равенство (9) и сдвиг нуме-
рации в сумме. Повторяя рассуждения предыдущего абзаца, получим сходимость
последнего интеграла при k = 0, 1, . . . ,m− 1, поэтому Dβx ∈ C((t0, t1];Z).
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Введём в рассмотрение также пространство Cα;µ∗0
(t0, t1;Z) := {x ∈ Cα(t0, t1;Z) :

Dα−m+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , µ∗0 − 1}.

Замечание 4. По построению µ∗0 для x ∈ Cα;µ∗0
(t0, t1;Z) имеем равенства

Dαl−ml+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n, Dγi−ni+kx(t0) = 0, k =
0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q.

Следствие 1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα;µ∗0
(t0, t1;Z) в условиях данного

параграфа. Тогда Dγix ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q, и существует такое C1 > 0,
что для всех x ∈ Cα;µ∗0

(t0, t1;Z)

‖Dγix‖C([t0,t1];Z) 6 C1‖x‖Cα(t0,t1;Z). (10)

Доказательство. Из замечания 4 и леммы 2 следует, что для x ∈ Cα;µ∗0
(t0, t1;Z)

выполняются включения Dγix ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q. Из доказательства
леммы 2 в силу равенств (9) и Dγi−ni+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q,
получаем при γi − ni < α−m

Dγix(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−m−1DniJm−αx(s)ds,

а при γi − ni > α−m

Dγix(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−mDni+1Jm−αx(s)ds,

и в обоих случаях выполняется неравенство (10).

Замечание 5. Функция, удовлетворяющая условиям неполной задачи типа Коши
(7), с точностью до o(t− t0)α−1 ведёт себя как функция

z̃(t) =
(t− t0)α−m+µ∗0zµ∗0

Γ(α−m+ µ∗0 + 1)
+

(t− t0)α−m+µ∗0+1zµ∗0+1

Γ(α−m+ µ∗0 + 2)
+ · · ·+ (t− t0)α−1zm−1

Γ(α)
,

поэтому Dα−m−%z̃(t0) = Dα−m−%+1z̃(t0) = · · · = Dα−m+µ∗0−1z̃(t0) = 0, Dγ1 z̃(t0) =
Dγ2 z̃(t0) = · · · = Dγq z̃(t0) = 0 по построению µ∗0. Поэтому в начальный
момент времени аргумент нелинейного оператора в уравнении (5) имеет вид
(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗0 , zµ∗0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0).

Лемма 3. Пусть m−1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, ml−1 < αl 6 ml ∈ Z,
αl − ml 6= α − m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m,
i = 1, 2, . . . , q, Aj ∈ Cl(Z), j = −r,−r + 1, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n,
(A−r, A−r+1, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn) ∈ An,rα (θ0, a0), zk ∈ D, k = µ∗0, µ

∗
0 +1, . . . , m−1,

U открыто в R × Zm+%+q, (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗0 , zµ∗0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ U , F ∈
C(U ;D). Тогда функция z ∈ Cα;µ∗0

(t0, t1;Z) является решением задачи (5), (7) на
отрезке [t0, t1] при некотором t1 > t0 в том и только в том случае, когда при
t ∈ [t0, t1]

z(t) =
m−1∑
k=µ∗0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F z(s)ds, (11)
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где F z(s) = F (s,Dα−m−%z(s), Dα−m−%+1z(s), . . . , Dα−1z(s), Dγ1z(s), . . . , Dγqz(s))ds.

Доказательство. Если z ∈ Cα;µ∗0
(t0, t1;Z) — решение задачи (5), (7) на отрезке

[t0, t1], то в силу замечания 4, следствия 1 и условий на F отображение t → F z(t)
непрерывно действует из [t0, t1] в D, а значит, удовлетворяет условиям теоремы 1.
Следовательно, выполняется равенство (11).

Пусть z ∈ Cα;µ∗∗(t0, t1;Z) удовлетворяет равенству (11). Тогда в силу замеча-
ния 4, следствия 1 и условий на F отображение t→ F z(t) непрерывно действует из
[t0, t1] в D. Поэтому, как при доказательстве теоремы 1, можно напрямую доказать,
что z — решение задачи (5), (7) на отрезке [t0, t1].

Теперь перейдём к основному утверждению.

Теорема 2. Пусть m−1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, ml−1 < αl 6 ml ∈
Z, αl −ml 6= α −m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α −m,
i = 1, 2, . . . , q, Aj ∈ Cl(Z), j = −r,−r + 1, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n,
(A−r, A−r+1, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn) ∈ An,rα (θ0, a0), zk ∈ D, k = µ∗0,µ∗0 + 1,. . . , m−1,
U открыто в R × Zm+%+q, (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗0 , zµ∗0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ U , отоб-
ражение F ∈ C(U ;D) локально липшицево по норме D. Тогда существует такое
t1 > t0, что задача (5), (7) имеет единственное решение на [t0, t1].

Доказательство. Возьмём t1 > t0, ε > 0, такие, что в окрестности

V := {(t, x1, x2, . . . , xm+%+q) ∈ R×Zm+%+q : t ∈ [t0, t1],
‖xk‖Z 6 ε, k = 1, 2, . . . , %+ µ∗0, %+m+ 1, %+m+ 2, . . . , %+m+ q,

‖xl − zl−%−1‖Z 6 ε, l = %+ µ∗0 + 1, %+ µ∗0 + 2, . . . , %+m}

точки (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗0 , zµ∗0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) неравенство (8) выполняется при
некотором C > 0.

Рассмотрим множество

Mt1 := {x ∈ Cα;µ∗0
(t0, t1;Z) : ‖Dα−m+kx(t)‖Z 6 ε, k = −%,−%+ 1, . . . , µ∗0 − 1,

‖Dα−m+kx(t)− zk‖Z 6 ε, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1, t ∈ [t0, t1]},

которое в силу леммы 1 является метрическим пространством c метрикой, задава-
емой как норма разности в Cα(t0, t1;Z). Определим в Mt1 оператор

G(x)(t) =
m−1∑
k=µ∗0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds.

Рассуждая, как при доказательстве леммы 3, с учётом замечания 4, следствия 1 и
теоремы 1 получим, что G(x) ∈ Mt1 для любого x ∈ Mt1 при t1 > t0, достаточно
близком к t0.

Сделаем замену в интеграле

xF (t) :=

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds =

t−t0∫
0

Zm−1(t− t0 − τ)F x(t0 + τ)dτ.

В работе [10] показано, что

Dα−m+kxF (t) =

t−t0∫
0

Vα−m+k(t− t0 − τ)F x(t0 + τ)dτ =

t∫
t0

Vα−m+k(t− s)F x(s)ds,
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где

Vκ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

λκRλe
λtdλ, ‖Vκ(t)‖L(Z) 6 cebt, κ < α− 1, ‖Vα−1(t)x0‖Z 6 cebt‖x0‖D

для всех t > 0, x0 ∈ D, при некоторых c, b > 0, не зависящих от t, x0. Поэтому для
x, y ∈Mt1 в силу следствия 1 при k = 0, 1, . . . ,m− 2

‖Dα−m+kG(x)(t)−Dα−m+kG(y)(t)‖Z =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Vα−m+k(t− s)(F x(s)− F y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 Cc(t− t0)eb(t−t0)

(
m−1∑
k=−%

max
t∈[t0,t1]

‖Dα−m+kx(t)−Dα−m+ky(t)‖Z+

+ max
t∈[t0,t1]

q∑
i=1

‖Dγix(t)−Dγiy(t)‖Z

)
6 (t1 − t0)C2‖x− y‖Cα(t0,t1;Z).

Кроме того,

‖Dα−1G(x)(t)−Dα−1G(y)(t)‖Z =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Vα−1(t− s)(F x(s)− F y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 c(t− t0)eb(t−t0) max
t∈[t0,t1]

‖F x(t)− F y(t)‖D 6

6 Cc(t− t0)eb(t−t0)

(
m−1∑
k=−%

max
t∈[t0,t1]

‖Dα−m+kx(t)−Dα−m+ky(t)‖Z+

+

q∑
i=1

max
t∈[t0,t1]

‖Dγix(t)−Dγiy(t)‖Z

)
6 (t1 − t0)C2‖x− y‖Cα(t0,t1;Z).

Таким образом, оператор G — сжимающий в полном метрическом пространстве
Mt1 при достаточно малом t1 − t0, и существует его единственная неподвижная
точка z ∈Mt1 . Согласно лемме 3 z — решение задачи (5), (7) на отрезке [t0, t1].

Если существует два решения задачи (5), (7), то по лемме 3 каждое из них
является неподвижной точкой оператора G в пространстве Mt1 . Но неподвижная
точка единственна, поэтому решения совпадают.

3. Приложение к одной дробной модели
Пусть Ω ⊂ Rd — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω, рассмотрим

уравнение при (ξ, t) ∈ Ω× (t0, T ]

D1
t v(ξ, t)− κD3/2

t ∆v(ξ, t) = a∆2v(ξ, t) + h(ξ,D
−1/2
t v(ξ, t), D

4/3
t v(ξ, t)), (12)

где a, κ ∈ R, ∆ := D2
ξ1

+D2
ξ2

+ · · ·+D2
ξd

— оператор Лапласа по пространственным
переменным ξ1, ξ2, . . . , ξd, Dβ

t — дробная производная Римана — Лиувилля по t,
если β > 0, или дробный интеграл Римана — Лиувилля по t в случае β 6 0. При
граничном условии Дирихле

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (13)
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оператор Лапласа непрерывно обратим, поэтому в случае κ 6= 0 уравнение (12)
можно переписать в виде

D
3/2
t v(ξ, t) = κ−1D1

t∆
−1v(ξ, t)− aκ−1∆v(ξ, t)− κ−1∆−1h(ξ,D

−1/2
t v(ξ, t), D

4/3
t v(ξ, t)).

(14)
Поэтому α = 3/2, m = 2, r = 0, A0 = A1 = 0, n = 2, α1 = 0, α2 = 1, B1 =
−aκ−1∆, B2 = κ−1∆−1, % = 0, q = 1, γ1 = 4/3, µ∗ = m∗(3/2, 0, 1, 7/3) = 2 =
µ∗0, поэтому начальных условий рассматриваемая задача не содержит, начальные
данные с необходимостью являются нулевыми: D−1/2

t (ξ, t0) ≡ 0, D1/2
t (ξ, t0) ≡ 0.

Из предыдущего абзаца следует, что m + % + q = 3, F (t, x1, x2, x3) =
−κ−1∆−1h(·, x1(·), x3(·)), таким образом, аргумент этого отображения в начальный
момент времени (t0, 0, . . . , 0, zµ∗0 , zµ∗0+1, . . . , zm−1, 0, . . . , 0) = (0, 0, 0), так как от t0 оно
не зависит и при этом µ∗0 = 2 > 1 = m − 1. Возьмём l ∈ N, l > d/2, Z = H l(Ω) —
пространство Соболева, DB1 = H2+l

0 (Ω) := {w ∈ H2+l(Ω) : w(ξ) = 0, ξ ∈ ∂Ω} = D,
DB2 = Z. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 4 [10], получим, что при
aκ < 0 в условиях данного параграфа (0, 0, B1, B2) ∈ A2,0

α (θ0, a0) при некоторых
θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0.

Если h ∈ C∞(Ω × R2;R), то в силу предложения 1 [22, c. 197] отображение
(x1(ξ), x2(ξ), x3(ξ)) → h(ξ, x1(ξ), x3(ξ)) принадлежит классу C∞((H l(Ω))3;H l(Ω)),
следовательно,

F (x1, x2, x3)(ξ) = −κ−1∆−1h(ξ, x1(ξ), x3(ξ)) ∈ C∞((H l(Ω))3;H2+l
0 (Ω)),

‖F (y1, y2, y3)− F (z1, z2, z3)‖D 6 c1‖h(ξ, y1(ξ), y3(ξ))− h(ξ, z1(ξ), z3(ξ))‖Z 6

6 c1 sup
(w1,w2,w3)∈V

‖h′(ξ, w1(ξ), w3(ξ))‖L(Z)

3∑
j=1

‖yj − zj‖Z ,

где h′ — производная Фреше отображения h(ξ, x1(ξ), x2(ξ)), определяемая частны-
ми производными по фазовым переменным x1, x3, а V — некоторая окрестность
выбранной точки в пространстве (H l(Ω))3. Таким образом, отображение F локаль-
но липшицево по норме D и в случае aκ < 0 по теореме 2 существует такое t1 > t0,
что задача (13), (14) имеет единственное решение в цилиндре Ω× [t0, t1].
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The existence of a unique local solution of the incomplete Cauchy type problem is proved
for a quasilinear equation with several fractional Riemann — Liouville derivatives and
with a sectorial tuple of operators at lower derivatives in the linear part in the case of the
local Lipschitz continuity of a nonlinear operator with respect to the sum of the norms
of graphs of unbounded operators from the equation. In this case, the nonlinear operator
depends on the fractional Riemann—Liouville derivatives of lower orders with arbitrary
fractional parts. The obtained abstract result is used in the study of an initial boundary
value problem for an equation with several fractional derivatives in time.

Keywords: Riemann — Liouville derivative, multi-term fractional differential equation, defect
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