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А.М. ВЕРШИК, А.Г. ЧЕРНЯКОВ 

КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ ПОЛЕЙ ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ 
И ОПТИМУМ ПО ПАРЕТО-СМЕЙЛУ ОТНОСИТЕЛЬНО ВЫПУКЛОГО КОНУСА 

(Представлено академиком Л.В. Канторовичем 25II 1982) 

1. Пусть К - выпуклый, замкнутый конус в R m , не содержащий прямых и 
имеющий непустую внутренность (такой конус будем называть к о н у с о м п о ­
р я д к а ) . Зададим на R w отношение частичного порядка > , полагая а > Ь о 

к к 
о а - Ь Е К. Пусть X — гладкое «-мерное многообразие (без края ) , <р: X-+Rm — 
гладкое отображение n > т. 

О п р е д е л е н и е . Точка х Е X называется т о ч к о й л о к а л ь н о г о 
м а к с и м у м а о т о б р а ж е н и я </> о т н о с и т е л ь н о к о н у с а X, если для 
некоторой ее окрестности U из условий у Е U, у (у) > у (х) вытекает, что у = х. 

к 
Максимальные относительно R ? точки называются м а к с и м а л ь н ы м и (или 
о п т и м а л ь н ы м и ) п о П а р е т о . 

2. О п р е д е л е н и е . Точку х Е X назовем к р и т и ч е с к о й т о ч к о й 
о т о б р а ж е н и я у о т н о с и т е л ь н о е , если 
(1) dxy(TxX)nintK = 0. 

Пусть К* С R w * - сопряженный конус, dx<p*: Rm* -> Т*Х - сопряженный к dxy 
оператор. Как показывают стандартные рассуждения теории двойственности, вы­
ражение (1) эквивалентно соотношению кег dx$* П К* Ф {0\, т.е. 
(2) 0Т*Х Е dx**(K*\0). 

Любая максимальная относительно К точка является критической. Критические 
точки в смысле (2) определены для произвольного выпуклого конуса К (не обя­
зательно конуса порядка); при К = { 0 } это обычные критические точки. Если К — 
конус порядка, то в Rm найдется такая аффинная гиперплоскость Я , что множество 
/* = К* П Я компактно, имеет непустую внутренность в Я , и К* = c o n e / * . Любое 
такое множество /* будем называть о с н о в а н и е м конуса К*. Условие (2) эк­
вивалентно включению 

(3) oT.xedxW). 
При К = R™ в качестве / * можно взять стандартный симплекс A w _ 1 С R m , а вклю-
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чение (3 ) принимает вид 

(см. [1 , 2 ] ) . Последнее условие встречается также при изучении максимумов функ­
ции if(x) = min Vi(x): если максимум достигается локально в точке х0, то 

\<i<m 
0Т*Х G co\dxipifc\ щк(х0) = miinpi(x0)\ (справа стоит с у б д и ф ф е р е н ц и а л 

х i 
функции i f ) . Включение (4) фигурирует как достаточное условие экстремума и в 
задаче максимизации гладкой функции при гладких ограничениях. 

3. Понятие Парето-критической точки было введено С. Смейлом в [ 1 ] , в этой 
же работе была высказана гипотеза о структуре множества в (у) таких точек. Ее 
уточненная формулировка такова: если п > 2т — 4, то для почти всех у в (у) -
подмногообразие с углами в X. Несколько более слабый вариант этого утвержде­
ния был наряду с другими фактами доказан в работах Мело и Вана [ 3 - 5 ] . В статье 
авторов [2] гипотеза о структуре 0(<р) была доказана на основании общего резуль­
тата о стратифицируемых подрасслоениях. С помощью той же техники в настоящей 
работе получено обобщение гипотезы Смейла на случай произвольного конуса (след­
ствие теоремы 2 ) . Это обобщение может служить объяснением того факта, что в 
теории Парето-оптимума фигурируют м н о г о о б р а з и я с у г л а м и : в случае 
произвольного конуса порядка К множество критических точек устроено так же, 
как основание конуса К *. Теорема 1 служит аналогом результатов Мело—Вана для 
произвольного конуса К. Вторая часть работы посвящена обсуждению понятия 
г л а д к о г о п о л я в ы п у к л ы х м н о г о г р а н н и к о в и е г о о с о б ы х 
т о ч е к . При этом результат о Парето-критических точках оказывается частным 
случаем общей теоремы. 

4. О п р е д е л е н и е . Пусть Z — стратифицированное в смысле Уитни (см. 
[6]) подмножество многообразия Y (подмногообразие с краем или с углами пред­
полагается снабженным м и н и м а л ь н о й стратификацией), S С X. Будем гово­
рить, что 5 - т р а н с в е р с а л ь н ы й п р о о б р а з множества Z , если для каж­
дой точки х Е X найдется такая ее окрестность Uв Хи такое гладкое отображение / : 

Y, что / трансверсально всем стратам множества Z и S П U = / _ 1 ( Z ) . Ясно, 
что S стратифицируемо по Уитни. 

Прежде чем сформулировать основные теоремы, введем следующие обозна­
чения. Пусть G(m9 г) — грассманово многообразие г-мерных плоскостей в R m , 
A CRm. Положим A(m, г) = \х G G(m, r) \ х П А Ф ф\. Если А - полуалгебра-
ично, то в силу теоремы Зайденберга—Тарского А(т9 г) также полуалгебраично и, 
следовательно, статифицируемо. Если 0 ё А и А — подмногообразие с краем или 
углами, то таково же и Л ( т , 1) С R P m _ 1 . Через вк(ф) обозначим множество 
всех критических точек отображения $ относительно конуса К\ в'к («/?) = {х G 
е 0к (</01 corank dx{p = i}; Iк — основайие конуса К *. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что К - полуалгебраический конус порядка 
в R w . В пространстве СЖ(Х, R m ) , снабженном С~-топологией Уитни, найдется 
такое открытое и всюду плотное подмножество %, что для любого 

1) в к (</>) - замкнутое (т - \)-мерное стратифицируемое подмножество в X; 
2) для любого i = 1, 2 , . . . , m Ql

K{$) - трансверсальный прообраз мно­
жества I^(m, i); 

3) Ок(ф) устойчиво, если X компактно, т.е. найдется такая окрестность 
%ч> с % отображения у, что для любого ф&Ч^ существует сохраняющий статифи-
кацию гомеоморфизм вк(ф) на Вк(ф). 

Т е о р е м а 2 . Пусть К - произвольный (не обязательно полуалгебраичес­
кий) конус порядка в R m . Предположим, что - подмногообразие с краем 
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(с углами) в Rm. В пространстве С°° (X, Rm) найдется такое открытое и всюду 
плотное подмножество % , что для любого <р Е % в1

к (</?) есть (m - I)-мерное под­
многообразие с краем (с углами) в X. 

При п > 2т - 4 для почти всех у Е С°°(X, Rm) вк(у) = вх

к($). 
С л е д с т в и е . £ а ш и > 2т - 4, го для почти всех гладких отображений у: 

X -> R m 0к(^р) есть (m - 1)-мерное замкнутое подмножество, являющееся транс-
версальным прообразом основания 1% конуса К*. В частности, если 1*к - много­
образие с краем или углами, то таково же и вк(ф). 

5. Одним из основных понятий глобального выпуклого анализа является 
понятие поля выпуклых многогранников в векторном расслоении, введенное в [2 ] . 
Оно возникает в теории Парето-оптимума, геометрии выпуклых многогранников 
и других вопросах. 

Пусть Е - гладкое векторное расслоение над X, V С Е, V х - V П Ех - выпук­
лый многогранник в слое Ех для любого хЕ X. Упорядоченную пару (Е, V) назовем 
с е м е й с т в о м м н о г о г р а н н и к о в в расслоении Е. Обозначим через F% 
т р и в и а л ь н о е расслоение XX R w . 

О п р е д е л е н и е . Пусть Р - многогранник в Rm, Рх = X X Р С F%, /: 
F™ •+ Е - С°°-морфизм векторных расслоений. Семейство многогранников Pf -
- (Е, f (Рх)) назовем п о л е м м н о г о г р а н н и к о в (или Р-п о л е м, где Р 
указывает на порождающий многогранник), порожденным отображением / . В част­
ности, A w _ 1 - п о л е отвечает стандартному симплексу Am~~l С R m . 

П р и м е р ы . 1. Пусть К - многогранный конус порядка в Rm, /* — много­
гранник, лежащий в основании конуса К*. В теории Парето-Смейла основную роль 
играет поле й*кр (7 *) многогранников в Т*Х. 

2. Пусть X - G(m, г), Е - Е(т, г) — тавтологическое векторное расслоение 
над X, Е1 -ортогональное дополнение к Е в F™, тг, я 1 - ортогональные проекции 
F™ т Е к Е1 соответственно, Р - многогранник в Rm . Поле многогранников Рп = 
= Р т г называется к а н о н и ч е с к и м Р-полем на G(m,r), Pi обозначается так­
же через Р^ г . 

3 . Рассмотрим гладкое отображение \р\ X^Y, векторное расслоение Е над Y 
и индуцированное расслоение $Е над X. Пусть V - поле многогранников в Е. По­
местив в каждый слой (фЕ)х индуцированного расслоения многогранник ( х ) , 
получим поле lp V многогранников в 7рЕ, называемое и н д у ц и р о в а н н ы м . 

Обозначим через Pol (и, т) (соответственно ро1(л, т)) совокупность всех 
многогранников в R w , имеющих не более т (ровно т) вершин. Отображение Conv: 
Н о т (га, п) Pol (л, т), которое каждой (п X т) -матрице ставит в соответствие 
выпуклую оболочку ее столбцов, позволяет ввести на Pol (и, т) топологию (сов­
падающую с топологией, порожденной метрикой Хаусдорфа) . При этом над ро1(л, т) 
отображение Conv — н а к р ы т и е . Тем самым ро1(и, т) превращается в гладкое 
яга-мерное многообразие; каждая нумерация вершин задает карту (см. [ 2 ] ) . То­
пологическое пространство Ро1(Е, т) и многообразие pol(E, т) определено для 
любого конечномерного векторного пространства Е; Pol (•, т) к о в а р и а н т н ы й 
ф у н к т о р , позволяющий а с с о ц и и р о в а т ь с каждым векторным расслое­
нием Е локально-тривиальное С°-расслоение ?о\(Е, т) и С "-расслоение ро\(Е, т): 
слой (?о\(Е, т))х совпадает с ?ol(EXi т). Для любого морфизма / : Е' Е задан 
морфизм С°-расслоений Ро1(/): Ро1(7Г\ т) -+ ?о\(Е, т). 

О п р е д е л е н и е . Г л а д к и м п о л е м т - в е р ш и н н и к о в в рас­
слоении Е называется С°°-сечение над X расслоения ро1(£, т); 5 й(Е, т) - простран­
ство всех таких сечений, снабженное С°°-топологией Уитни. 

Заметим, что для любого векторного расслоения Е имеет место канонический 
изоморфизм po\(Jr(E, т)) = Jr(ро\(Е, т)), т.е. г-струи полей из 3*(Е, т) можно 
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рассматривать как поля m-вершинников в расслоении Jr (Е) (А*-струй сечений Е). 
Т е о р е м а 3. Пусть (Е, V) - семейство многогранников над компактным 

многообразием X. Следующие утверждения эквивалентны. 
1) V - поле многогранников в Е. 
2) Найдутся такие сечения S i , s2,. - . , sk Е Г° (X, Е), что для любого х Е X 

Ух = С О Ь д Д * ! (Л:) , s2 (х),. . . , sk (х)) . 

3) V есть Ая-поле для некоторого q. 
4) V = ( P o l / ) ( f ) , где £ - гладкое поле m-вершинников в расслоении Е', 

f Е Н о т (Е\ Е). 
5) V индуцировано (в смысле примера 3 п. 5) каноническим полем проек­

ций симплекса над грассмановым многообразием (см. пример 2 ) . 
6. О п р е д е л е н и е . Точка хЕ X называется о с о б о й точкой поля мно­

гогранников (Е, V), если 0 ^ Е VX9 совокупность особых точек обозначается в(У). 
Включение (3) показывает, что в к (</>) = Пусть D: G(m, г) -* 

-> G(m, т - г) - канонический диффеоморфизм грассмановых многообразий, со­
ответствующий переходу к ортогональному дополнению, Р - многогранник в R m . 
Определенное в п. 5 множество Р(т9 г) совпадает с в(Р^уГ) (см. п. 5, пример 2 ) , 
а также с D~x (в(Рт т_г)). 

Итак, Парето-критические точки — это особые точки некоторых специаль­
ных полей многогранников. Для данного выше определения особой точки имеются 
и другие весьма серьезные основания. А именно, в теории выпуклых многогран­
ников известна техника д и а г р а м м Г е й л а (см., например, [ 7 ] ) . Суть ее 
сводится к следующему: комбинаторный тип выпуклого многогранника может 
быть задан списком тех подмножеств вершин некоторой специально построенной 
конфигурации, внутренности выпуклых оболочек которых содержат 0. Таким обра­
зом, точки перестройки комбинаторного типа многогранников поля суть особые 
точки для некоторого вспомогательного поля (полей). В частности, с помощью 
методов и результатов настоящей работы может быть описана стратификация мно­
гообразия Грассмана G(m9 /*), связанная с его разбиением в соответствии с комби­
наторными типами слоев канонического А ш _ 1 - п о л я (см. п. 5, пример 2 ) . Следую­
щая теорема, описывающая структуру множества особых точек поля многогран­
ников, аналогична теореме 1. Пусть р: Jr(E') -> Е - эпиморфизм векторных рас­
слоений над X. Для любого поля £ Е £Р(Е\ т) его г-струю jr% можно рассматри­
вать как элемент пространства 3P(Jr(E'9 т)) (см. п. 5 ) , в частности, определено 
поле £рГ* = (Ро1/?)(/ г £); %%Н*) - многогранник в Ех. 

Т е о р е м а 4. В пространстве &(Е', т) гладких полей т-вершинников 
в расслоении Е', т < dim Е\ найдется такое открытое и всюду плотное подмно­
жество % , что для любого £ Е %: 

1) в(%рГ^) - замкнутое стратифицированное подмножество в Х\ 
2) если X компактно, то Q(%^) устойчиво относительно малых шеве­

лений £; 
3) множество [х Е 0 ( £ * r * ) | codim Lin £ ^ (х) = i\ - трансверсальный 

прообраз множества Am~l (m, i) С G(m, i). 
Ленинградский государственный университет Поступило 
им. А.А. Жданова 9 III 1982 
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