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В работе отыскивается главный член отклонения решения уравнения 

у* + ( ф ( у ) ) х = svxx (1) 
от решения уравнения 

» * + ( ф ( в ) ) « = 0 (2) 
при начальных условиях 

bi при х ^ О, 

. Ъг при х > 0. 

Предполагается, что bi < Ь 2 и ф"(г/) ^ а > 0 при bi ^ у ^ Ь 2. В этом 
случае гг(£, имеет вид центрированной волны разрежения, а именно, 

bi при х 11 ^ ' ф ' ( & 1 ) , 
u(t,x).= Я.(х 11) при ф / ( Ь 1 ) ^ ^ / ^ ^ ф / ( Ь г ) , 

Ь 2 при ф /(Ьг) ^ х / t, 

где ф ' ( # ( # ) ) = г/. В дальнейшем мы также предполагаем, что 

sup | < p № ) ( y ) | < o o , А = 1,2,3,4,5. 

Займемся написанием асимптотики для v(t, х) в области х /t ^ ф / ( Ь ) , . 
где bi < Ь < Ь 2. 

Заменой переменных и обозначений 

х = я — ф / ( Ь 1 ) * , 

и = ф , , ( Ь 0 ( и - Ь 1 ) , 

ф ( и ) = ф , / ( Ь 1 ) ( ф ( » ) -<f(bi) - (гг — ЬОФ^ЬО) 

уравнения (1 ) , (2) преобразуются к виду, где 

Ь 4 = 0, ф(0) = Ф ' ( 0 > = 0, Ф " ( 0 ) = 1. (3) 

Предположим сначала, что условия (3) выполняются. При малых г; 
уравнение (1) аппроксимируется уравнением 

wt + wwx = EWXX, (4) 

8 жвм и МФ, № з 521 



решения которого записываются в виде (см. [ 1 ] ) 

w(t, х) = — 2е — 1п( (У4Я80" 1 $ ехр( — (х — у) 2/4е£ — 
—оо 

- У 2 е J и;(0, 
—оо 

Полагая w(0,x) = 0 при х < 0 и ш (0, я) = оо при х > 0, получим 
частное решение 

m(t,x) = 2еехр(—x 2/iet) ^ ехр(— (а: — y)2/ket)dy^J . 
—оо 

При х Уе£, пользуясь асимптотической формулой 

оо оо 

5 e x p i ( - T 2 / 2 ) d t ~ e x p ( - i / V 2 ) 2 ( — 1 ) А ( 2 Л — 1)!! J T ^ \ (5) 

получаем 
оо 

m(t,x) ~ x/t( 1 + 2 а „ ( 2 е ? А 2 ) » ) , (6) 
71=1 

где ai = 1. 
Это асимптотическое равенство можно дифференцировать любое ко­

нечное число раз вследствие аналогичного свойства формулы ( 5 ) . При 
х7гфО 

limm(t, х) = р 

где p(t, х) = 0 при х ^ 0 и p(J, я) = х 11 при я ^ 0. Функция р(£, х) 
удовлетворяет уравнению 

Pt + РРх = 0. (7) 

При <p'(fti) < С х/1 < ф ' (&2) уравнение в вариациях для разности 
v — и = А имеет вид 

At + <р'(и)Ах + A/t = eq"(x ft) It*; 

интегрируя это уравнение вдоль характеристики 

q / ( u ) == х 11 = х0/ t0i 

получаем 
A(t,x) =A(to,x0)t0/t+ {(e/t)ln{t/t0))q"(x0/t0). ( 8 ) 

Займемся склеиванием асимптотик для решения, исходя из требова­
ния, чтобы в области х / yet < С > 0 асимптотика определялась решением 
уравнения (4 ) , а при х 11 = <р*'(Ъ) не зависела от т. Последнее желатель­
но для удобства склейки с аналогичной асимптотикой в области 
ср'(Ь) < х j t. Пусть В(у) — дважды дифференцируемая функция, отлич­
ная от нуля лишь при y'(bi) ^ У ^ ф ' ( Ь г ) и удовлетворяющая условиям 

0 < d ^ В (у) (у - <p ' (b i ) ) - 2 < с2 при <p'(bi) < У <*Ч'(Ъ). 
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Справедливы очевидные неравенства 

\B(x/t) | ^ С3, \dB(x/t) /дх\, \dB(x/t) / dt\ ^ CJt, 

\d2B(x/t) /дх2\ ^ d / t 2 . 

Пусть bi < b3 <С b < Ь 4 <С b2 и d (z / ) —дважды дифференцируемые 
функции, причем 

d(y) = 1 при у ^ ф ' ( ь з ) , = 0 при у ^ Ф ' ( & ) > 

d ( y ) = 0 при у ^ Ф'(6), = 1 при у ^ ф ' ( & 4 ) . 

Обозначим через K(t) наименьший положительный корень уравнения 
В(Х j t) = е 1t. В случае, когда ф / ( & 1 ) = 0 в соответствии с условием ( 3 ) , 

из определения В (у) следуют неравенства 

yet IС2 ^ X(t) ^ yet I d . 

Пусть M(t,x) гладкая и 

l(M)=Mt+ (у(М))х-еМхх. 

Разность М — v = Q удовлетворяет уравнению 

Qt+ (DQ)x-eQxx = l(M), 

где D = (<р(М) — ф ( ^ ) ) / ( ? . Если мы будем рассматривать это уравнение 
как линейное относительно функции Q(t,x) с заданным коэффициентом 
D(t,x), то функция Грина этого уравнения удовлетворяет соотношению 

5 | G ( t f * , | , T | ) | < t e = l . 
—оо 

Отсюда и из представления решения при помощи формулы Грина при 
ti <С t2 получаем оценку 

ОО %2 

\\Q\\u=\ \Q(h,x)\dx^\\Q\\tl + ) \\l(M)\\tdt. (9) 
- о о U 

Если M(t,x) кусочно-гладкая и непрерывная, то 1(М) является суммой 
кусочно-гладкой функции и некоторого числа б-функций, соответствую­
щих точкам разрыва Мх. При таком понимании 1(М) соотношение (8) 
также выполняется. 

При х/ t ^ Ф ' ( Ь ) положим 

M(t,x) = u(t,x) + (m(t,x) — p(t, x))d(x / t) + z(t,x), 

где z (t, x) = О при x X (t), 

z(t,x) = (e/t) (In (B(x/t)t/e))q//{x/t) при x ^ 

Пусть Г 0 таково, что X(t) ^ ц>'(b3)t и Ь 4 ^ М ^ Ь 2 при Гое ^ £. 
Т е о р е м а . t ^ Т0 справедлива оценка 

¥(b)t 

J | Z(М) \dx^Ni (e/t)3/2 In 2 (Not/e). 
—оо 

Здесь и далее N{ —- некоторые постоянные, зависящие только от fci, Ь 2, 
Ь 3, 64, Ь, поведения <р(у) на [bi, Ь 2 ] и поведения d(y), d(y), В(у) на 
[ Ф , ( Ь 1 ) , Ф , ( Ь 2 ) ] . 
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При доказательстве теоремы мы будем производить непосредственно 
оценку невязки приближенного решения М(t, х) в областях х ^ О, 
О ^ х 11 ^ ф'(&з), Ц>'(Ъз) ^? х/t ^ ф'(&), не делая никаких предположе­
ний о существовании решения уравнения (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . О ц е н к а 1. Положим 

i V 2 = : s u p I я И у ) / 2 1 . 

Пусть х ^ 0. Тогда М — т и 1(М) = (^'(т) — т)тх. Так как 
|ф'(тга) — т\ ^ N2m2 при предположении ( 3 ) , то N2m2\mx\. 

Используя приведенное ранее явное представление функции m(t,x)y 

получаем, что при х 0 выполняются неравенства 

| т | ^ |/8е / nt ехр (—х 2 / 4е£), 

| ™>х| ^ (ci / t) ехр ( — х 2 / 4 е £ ) ; 

здесь и далее сг- — абсолютные постоянные. 
Из последних неравенств имеем 

о 
$J \l(M) \dx < N2c2(e/t)\ (10) 

—оо 

О ц е н к а 2. При выводе оценок 2 и 3 мы будем предполагать, что 
производные qm(y) и q1Y(y) ограничены при y'(bi) ^ г / ^ ф ' ( & 2 ) . Д л я 
выполнения этого условия достаточно ограниченности производных 
Ф 1 У ( г / ) иф у ( г / ) при bt < у < ' Ь 2 . 

При 0 < ; # / £ ^ ф'(Ьз) в выражении (ф (М)) х = ф" (М) Мх полагаем 
по формуле Тейлора 

ф'(Ж) = • Ф ' ( в ) + Ф " ( в ) ( М - в ) + ( ф " ' ( и + G ( M - B ) ) / 2 ) ( М - В ) 2 , 

0 < 6 < 1. 

После замены производных щ, rrit и pt по формулам ( 1 ) , ( 4 ) , ( 7 ) и при­
ведения подобных членов имеем 

l(M) =Si + S2 + Ss, 
где 
51 = zt + y'(u)zx + ф"(в ) uxz — еихх, 

52 = ррх — ттх + ф ' (в) (т — р ) * + ф"(в) (т — р) (т — р + в ) * , 

5 3 = — ©2хх + ф " 0 ) ( ( т — Р + z ) z * + z(m — р)х) + 

+ ( ф ' " / 2 ) (m - р + z)2(u + т - р + z)x. 

Вследствие условия (3 ) имеем д ' ( 0 ) = 1, и поэтому 

q(y) =У + УМУ), ( И ) 

где со (у) ограничена. Поэтому в — р дифференцируема дважды и величи­
на 1(М) содержит в виде слагаемого б-функцию только в ezxx из-за разры­
ва производной zx при х = X(t). Д л я значений х в пределах 0 ^ х ft ^ 
^? ф'(&) можно установить неравенства 

\z\ < W s ( e / * ) l n (Not/г}, 

\zx\^Nde/(xt) + (e/t2) In (N0t/e)); 
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кроме того, 
Ф ' ( Ь ) * 

^ \zxx\dx^N5(e/t3)\ 
о 

Из явного вида m(t, х) и (5) при х > 0 имеем 

I т — РI ^ с з m i n (е / ]/е / £ ) , 
(12) 

| (/га — р ) * | ^ с 4 m i n (е / х2,111). 
Разбивая область 0 ^ х /1 ^ ф'(^з) на две части линией я = А,(£) и 

пользуясь приведенными оценками, получаем неравенство 

i I | S31 dx < 7V6 (г/t) ̂  In 2 ( W e ) . 
о 

Так как ф ' (в ) = x 11 = p, ф " ( и ) и х = 1 / t = p x , то 

S 2 = ( ф " ( и ) — 1) (га — p ) (га — p)x. 
На основании (3 ) и (11) имеем | ф^(гг) — 1| ^ N7x2 /12. Отсюда и из (12) 
следует оценка 

Ф ' ( Ь з ) * 

J |S21 dx < N8(e2/t2)In2(Not/в). 
о 

Функцию 2 можно представить в виде ( 8 ) , и поэтому Si = • 0. Из при­
веденных выше соотношений для 5i, £ 2, Л имеем 

J | Z ( M ) | d o : < i V 9 ( 8 A ) ^ l n 2 ( W 8 ) . К ] 

о 

О ц е н к а 3. При ф' (& 3 ) < * / * < ф ' ( Ь ) имеем Z(Л/) = & + + 
где, как и ранее, 

5i = 0, S2' = ( (и* —p)d)t + ф ' ( в ) ((ттг — p)d)x + q>"(и)их(т — p)d, 
S3' = —ezxx — ЕТПХХ + ф " ^ ) ( (га — p)d((m — p)d + z)x + 

+ s ( ( m - p ) d + z ) 3 p ) + ( ф , / / / 2 ) ( 7 т г - р + 2 ) 2 ( в + т - р + 2 ) Л . 

При помощи приведенных ранее неравенств и неравенства \тпхх\ ^ 
с 5 min (Е / х3, et / # 4 ) при я; > 0 получаем оценку 

J | 5 3 ' | Л с < / V i o (8 2 A 2 ) l n 2 ( i V o V e ) . 
ф'(Ьз)* 

На основании (6 ) имеем лтг — р = е / # + р, причем 

| р | ^NaE2lt\ | р , | , |р*| < 7 V 1 2 8 2 / * 4 

в области ф'(^з) ^ . х It. 
Подставляя га — р в выражение £ / , получим соотношение S2 = 

= (pd)t + ( p d ) x + pd / t = 0(Е2 113). Из приведенных выше неравенств 
следует оценка 

Ф ' ( Ь ) * 

J |Лс ^ 7V 1 3 (8 2 A 2 ) ln 2 (7VoVe) . 
Ф ' ( Ь з ) * 

Отсюда, из (10) и (13) вытекает справедливость теоремы. 
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Асимптотика и при w'(b) ^ х /1 получается аналогично после замены 
переменных х = —х, v = b<>4 — v. Выпишем окончательно асимптотику v 
при всех х, не делая предположения ( 3 ) . Пусть, например, В0(у) = 
= (min (0, (у — <p'(6i)) (у — q / ( b 2 ) ) ) 2 . Положим In у = In (max (у, 1 ) ) . 
Пользуясь теоремой, можно получить, что функция 

M(t,z) = u(t,z) + {^{Ъ,))-Ч(х11){т{^х-^{Ъ,)1) -
-p(t,x-<p'(bi)t)) - (у"(Ъг))~Щх11) {m(t,y'{b2)t-x) -

-p (*, <p' (b 2 ) t - x)) + (e / t) In (J5 0(x/t)t/s) q" (x / t) 
при t ^ To = Nue удовлетворяет неравенству 

оо 

5 \l(M)\dx^Ni5(e/t)^l^(N0th). (14) 

—ОО 

Заменой переменных х = е#, t = st уравнения ( 1 ) , ( 2 ) приводятся 
к виду 

vt + (Ф = ^ > В Г + (Ф И ) - = ° -

При рассматриваемых начальных условиях решение первого из этих урав­

нений существует и величина 

5 \u(t1x)—v(t,x)\dx=K(t) 

—ОО 

конечна при конечном I (см. [ 2 ] ) . 
Переходя к старым переменным, получаем ||гг — u\\f = K(Nu)&. 

Кроме того, справедлива очевидная оценка ||u — M\\f ^ Л^ 6е. Таким об­
разом, \\М — v\\$r < 7V17e. Отсюда, из (14) и (9 ) при i = h > fo , h = To 
имеем 

||a - < iV 1 7 e + J i y 1 5 ( e A ) V s ln*(Not/e)dt < 

< ( i V 1 7 + J г/-3/2 In 2 (J7 0 y) d y ) e = iV 1 8 8. 

Из явной формулы для m(t,x) и (5 ) при # ^ > У е £ имеем асимптотиче­
ское равенство 

(т — p)dx ~ — 8 In (е£/ (яд: 2 )) . 

Отсюда следует, что как при q'''(y) Ф 0, так и при #"(2/) = 0 справедлива 
оценка 

\\М - uh ^ iVi 98 In (t I e ) ^ iV 2 0 In (t I e ) ЦЛГ - v\\t > 0, 

причем TVis, N20 не зависят от / . Таким образом, величина М — и является 

главным членом отклонения v — 1г. 
Поступила в редакцию 

11.10.1965 
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