
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 449, 2016 Ç.÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï ÷íîïçïíåòîùå ãåðîùå äòïâé÷×ÅÄÅÎÉÅ0.1. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÈ ÞÉÓÅÌ ðÉÚÏ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ � = (�1; : : : ; �d), ÇÄÅ �1 = �d, �2 = �d−1, . . . , �d = �1 É� > 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁfa(x) = xd+1 + adxd + · · ·+ a1x− 1 (0.1)ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1 > 3 Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ai = 1; 2; 3; : : :ó ×ÅËÔÏÒÏÍ � Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ p = a1+· · ·+ad �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑT (i) em,→ Td (0.2)× ÔÏÒ Td = Rd=Zd ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× T (i) ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : äÁÎÎÙÅÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ Td, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈT (i) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÑÄÒÁÍÉ. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Qa, R1;a; : : : , Rd;a ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁa = 0; 1; 2; : : : Ó ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÁËÉÅ ÖÅ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ËÁË É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÉÚ (0.1).÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 0.1. 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = ap, ÇÄÅ a = 1; 2; 3; : : : , ×ÅËÔÏÒv(i)min = (−Qa�1 +Ra;1; : : : ;−Qa�d +Ra;d) (0.3)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:v(i)min ∈ T (i) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ Qa > 1: (0.4)ó×ÏÊÓÔ×Ï (0.4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙxj ≡ −j� mod ZdëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ, ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÑ, ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÞÉÓÌÁ ðÉÚÏ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ N 14-01-00360.168



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 169ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ xj =∈ T (i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 j < Qa (0.5)× ÑÄÒÏ T (i) { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (0.2).2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ðÉÚÏ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á:
|Qa�1 −Ra;1|+ · · ·+ |Qa�d −Ra;d| 6 
%a; (0.6)ÇÄÅ % < 1 É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.1. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (0.4), (0.5) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÁÉ-ÌÕÞÛÅÅ ÑÄÅÒÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ (karyon approximation). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÔÏÞËÉ v(i)min ÉÚ (0.3) ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë 0 mod ZdÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (i)-ÎÏÒÍ (ÑÄÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍ), × ËÁÞÅÓÔ×Å ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÂÒÁÎÙ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ T (i) { ÑÄÒÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ Td.0.2. ëÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ðÉÚÏ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ ÄÌÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ % × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (0.6)× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (0.1). �ÁË,ÄÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 7.1 É 7.2 ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 0.2. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) = x3 + a2x2 + a1x − 1 ÉÍÅÅÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2 = 1; 2; 3; : : :, 0 < � < 1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), É �1 = �2, �2 = �. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÄÌÑ a = 0; 1; 2; : : : ÚÁÄÁÎÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍfa+3 = a1fa+2 + a2fa+1 + fa (0.7)Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ f0 = 1, f1 = 1, f2 = 3, É �ÕÓÔØ R1;a = fa,R2;a = fa+1, Qa = fa+2.1. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 4a1 > a22, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : :Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Qa�1 −R1;a|+ |Qa�2 −R2;a| 6 10 · %(a−1)=2; (0.8)ÇÄÅ % < a−1=21 :2. ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ a2 6 a1 6 2a2 − 5 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|Qa�1 −R1;a|+ |Qa�2 −R2;a| 6 10 · %a−1 (0.9)É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ % < 1− 1a2+1 :



170 ÷. ç. öõòá÷ìå÷úÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.2. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.1 �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (0.8) ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÉ×ÙÞÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ
∣

∣

∣�1 − R1;aQa ∣

∣

∣+ ∣

∣

∣�2 − R2;aQa ∣

∣

∣ 6

Q1+1=2a ; (0.10)×ÅËÔÏÒÁ (�1; �2) Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ �Å�ÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ (R1;aQa ; R2;aQa ) Ó ÞÉÓÌÉÔÅ-ÌÑÍÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (0.7). ÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (0.10) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
 > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ a = 1; 2; 3; : : :0.3. þÉÓÌÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ðÉÚÏ. óÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (0.1) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁfa(x) = xd+1 + xd + · · ·+ x− 1: (0.11)åÓÌÉ � > 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (0.11), ÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�−1 ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ðÉÚÏ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ d = 1; 2; 3; : : : ÚÁÄÁÄÉÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍfa+d+1 = fa+d + : : :+ fa+1 + fa (0.12)ÄÌÑ a = 0; 1; 2; : : : Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉf0 = 1; : : : ; fd−1 = 1; fd = d+ 1: (0.13)�ÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ fa Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÞÉ-ÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : : , �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ (0.12), (0.13), ÅÓÌÉ×ÙÂÒÁÔØ d = 1.÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.1 ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÄÌÑÞÉÓÅÌ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ðÉÚÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 0.3. ðÕÓÔØ � > 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁìÉÔÔÌ×ÕÄÁ (0.11) ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1 > 3, �1 = �d, : : : , �d = �, É �ÕÓÔØ ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R1;a, : : : , Rd;a, Qa ÄÌÑ a = 0; 1; 2; : : :ÚÁÄÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉR1;a = fa; : : : ; Rd;a = fa+d−1; Qa = fa+d; (0.14)ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (0.12), (0.13). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : : ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ

|Qa�1 −R1;a|+ · · ·+ |Qa�d −Rd;a| 6 d(2d+ 1)%a−1d (0.15)Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ %d < 1, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ d. úÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ %d ÄÌÑ 2 6 d 6 20 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Å (8.13).



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 171úÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.3. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 0.1 Ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÞÉÓÅÌ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 0.3 ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ (0.4),(0.5) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ðÉÚÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1.0.4. éÓÔÏÒÉÑ É ÍÅÔÏÄÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ(0.4), (0.5) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (i)-ÎÏÒÍ, Ï�ÉÒÁÅÔÓÑÎÁ ÍÅÔÏÄ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-ÎÙÈ ÔÏÒÏ× [1{3℄.äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÖÅ ÉÚ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ (0.4), (0.5) ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ×ÔÅÏÒÅÍÁÈ 0.2 É 0.3 ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ [1, 4℄. òÁÎÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ×ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ [5,6℄, Á Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ { ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ [7℄É ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ [4℄. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �Å�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ËÕÂÉÞÅ-ÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × [8{14℄.�ÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÒÁÚ×É×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÍ ÓÔÅÒÖÎÅÍÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ [15℄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅËÁÑ ÉÒ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÂÙÞÎÕÀ �Å�-ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ.ðÕÓÔØ x = (x1; : : : ; xd) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ RÉ Fx = Q(x1; : : : ; xd) { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, �Ï-ÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xd. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÅ�ÅÎØÔÏÞËÉ x ÎÁÄ Q, �ÏÌÁÇÁÑ deg(x) = degFx, ÇÄÅ Ó�ÒÁ×Á ÕËÁÚÁÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØdegFx = [Fx : Q℄ �ÏÌÑ Fx, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁ �ÏÌÅÍ Q.÷ [1℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 0.4. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x = (x1; : : : ; xd) ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ,Ô.Å. ÞÉÓÌÁ 1; x1; : : : ; xd ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Z. åÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞ-ËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Æ ÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù d-ÍÅÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ D, ÔÏ ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎØdeg(x) = d+ 1:ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 0.4 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÅÒ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1, Ô.Ë. × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ



172 ÷. ç. öõòá÷ìå÷x ×ÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ × d-ÍÅÒÎÕÀ �Å�ÎÕÀÄÒÏÂØ.÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [4℄ ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ É × [16℄ { ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (0.1)Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÙÍÉ �Å�ÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÕÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ d + 1 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ5.1). ÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÁÑ Ó×ÑÚØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ó ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙ-ÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÂÙÌÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ × [17℄.
§1. þÉÓÌÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ðÉÚÏ1.1. åÄÉÎÉ�Ù ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙfa(x) = xd+1 + adxd + · · ·+ a1x− 1 (1.1)ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1 > 3 Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ai = 1; 2; 3; : : : �Á-ËÉÅ fa(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ △-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ [4℄. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎfa(x) ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ fa(�) = 0 × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 0 < � < 1,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ� = (�1; : : : ; �d) ∈ △int; (1.2)ÇÄÅ �1 = �d, �2 = �d−1, . . . , �d = �1 É △ | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ d-ÍÅÒÎÙÊÓÉÍ�ÌÅËÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ (0; : : : ; 0), (1; ldots; 0); : : : ; (0; : : : ; 1) ÉÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd.åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ÔÏ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fa(x) { △irr-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ � ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1.éÚ △irr-ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a0 = −1 ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ (1.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÏÒÍÙNQ(�)=Q(�) = (−1)d ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(�)ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1.1.2. þÉÓÌÁ ðÉÚÏ{÷ÉÄÖÁÑÒÁÇÈÁ×ÁÎÁ. ðÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ(1.1) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf∗a (x) = xd+1 − a1xd + · · · − adx− 1; (1.3)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 173Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó fa(x) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍf∗a (x) = −xd+1fa( 1x): (1.4)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �−1 > 1 ÂÕÄÅÔËÏÒÎÅÍ f∗a (�−1) = 0 ÉÎ×ÅÒÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1.3).éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1.1) É (1.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Õ ÞÉÓÌÁ �−1 ×ÓÅÅÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ �−11 ; : : : ; �−1d , ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ, ÌÅÖÁÔ×ÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ |�−1i | < 1, ÔÏ �−1 ÎÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ðÉÚÏ-÷ÉÄÖÁÑÒÁÇÈÁ×ÁÎÁ [18℄. ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÙÞÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁ-ÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ { ÞÉÓÌÁ ðÉÚÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗a (x) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ðÉÚÏ.
§2. ëÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÊ É ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ2.1. ðÏÒÑÄËÏ×ÁÑ É ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Ù. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1ÉÚ [16℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ fa(x) ÉÚ (1.1) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑÍÁÔÒÉ�Á M = 















a1 − 1a1a1 + ad − 2: : :a1 + a3 − 2a1 + a2 − 2 0 : : : 0 0 10 : : : 0 0 11 : : : 0 0 1: : :0 : : : 1 0 10 : : : 0 1 1
















: (2.1)üÔÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ d+ 1. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÕ-ÍÅÒÁ�ÉÀ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÍÁÔÒÉ�Å M ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó 0.ëÒÏÍÅ ÍÁÔÒÉ�ÙM × ÔÅÏÒÅÍÅ 9.2 ÉÚ [16℄ ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝÅ ËÁÌÉ-ÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A { ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ d. éÓ�ÏÌØÚÕÑÄÌÑ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M ÆÏÒÍÕÌÕ (2.1), ÍÁÔÒÉ�Õ A ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ×ÉÄÅA = 















−�1
−ad�1 + 1
−ad−1�1: : :
−a3�1
−a2�1 −�2

−ad�2
−ad−1�2 + 1: : :

−a3�2
−a2�2 : : : −�d−1

−ad�d−1
−ad−1�d−1: : :
−a3�d−1

−a2�d−1 + 1 −�d
−ad�d

−ad−1�d: : :
−a3�d
−a2�d

















: (2.2)
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hA(x) = det (xEd −A)= det















x+ �1
−1 + ad�1ad−1�1: : :a3�1a2�1 �2x+ ad�2

−1 + ad−1�2: : :a3�2a2�2 : : : �d−1ad�d−1ad−1�d−1: : :x+ a3�d−1
−1 + a2�d−1 �dad�dad−1�d: : :a3�dx+ a2�d

















(2.3)ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù (2.2), ÇÄÅ Ed { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁd, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.ìÅÍÍÁ 2.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ × (2.3) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
hA(x) = xd + 
d−1xd−1 + · · ·+ 
1x1 + 
0 (2.4)ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ
d−k = �k + ad�k+1 + · · ·+ ak+1�d (2.5)ÄÌÑ 1 6 k 6 d. úÄÅÓØ �k Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (1.2), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ�ÏÌÁÇÁÅÍ �k = 0, ÅÓÌÉ k > d.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(i1; : : : ; ik) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÏ-ÒÙ ÍÁÔÒÉ�Ù −A, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ 1 6 i1 < · · · < ik 6 d ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. éÚ (2.2) ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁA(i1; : : : ; ik) = 0; (2.6)ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÏÍÅÒÏ× i1; : : : ; ik ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÎÅ ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÈÎÏÍÅÒÁ is+1 − is > 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.3) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ
d−k = ∑16i1<···<ik6dA(i1; : : : ; ik) (2.7)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �Å�ÏÞËÁÍ (i1; : : : ; ik), ËÏÇÄÁ is+1 − is = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈs × ÓÉÌÕ (2.6). åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ad+1 = 1, ÔÏÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× A(i1; : : : ; ik) ÉÚ ÓÕÍÍÙ (2.7) ÍÏÖÎÏ ×Ù�É-ÓÁÔØ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕA(i1; : : : ; ik) = ad+k+1−ik�ik : (2.8)�Å�ÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (2.7) É (2.8) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.5). �



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 175ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ëÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 
hA(x) ÉÚ (2.3) É ÉÎ-×ÅÒÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗a (x) ÉÚ (1.3) Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍf∗a (x) = 
hA(x)(x−
1�); (2.9)ÇÄÅ 0 < � < 1 { ËÏÒÅÎØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ× (1.1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ (1.2) ÉÍÅÅÍ �1 = �d, �2 = �d−1, . . . ,�d = �. �ÁË ËÁË �d = � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), ÔÏ1�d = �1 + ad�2 + : : :+ a2�d + a1: (2.10)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ 1� = 1�d ÉÚ (2.10) × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (2.9) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ(2.5) ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× 
k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 
hA(x),�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.9). �

§3. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊÍÁÔÒÉ�Ù3.1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ �Ï-ÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙM, Ï�ÒÅÄÅÌÎÎÏÊ × (2.1), ÍÏÖÅÍ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÅÅ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
hM(x) = det(xEd+1 −M)= det






x− a1 + 1
−a1

−ad − a1 + 2: : :
−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2 0 : : : 0 0 −1x : : : 0 0 −1

−1 : : : 0 0 −1: : :0 : : : −1 x −10 : : : 0 −1 x− 1
















: (3.1)3.2. ó×ÑÚØ Ó ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ× ÎÁÛÅ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù(3.1) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ fa(x).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (3.1) ÒÁ×ÅÎ
hM(x) = f∗a (x) (3.2){ ÉÎ×ÅÒÓÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ (1.3).



176 ÷. ç. öõòá÷ìå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ (1.3) ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (3.2)ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
hM(x) = xd+1 − a1xd + : : :− adx− 1: (3.3)òÁÚÌÁÇÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (3.1) �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ
hM(x) = A0 +A1 + · · ·+Ad: (3.4)åÓÌÉ ÄÌÑ Ak ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:A0 = (−a2 − a1 + 2)xd−1 + (−a3 − a1 + 2)xd−2+ · · ·+ (−ad − a1 + 2)x− a1;A1 = (−x+ a1 − 1)x0;
· · ·Ad−1 = (−x+ a1 − 1)xd−2;Ad = xd+1 − (a1 − 1)xd + (−x+ a1 − 1)xd−1; (3.5)ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.3).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mdk ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÉÎÏÒ × ÍÁÔÒÉ�Å ÉÚ (3.1) ÄÌÑÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k = 0; 1; : : : ; d. íÉÎÏÒMd0 = det







−a1
−ad − a1 + 2

−ad−1 − a1 + 2: : :
−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2 x 0 : : : 0 0

−1 x : : : 0 00 −1 : : : 0 0: : :0 0 : : : −1 x0 0 : : : 0 −1
















(3.6)ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ É ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÅÈÏÄMd0 = −(−a2 − a1 + 2)xd−1 +Md−10 (3.7)Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ Md−10 �ÏÒÑÄËÁ d − 2. äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ d = 2ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕM20 = −[(−a2 − a1 + 2)x− a1℄: (3.8)éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÅÒÅÈÏÄ (3.7) É (3.8), �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕMd0 = (−1)d−1[(−a2 − a1 + 2)xd−1 + (−a3 − a1 + 2)xd−2 (3.9)+ · · ·+ (−ad − a1 + 2)x− a1℄:äÌÑ ÍÉÎÏÒÏ× Mdi Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i = 1; : : : ; d− 1 ÆÏÒÍÕÌÁ (3.9) Õ�ÒÏÝÁ-ÅÔÓÑ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄMdi = (−1)d−1(−x+ a1 − 1): (3.10)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 177äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÍÉÎÏÒÁ Md1 ÉÍÅÅÍMd1 = det




x− a1 + 1
−ad − a1 + 2: : :
−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2 0 0 : : : 0 0

−1 x : : : 0 0: : :0 0 : : : −1 x0 0 : : : 0 −1 









= (−1)d−1(−x+ a1 − 1): (3.11)÷ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÏÒÁ Mdd ÆÏÒÍÕÌÁ (3.10) ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑMdd = det




x− a1 + 1
−a1

−ad − a1 + 2: : :
−a3 − a1 + 2 0 0 : : : 0 0x 0 : : : 0 0

−1 x : : : 0 0: : :0 0 : : : −1 x 









= (−x+ a1 − 1)xd−1: (3.12)îÁËÏÎÅ�, ÓÏÂÉÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.9), (3.10) É (3.12), �ÏÌÕÞÁÅÍÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.5) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ Ak, ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (3.4) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.3) ÄÌÑ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 
hM(x). �

§4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ú×ÅÚÄ É ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÑÄÅÒÎÙÅÒÁÚÂÉÅÎÉÑâÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÓÍ. × [1℄.4.1. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ. ðÕÓÔØL = Z[l1; : : : ; ld℄ (4.1){ �ÏÌÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd Ó ÂÁÚÉÓÏÍ l1; : : : ; ld É T { ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Rd. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊÔÏÒÁ TdL = Rd=L, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅT −→
∼ TdL : x 7→ xmodL{ ÂÉÅË�ÉÑ. òÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T = T0 ⊔ T1 ⊔ · · · ⊔ Td (4.2)É �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅT S′

−→ T : S′(x) = x+ v
ol(x) (4.3)



178 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v0; v1; : : : ; vd, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (4.1) ÒÅÛÅÔËÉ L ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍÉ lk = vk − v0 ÄÌÑ k = 1; : : : ; d: (4.4)÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (4.3) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 
ol(x) = k ÄÌÑ �×ÅÔÁ ÔÏ-ÞÅË x, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Tk ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (4.2), ÇÄÅ k =0; 1; : : : ; d.ðÒÉÍÅÒÁÍÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË ÔÏÒÁ ÄÌÑ d = 2 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÄÌÑD = 3 { ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒÙ æÅÄÏÒÏ×Á [19℄, Á ÄÌÑD = 4 {�ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ [20℄. ïÂÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË ÔÏÒÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [21,22℄.åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ v0 = �′; (4.5)ÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (4.4) É (4.5) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑvk ≡ �′ mod LÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; d. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ (4.3) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÄ×ÉÇÕ ÔÏÒÁ S′ = S′�′ :T S′

−→ T : S′(x) ≡ x+ �′ mod L (4.6)ÎÁ ×ÅËÔÏÒ �′ modL.ëÒÏÍÅ ÔÏÒÁ TdL, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÏÒ Td
L = Rd=L ÄÌÑÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ L ⊂ Rd. úÁÄÁÄÉÍ ÓÄ×ÉÇ S = S� ÔÏÒÁ Td

L ÎÁ×ÅËÔÏÒ � ∈ Rd, �ÏÌÁÇÁÑ
Td
L

S
−→ Td

L : x 7→ S(x) ≡ x+ �modL: (4.7)äÁÌÅÅ ÔÏÒÙ Td
L ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ËÁË ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÒÏ× TdL Ó ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ L.4.2. ÷ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÒ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÉÚ (4.2) ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ T em,→ Td

L (4.8)× ÔÏÒ TD
L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S�, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 1791. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ Rd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÒÁÚÌÉÞÉÍÙÍ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y ÉÚ T , Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x ≡ ymodL, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y. úÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅT −→
∼ T modL : x 7→ xmodL (4.9)ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ; É �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (4.9)ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ T ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏT ⊂ Td

L (4.10)× ÔÏÒ Td
L.2. ÷ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ (4.3) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄvk ≡ mk� modL (4.11)ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; d Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ mk = 1; 2; 3; : : :3. ðÕÓÔØOrb+(Tk) = {Sj(Tk); j = 1; : : : ;mk − 1} (4.12)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÒÂÉÔÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Tk ⊂ T . ÷ ÓÉÌÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ (4.10)ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ Orb+k ⊆ Td

L. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÏÒÂÉÔÙ (4.12) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀOrb+(Tk) ∩ T = ∅ (4.13)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ; d.þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë (4.12) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÝÅ �ÏÌÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙOrb(Tk) = {Sj(Tk); j = 0; 1; : : : ;mk − 1}: (4.14)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ � = (�1; : : : ; �D) ÉÚ(4.7) ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ:ÞÉÓÌÁ 1; �1; : : : ; �d ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z:(4.15)úÄÅÓØ �k { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔ-ËÉ L.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ (4.8) × ÔÏÒ Td
L, ÒÁÚ-×ÅÒÔËÁ T ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ, É �ÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ � ÄÌÑ ÓÄ×ÉÇÁS = S� ÉÚ (4.7) ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ (4.15). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



180 ÷. ç. öõòá÷ìå÷1. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �ÏÌÎÙÈ ÏÒÂÉÔ Orb(Tk) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô.Å.Sj1(Tk1) ∩ Sj2(Tk2) 6= ∅ (4.16)ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ j1 = j2 É k1 = k2.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÔÏÒÁ Td
L:

T = T0 ⊔ T1 ⊔ · · · ⊔ Td; (4.17)ÇÄÅ
Tk = Tk ⊔ S1(Tk) ⊔ · · · ⊔ Smk−1(Tk){ ÏÒÂÉÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �ÏÌ-ÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ Orb(Tk) ÉÚ (4.14).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [1℄. �4.3. �ÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ S′ : T −→ T ÉÚ (4.6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍðÕÁÎËÁÒÅ { ÄÌÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÒÁ S : Td

L −→ Td
L ÉÚ (4.7), ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁS′ = S|T : (4.18)íÎÏÖÅÓÔ×Ï T �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÔÏÒÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ(ÓÒ. [25℄) ÑÄÒÏÍ (karyon) ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T . þÔÏÂÙ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁ ÔÁËÕÀÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ T É T ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑT = Kr = Kr(T ): (4.19)ïÂÏÚÎÁÞÉÍT = T (v); T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ · · · ⊔ Td (4.20)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ T ÉÚ (4.2) É ÑÄÅÒÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (4.17) ÔÏÒÁ

Td
L, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÒ T em,→ Td

L ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ T .4.4. ú×ÅÚÄÙ É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×v = {v0; v1; : : : ; vd}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T = T (v) ÔÏÒÁ TdL Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ �ÅÒÅËÌÁ-ÄÙ×ÁÎÉÑ v0; v1; : : : ; vd. åÓÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ T em,→ Td
L× ÔÏÒ Td

L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S�, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑv em,→ Td
L (4.21)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 181× ÔÏÒ Td
L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ � = {k1; k2} ÉÚ

{0; 1; : : : ; d}ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v� = vk1 + vk2 Ú×ÅÚÄÙ v ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ H�′ , �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ Ú×ÅÄÙ vk ∈ v Ó ÎÏ-ÍÅÒÁÍÉ k ÉÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ �′ = {0; 1; : : : ; d} \ �. åÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÄÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÔÏ Ú×ÅÚÄÕ v = {v0; v1; : : : ; vd} ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅ-×Ù×ÏÖÄÅÎÎÏÊ. äÌÑ ÎÅ×Ù×ÏÖÄÅÎÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �-�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÚ×ÅÚÄÁ v �
−→ v� = {v�0 ; v�1 ; : : : ; v�d }; (4.22)ÇÄÅ v�k1 = vk1 ; v�k2 = v�ÉÌÉ v�k1 = v� ; v�k2 = vk2× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× vk1 , v� ÉÌÉ vk2 , v� �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ H±�′ , Év�k′ = vk′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k′ ∈ �′:÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ËÌÁÄÙ-×ÁÀÝÉÈÓÑ Ú×ÅÚÄ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v = {v0; v1; : : : ; vd} ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ (4.21) × ÔÏÒ Td

L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S� Ó ÉÒÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍ (4.15) ×ÅËÔÏÒÏÍ �. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÅÅ �-�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑv� = {v�0 ; v�1 ; : : : ; v�d } ÄÌÑ � ∈ � ÔÁËÖÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑv� em,→ Td
L (4.23)× ÔÏÔ ÖÅ ÔÏÒ Td

L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S.4.5. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ Ú×ÅÚÄÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ú×ÅÚÄÕv(0) = {v0; v1; : : : ; vd}, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×v0 = −�; v1 = e1 − �; : : : ; vd = ed − �; (4.24)ÇÄÅ � { ×ÅËÔÏÒ (1.2) É e1 = (1; 0; : : : ; 0), : : : ; ed = (0; 0; : : : ; 1) { ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd.÷ [16℄ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÊ (4.24) ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ �1; �2; : : : Ó �ÅÒÉÏÄÏÍp = a1 + · · ·+ ad; (4.25)



182 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÇÄÅ ak { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) ÉÚ (1.1), Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ú×ÅÚÄv(i) = (((v(0))�1 )�2 : : :)�i (4.26)Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i = 0; 1; 2; : : : óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.1 ÉÚ [16℄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ Ú×ÅÚÄ (4.26) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.3. åÓÌÉ i = ap+ b, ÇÄÅ a = 0; 1; 2; : : : , b = 0; : : : ; p− 1 É p {�ÅÒÉÏÄ (4.25), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : : Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁv(i) = Aav(b): (4.27)úÄÅÓØ A { ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÑ × (2.2).4.6. ñÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ (4.20) Ú×ÅÚÄÁÍ v(i) ÉÚ (4.27)�ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÑÄÒÁ { ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁT (i) = T (v(i)); (4.28)× ÓÉÌÕ (4.23) ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑT (i) em,→ Td (4.29)× ÔÏÒ Td = Rd=Zd, ÇÄÅ Zd { ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ d-ÍÅÒÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ.÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÎÎÙÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ (4.28) �ÏÒÏÖÄÁÀÔÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
T (i) = T (v(i)) = T

(i)0 ⊔ T
(i)1 ⊔ · · · ⊔ T

(i)d (4.30)ÔÏÒÁ Td.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. éÍÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (4.29) É ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (4.30)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á (0.4){(0.5) ×ÅËÔÏÒÏ×v(i)min ÉÚ (0.3) ÂÙÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ ÎÕÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏT (i)-ÎÏÒÍ (ÑÄÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍ).
§5. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ�5.1. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÄÁÄÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ Qa, R1;a; : : : , Rd;a ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a = 0; 1; 2; : : : ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍQa+d+1 = a1Qa+d + · · ·+ adQa+1 +Qa;Rk;a+d+1 = a1Rk;a+d + · · ·+ adRk;a+1 +Rk;a (5.1)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 183ÄÌÑ k = 1; : : : ; d É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉQ0 = d+ 1; Q1 = ∑k;lmkl; : : : ; Qd = ∑k;lmdkl;R1;0 = 1; R1;1 = ∑k mk1; : : : ; R1;d = ∑k mdk1;: : : : : : : : :Rd;0 = 1; Rd;1 = ∑k mkd; : : : ; Rd;d = ∑k mdkd; (5.2)ÇÄÅ M = (mkl)(d+1)×(d+1) { �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ (2.1), ÉÍÅÀÝÁÑÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× 0; 1; : : : ; d, É Mi = (mikl)(d+1)×(d+1) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ i-ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÁÔÒÉ�Ù M.5.2. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 11.2 Ï ÑÄÅÒÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÉ ÉÚ [16℄ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÅÄÉÎÉ�ÁÍ ðÉÚÏ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ T (i) { ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÒ ÑÄÒÁ (4.28) Ó ÎÏ-ÍÅÒÁÍÉ i = ap, ÇÄÅ p { �ÅÒÉÏÄ (4.25), É �ÕÓÔØ Qa, R1;a; : : : , Rd;a {ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a = 0; 1; 2; : : : ÓÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (5.1) É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (5.2). �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = ap ×ÅËÔÏÒv(i)min = (−Qa�1 +Ra;1; : : : ;−Qa�d +Ra;d) (5.3)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:v(i)min ∈ T (i) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ Qa > 1: (5.4)ó×ÏÊÓÔ×Ï (5.4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙxj ≡ −j� mod Zd ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔxj =∈ T (i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 j < Qa (5.5)× ÑÄÒÏ T (i) { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (4.28).2. ïÂßÅÍ s(T (i)) ÑÄÒÁ T (i) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅs(T (i)) = |detA|as(T (0)); (5.6)ÇÄÅ detA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ(2.2), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < |detA| < 1.3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÉÚ (1.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ △irr-ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏÍ, Á ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗a (x) ÉÚ (1.3) ÂÕÄÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ
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|Qa�1 −Ra;1|+ · · ·+ |Qa�d −Ra;d| 6 
(0)s %(A)a; (5.7)ÇÄÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A) < 1, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
(0)s = 
s(A)rs(v(0)min)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a. úÄÅÓØ 
s(A) { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (6.5), Érs(v(0)min) { ÄÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (5.3) × ÍÅÔÒÉËÅ |x|s = |x1| +: : :+ |xd|, ÒÁ×ÎÁÑrs(v(0)min) = |(d+ 1)�1 − 1|+ · · ·+ |(d+ 1)�d − 1|: (5.8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÏ×ÙÍ, �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 11.2 ÉÚ [16℄, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á %(A) < 1 ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ%(A) = max{|�1|; : : : ; |�d|} (5.9)ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÇÄÅ �1; : : : ; �d { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁ-ÔÒÉ�ÙA. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.7) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ Ó�ÅËÔÒÁ �i 6= �i′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′, ÞÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ-ÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÁ △irr-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.9). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(2.9) ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï %(A) < 1, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗a (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ðÉÚÏ. �ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÊÓÔ× (5.4)-(5.5) ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.1.

§6. ëÏÎÓÔÁÎÔÙ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
s(A) É
(0)s = 
s(A)rs(v(0)min);×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (5.7).6.1. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 
s(A). ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 
s(A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á
|Ax|s 6 
s(A)%(A)|x|s; (6.1)×Ù�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Rd Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅÍ 
s(A). úÄÅÓØ |x|s = |x1| + · · · + |xd| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀs-ÍÅÔÒÉËÕ. ÷ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÅÔÒÉËÉ |x|s ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
s(A)�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
s(A) = 1%(A) max

|x|s=1 |Ax|s: (6.2)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 185íÎÏÖÅÓÔ×Ï |x|s = 1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ⊂ Rd, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÏÞÅË
|x|s 6 1 É ÉÍÅÀÝÅÇÏ �ÅÎÔÒ × 0. ïÔÓÀÄÁ É ÁÆÆÉÎÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑx 7→ Ax ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ max

|x|s=1 |Ax|s = maxx∈V (P) |Ax|s; (6.3)ÇÄÅ V (P) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁP . �Å�ÅÒØ ×ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ñ×ÎÙÍ ×ÉÄÏÍ (2.2) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A. ðÏÓËÏÌØËÕ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ V (P) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ
±vk = ±

















0...1...0














Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ k = 1; : : : ; d, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØmaxx∈V (P) |Ax|s = max{1 + (d− 2)�2; d�}; (6.4)ÔÁË ËÁË �1 = �d, �2 = �d−1, . . . , �d = � É 0 < � < 1.ìÅÍÍÁ 6.1. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 
s(A) × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (6.1) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ 
s(A) = 1%(A) max{1 + (d− 2)�2; d�}; (6.5)ÇÄÅ %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A É 0 < � <1 { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) ÉÚ (1.1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (6.2){(6.4). �6.2. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 
(0)s .ìÅÍÍÁ 6.2. äÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ
(0)s = 
s(A)rs(v(0)min); (6.6)ÇÄÅ rs(v(0)min) { ÒÁÄÉÕÓ (5.8) ÎÕÌÅ×ÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v(0), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï 
(0)s = rs(v(0)min)%(A) max{1 + (d− 2)�2; d�}: (6.7)
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(0)s ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÒÕÂÁÑ Ï�ÅÎËÁ
(0)s 6
d(2d+ 1)%(A) : (6.8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.7) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (6.5), Á Ï�ÅÎËÁ (6.8) {ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×max{1 + (d− 2)�2; d�} < d; rs(v(0)min) 6 2d+ 1: (6.9)ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (6.9) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á � < 1. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÏÂßÅÍ ÓÕÍÍÕrs(v(0)min) = |(d+ 1)�1 − 1|+ · · ·+ |(d+ 1)�d − 1| = r− + r+ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ r− É r+, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó �i < 1d+1 É �i > 1d+1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ ÞÔÏ �i > 0 É �1 + · · ·+ �d < 1, ÔÏ ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØ r− < d É r+ < d+ 1, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ(6.9). �

§7. ëÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ðÉÚÏ7.1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÒÉ d = 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÉÚ (1.1) Ó×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ 0 < � < 1 ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÅÝÅ Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ �; � { ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÉÌÉ Ä×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈËÏÒÎÑ �2 6 �1 < 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.îÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2 = 1; 2; 3; : : : ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁfa(x), ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈËÏÒÎÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áx3 + a2x2 + a1x 6 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x 6 0, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õx2−a2x+a1 > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x > 0 ÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÀ a22−4a1 6 0 ÎÁ ÄÉÓËÒÉÍÉ-ÎÁÎÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊÓÌÕÞÁÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ4a1 > a22: (7.1)ìÅÍÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ d = 2 ÉÚ (1.1) ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 4a1 > a22, 0 < � < 1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), É �ÕÓÔØ %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ËÁ-ÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ (2.2). �ÏÇÄÁ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A)×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ %(A) = �1=2; (7.2)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 187ÇÄÅ � < 1a1 : (7.3)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Õ %(A) < 1a1=21 : (7.4)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.1. óÏÇÌÁÓÎÏ (2.9)ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù 
hA(x) ÄÅÌÉÔÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f∗a (x) ÉÚ (1.3), × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.4) É ÕÓÌÏ×ÉÑ(7.1) ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ �−1, � −1, �−1. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 
hA(x) ÂÕÄÕÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ �−1; � −1 É, ÚÎÁÞÉÔ,%(A) = 1
|�| (7.5)�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (5.9). óÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (1.4), ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ |�−1|2�−1 = 1. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ1

|�| = �1=2: (7.6)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (7.5) É (7.6) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (7.2). äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ0 < � < 1 { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), ÔÏ ÉÚ (1.1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa1�−1 < 0 ÉÌÉ � < 1a1 . ïÔÓÀÄÁ É (7.6) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.4). ��ÅÏÒÅÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) = x3 + a2x2 + a1x − 1 ÉÍÅÅÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2 = 1; 2; 3; : : : Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (7.1), 0 < � < 1 { ËÏÒÅÎØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), É �1 = �2, �2 = �. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÄÌÑ a = 0; 1; 2; : : : ÚÁÄÁÎÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍfa+3 = a1fa+2 + a2fa+1 + fa (7.7)Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ f0 = 1, f1 = 1, f2 = 3, É �ÕÓÔØ R1;a = fa,R2;a = fa+1, Qa = fa+2. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : : ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Qa�1 −R1;a|+ |Qa�2 −R2;a| 6 10 · �(a−1)=2; (7.8)ÇÄÅ ËÏÒÅÎØ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ� < a−1=21 : (7.9)
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∣

∣

∣�1 − R1;aQa ∣

∣

∣+ ∣

∣

∣�2 − R2;aQa ∣

∣

∣ 6

Q1+1=2a ; (7.10)ÇÄÅ 
 > 0 { ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ a ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|Qa�1 −R1;a|+ |Qa�2 −R2;a| 6 
(0)s %(A)a (7.11)Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
(0)s , × ÓÉÌÕ (6.8) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
(0)s 6
10%(A) ; (7.12)ÇÄÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ %(A) = �1=2 É�ÒÉ ÜÔÏÍ � < 1a1 ÓÏÇÌÁÓÎÏ (7.2) É (7.3). ïÔÓÀÄÁ, (7.11) É (7.12) �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (7.8), (7.9).óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1 ÒÅËÕÒÒÓÉ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÉÚ(7.7) ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 
hM(x) = f∗a (x) Ó ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ �−1 > 1 É Ä×ÕÍÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÎÕÌÑÍÉ�−1 6= � −1 Ó ÍÏÄÕÌÅÍ |�−1| < 1. ïÔÓÀÄÁ É (7.7) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉfa ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅfa = 
�−a + "�−a + "� −a (7.13)ÄÌÑ ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : : , ÇÄÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 
 > 0. ðÏÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Qa = fa+2. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (7.8) É (7.13) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (7.10). �7.2. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) = x3+a2x2+a1x−1�ÏÄÂÅÒÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2 = 1; 2; 3; : : : ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÉÍÅÌ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ �1 É �2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ�2 < �1 < −1−� < 0 < � < 1: (7.14)äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÕÓÌÏ×ÉÑfa(−2) > 0; fa(−1−�) < 0; (7.15)ÇÄÅ 0 < � < 1. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ � = 1=a2, ÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×a2 6 a1 6 2a2 − 5 (7.16)ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ (7.15) É, ÚÎÁÞÉÔ, { ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.14).



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 189ìÅÍÍÁ 7.2. ðÕÓÔØ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) = x3+a2x2+a1x−1 ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (7.16), É �ÕÓÔØ %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊÒÁÄÉÕÓ (5.9) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ (2.2). �ÏÇÄÁ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊÒÁÄÉÕÓ %(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ%(A) < 1− 1a2 + 1 : (7.17)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ (7.14) É (7.15) ÓÌÅÄÕÅÔ%(A) = |�−11 | < (1 + 1=a2)−1;ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.17). ��ÅÏÒÅÍÁ 7.2. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) = x3 + a2x2 + a1x − 1 ÉÍÅÅÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2 = 1; 2; 3; : : : Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (7.16), É �ÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R1;a = fa, R2;a = fa+1, Qa = fa+2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (7.7). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : :×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Qa�1 −R1;a|+ |Qa�2 −R2;a| 6 10 · %(A)a−1; (7.18)ÇÄÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ%(A) < 1− 1a2 + 1 : (7.19)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6.8) É ÌÅÍ-ÍÙ 7.2. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. åÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ï�ÅÎËÉ (7.8), (7.9) Ó ÎÏ×ÙÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ(7.18), (7.19), ÔÏ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÏÓÌÁ-ÂÌÅÎÉÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÒ Td ÑÄÅÒT (i) ÉÚ (4.28). ðÒÉÞÉÎÁ ÔÏÍÕ { ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÑÄÅÒ-ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× T (i) �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ.

§8. þÉÓÌÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ-ðÉÚÏ8.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ. óÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (1.1) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai = ±1. íÙ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁfa(x) = xd+1 + xd + · · ·+ x− 1: (8.1)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÊ (1.3) ÄÌÑ fa(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf∗a (x) = xd+1 − xd − · · · − x− 1 (8.2)



190 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ðÉÚÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [23℄). ïÎ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 1 < �−1 < 2, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ �−11 ; : : : ; �−1d ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ×ÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ
|�−1i | < 1: (8.3)÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ �−1 > 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (8.2) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉìÉÔÔÌ×ÕÄÁ-ðÉÚÏ. ïÎÉ ×ËÌÀÞÁÀÔ × ÓÅÂÑ ÄÌÑ d = 1 ÚÏÌÏÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ� = 1+√52 = 1:618 : : : É ÄÌÑ d = 2 ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ � =1:839 : : : , ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ òÏÚÉ [24,25℄.8.2. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÉÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. ðÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ d = 1; 2; 3; : : : ÚÁÄÁÄÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fa ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ fa+d+1 = fa+d + · · ·+ fa+1 + fa (8.4)ÄÌÑ a = 0; 1; 2; : : : Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉf0 = 1; : : : ; fd−1 = 1; fd = d+ 1: (8.5)�ÁË, ÅÓÌÉ d = 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : : , Á ÄÌÑd = 2 { ÞÉÓÌÁ �ÒÉÂÏÎÁÞÞÉ 1; 1; 3; 5; 9; 17; 31; : : : íÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÚÁ ÎÉÍÉ�ÒÅÖÎÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ [24℄, [25℄, ÈÏÔÑ ÒÁÎÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÂÉÒÁÌÉÓØÄÒÕÇÉÍÉ f0 = 1, f1 = 2, f2 = 4.ìÅÍÍÁ 8.1. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å (1.1) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ fa(x)ÉÚ (8.1) ÓÔÅ�ÅÎÉ d > 2. ðÕÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Qa,R1;a; : : : , Rd;a �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (5.1) É ÉÍÅÀÔÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5.2). �ÏÇÄÁ ÜÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ fa ÉÚ (8.4), (8.5) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉR1;a = fa; : : : ; Rd;a = fa+d−1; Qa = fa+d (8.6)ÄÌÑ ×ÓÅÈ a = 0; 1; 2; : : :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ (8.1) �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁM, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (2.1), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄM = 















010: : :00 0 : : : 0 0 10 : : : 0 0 11 : : : 0 0 1: : :0 : : : 1 0 10 : : : 0 1 1
















: (8.7)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 191îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ d + 1 Ó ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó 0. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�ÁM=(m0m1 : : :md)ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌÂ�Ù mk ÄÌÉÎÙ d + 1, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÅÅ ÎÁ �ÏÒÑÄËÏ×ÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ (8.7) Ó×ÏÄÉÔÓÑ MM = (m1 : : :mdmd+1) (8.8)Ë ÓÄ×ÉÇÕ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù M ×ÌÅ×Ï É ÚÁÍÅÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á mdÓÕÍÍÏÊ ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×md+1 =m0+m1+· · ·+md ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙM .÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:Mak { ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÔÏÌÂ�Á Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k =0; 1; : : : ; d × ÍÁÔÒÉ�ÅMa, ×ÏÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ × ÓÔÅ�ÅÎØ a = 0; 1; 2; : : : ;Mad+1 {ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù Ma. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÕÄÅÔØ ÉÍÅÔØMad+1 =Ma0 +Ma1 + · · ·+Mad (8.9)É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (8.8) É (8.9) ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁMa+1k =Mak+1 ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ; d: (8.10)äÁÌÅÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏMd+1 =Md + · · ·+M +E; (8.11)×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1. úÄÅÓØE ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÏÒÑÄËÁ d+ 1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Qa = Rd+1;a. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8.9){(8.11), ÍÏÖÅÍ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (5.1){(5.2) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Rk;a × ×ÉÄÅRk;a =Ma+k0 (8.12)ÄÌÑ k = 1; : : : ; d; d + 1 É a = 0; 1; : : : ; d. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(8.11), �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.12) ÄÌÑ×ÓÅÈ a = 0; 1; 2; : : : óÏÇÌÁÓÎÏ (5.2) É (8.5) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R1;a Éfa ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÏËÏ×ÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ïÔÓÀÄÁ É ÆÏÒÍÕÌÙ (8.12)×Ù×ÏÄÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8.6). �8.3. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ðÉÚÏ. ðÒÉ-×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÉÔÔÌ-×ÕÄÁ fa(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × (8.1). ÷ ÔÁÂÌÉ�Å (8.13) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:d+ 1 { ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ fa(x);0 < � < 1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x);0 < %(A) < 1 { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ (5.9) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù A;" = ln %(A)= ln � { ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÁÑ �ÏÒÑÄÏË



192 ÷. ç. öõòá÷ìå÷�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ;� = 1=", ÅÓÌÉ 1=" | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ� = [1="℄ + 1, ÇÄÅ [x℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x.÷ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÄÉÕÓÕ %(A) É ", �ÒÉ-×ÅÄÅÎÙ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ %(A) É " Ó ÏËÒÕÇÌÅÎÉÅÍ × Â�ÏÌØÛÕÀ ÉÍ�ÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ.�ÁÂÌÉ�Á.d � %(A) " �2 0:54368901 0:73738 0:5 23 0:51879006 0:81830 0:30555 44 0:50866039 0:87105 0:20422 55 0:50413829 0:90622 0:14377 76 0:50201706 0:93028 0:10485 107 0:50099418 0:94718 0:07850 138 0:50049312 0:95932 0:06000 179 0:50024546 0:96817 0:04670 2210 0:50012243 0:97473 0:03693 2811 0:50006113 0:97969 0:02960 3412 0:50003054 0:98349 0:02401 4213 0:50001527 0:98643 0:01971 5114 0:50000763 0:98874 0:01633 6215 0:50000382 0:99057 0:01366 7416 0050000191 0:99203 0:01154 8717 0:50000095 0:99322 0:00981 10218 0:50000048 0:99418 0:00842 11919 0:50000024 0:99497 0:00727 13820 0:50000012 0:99563 0:00631 159
(8.13)

8.4. á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÞÉÓÅÌ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ðÉÚÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 8.1. ðÕÓÔØ � > 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁìÉÔÔÌ×ÕÄÁ fa(x) ÉÚ (8.1) ÓÔÅ�ÅÎÉ d + 1 > 3, �1 = �d, : : :, �d = �,É �ÕÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R1;a, : : :, Rd;a, Qa ÚÁÄÁ-ÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (8.6). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a = 1; 2; 3; : : : ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
|Qa�1 −R1;a|+ : : :+ |Qa�d −Rd;a| 6 d(2d+ 1)%(A)a−1; (8.14)



ñäåòîùå òáúìïöåîéñ þéóåì ðéúï 193ÇÄÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ %(A) < 1; É
∣

∣

∣�1 − R1;aQa ∣

∣

∣+ · · ·+ ∣

∣

∣�d − Rd;aQa ∣

∣

∣ 6

Q1+"a (8.15)Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ " > 0 É ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
 > 0,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ d.úÎÁÞÅÎÉÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ %(A) É ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ "ÄÌÑ 2 6 d 6 20 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Å (8.13).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ (8.2), �−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍðÉÚÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.14) ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1, ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6.8) É ÌÅÍÍÙ 8.1. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ×ÔÅÏÒÅÍÅ 7.1, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.15) Ó×ÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (8.14). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 1 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÅÝÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �=[1="℄+1.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 1=� 6 ". ðÏÜÔÏÍÕÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.15) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
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Q1+1=�a (8.16)Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
, ÞÔÏ É × (8.15). äÌÑ 2 6 d 6 20 ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍÓÌÕÞÁÅ d = 2 ÏËÁÚÁÌÏÓØ � = 1=" { ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (7.10), ËÏÇÄÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ d = � = 2. äÌÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ � × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (8.16) ÒÁÚÎÏÓÔØ� − d Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ d, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑÒÁÚÂÒÏÓÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ |�−1i | × (8.3).ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÔÏÒÁ É ÍÎÏÇÏ-ÍÅÒÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 445(2016), 33{92.2. ÷. ç.öÕÒÁ×ÌÅ×, ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 440 (2015), 81{98.3. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, äÅÌÑÝÉÅÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÏÓÔÁÔËÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 440 (2015), 99{122.4. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔÅÊ × �Å�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. | íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ, óÏ×Ò. �ÒÏÂÌ. ÍÁÔÅÍ.,íé òáî, í., (2016), 1{30 (× �ÅÞÁÔÉ).5. Z. Coelho, A. Lopes, L. F. Da Ro
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