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Рассматриваются уравнения типа Гамильтона-Якоби в коинвариантных про­
изводных относительно функционалов [1]. Такие уравнения возникают, напри­
мер, в теории управления и дифференциальных игр с наследственной инфор­
мацией [1-9] и наряду с известными для уравнений Гамильтона-Якоби [10-13] 
трудностями наделены особенностями, связанными с эффектом последействия. 

Работа посвящена развитию для рассматриваемых уравнений теории минимакс­
ных решений [10]. Дано соответствующее определение минимаксного решения. 
При достаточно общих предположениях доказаны его существование, единствен­
ность, корректность и некоторые другие свойства. 

1 . Коинвариантные производные функционала 

Пусть «о, T e R (£* < tö < Г) ; C([£*,T],R n) - пространство 
непрерывных функций х(-) = {x[t] G R n , ^ <t< T}. Обозначим 

ФЛ-Ы = № M i < r < t 2 } 5 t b * 2 e [t.,T], 

G = {g = (t,x[U[-]t]) :<<,<<< T,x(') G C{[U,T],Rn)} 

(т.е. G состоит из тех и только тех пар g = (i, У которых t € [to, T], 
а - часть (от до t) некоторой функции из C([i*,T],E n )) , 

Пусть 51 = {гъхМ[и[°]гг]) e G l 9 2 = {t2)xW[U[-]t2}) e G. Определим 

р{9ъ92) = max{p*{gllg2)1p*(g2lg1)}, (1.1) 

где 

P*(g%+u92-i) = л max min max j|£ - r?|, - œ ^ f o ] ) , 

г = 0,1. 

Здесь и далее ||-|| - евклидова норма вектора. 
Рассмотрим функционал ср(д) = (p(t,x[U[-]t)) : G 4 R. Будем гово­

рить, что он является полунепрерывным снизу, если для любых д* = 
(t*,x*[t*[-]t*]) G G и О 0 найдется такое S > 0, что для всех g = 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (грант №96-15-96245). 
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(£, [•]<]) G G, удовлетворяющих условию р(д,д*) < S, справедливо нера­
венство (р(д*) < ip(g) + e. Функционал ср назовем полунепрерывным сверху, 
если функционал —</> будет полунепрерывным снизу. Функционал, полу­
непрерывный одновременно снизу и сверху, назовем непрерывным. 

Например, непрерывными будут следующие функционалы: 

V I Ы = a{t,x[t],x[t-'d}), 
t 

<^Ы = J Ъ{т,х[т))<1т + c(t,x[t]), 
t- (1.2) 

Ы9)= J J K(T,t,z[T],x[t])dtdr + c{t,x[t]), 
0 t-т 

щ(д) = max Ыт,х[т]), 
t*<T<t 

где^? = const > 0, a : [ t 0 , T ] x l n x l n н> 1, b : [ i # ,T]xE n H> M, с : [t0,T] x l n и- E, 
ÜT : [0,T - **] x [U,T] x f x l n 4 l - непрерывные функции. 

Пусть # = (*,#[<*[']*]) G G (t < T) , Lip(flr) - множество функций 
y(-) G С([£*,Т],МП), совпадающих с на [£#,£], каждая из которых 
с некоторой (своей) константой удовлетворяет на [£, Т] условию Липшица. 
Следуя [1], будем говорить, что функционал <р коинвариантно дифферен­
цируем в точке g относительно Lip (g) (ci-дифференцируем в g), если су­
ществуют число dtip(g) и n-вектор Vip(g) такие, что для любой функции 
у(-) G Lip(g) выполняется равенство 

¥>(* + àvtM-]* + t]) - *[<•[•]*]) = 

= + <v v(ff),y[* + - «[*]) + o y (.)(0, £ e [о ,т - 1 ] , (1 .3 ) 
причем o2 /(.)(^) зависит от выбора y(-) G Lip(g) (oy(.)(£)/£ -> 0 при £ - » +0). 

Здесь и далее (•, •) - скалярное произведение векторов. 
Величины dt<p(g) и Vip(g) будем называть соответственно коинвариант-

ной производной по t и коинвариантным градиентом функционала <р в точ­
ке д. Функционал <р назовем ci-дифференцируемым, если он 
ci-дифференцируем в каждой точке g = (£, [']*]) E G (t < Т) . Если 
при этом, dt<p{g) и компоненты V<p(g) непрерывны, то будем говорить, что 
функционал <р непрерывно ci-дифференцируемый. 

Например, из приведенных в (1.2) функционалов, при условии непрерывной 
дифференцируемости функции c(t, ж), будут непрерывно ci-дифференцируемыми 
функционалы ф2 и <рг. При этом 

дс 
dm(g) = b(t,x[t]) + -(t}x[t])) 

( дс дс Ï 
VMff) = Vv>3(<?) = Vec(t,sM) = | — j , 

t 

dm(9) = f K(t-U,bx[t-U],z[t])dt+ 

и 
t-u 

j [K{r, t, ж[т], «M) - ÜT(r, t - r, x[r],x[t - r])]dr+ 

+ *[*])• 

+ 
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Функционалы <рг и ц?4 не являются ci-дифференцируемыми (на G), даже если 
функции а(-) и Ь(-) непрерьшно дифференцируемы на областях своего определе­
ния. 

Коинвариантные производные функционалов используются в качест­
венной теории дифференциальных систем с последействием. Более по­
дробные сведения о свойствах, способах вычисления и применениях ко-
инвариантных производных функционалов можно найти, например, в [1]. 

Отметим, что определение коинвариантных производных дано выше 
для функционалов <£>(£,#[£*[•]£]), определенных, вообще говоря, только на 
непрерывных функциях #[£*[•]£], поэтому оно отличается от соответствую­
щего определения из [1, стр. 28-50], где коинвариантные производные есте­
ственным образом вводятся для функционалов, определенных на кусочно-
непрерывных функциях. Тем не менее, если некоторый функционал 
(p(t, определенный на кусочно-непрерывных функциях #[£*[•]£], яв­
ляется ci-дифференцируемым в точке д* = (£*,#*[£*[•]£*]) G G (t* < T) 
относительно Lip (g*) в смысле [1], то его сужение срс на непрерывные 
функции будет ci-дифференцируемо в д* в смысле (1.3), при этом соответ­
ствующие коинвариантные производные будут совпадать. 

2 . Уравнения типа Гамильтона-Якоби с коинвариантными 
производными 

Предметом исследования данной работы является следующее диффе­
ренциальное уравнение в коинвариантных производных 

dt<p(t,x[U[']t]) +H{t,x[U[.]t], V<pfaz[U[-]t])) = 0, 
(2.1) 

(t,x[u[']t\) g (7, t<T 
при условии на правом конце 

<p(T,x[t,[-]T}) = <т(хМШ *( ' ) € С([и,Т],Шп), (2.2) 

где а : C([to,T], R n ) н-> Ш - непрерывный функционал, а функционал 
Н(£, [']*]» s) : G x l n н->1} называемый (по аналогии с теорией подобных 
уравнений в частных производных относительно функций конечномерного 
аргумента) гамильтонианом, удовлетворяет следующим условиям. 

(a) Для любого s G l n функционал H(ty

 s) непре­
рывен на G. 

(b) Для любых [•]<]) G G и s G Шп существует предел 

limrH (t,x[U[]t], - ) = H°{t,x[U[-]t]}8), 
г 4-0 \ г / 

причем для любого s G Шп функционал (£,ж [<*[•]*]) H°(t^[•]*],s) 
непрерывен на G. 

(c) Для любого компакта D С С([£*,Т],КП) существует число Л > 0 
такое, что для всех (*,&*[<*[•]<]) £ 0 ( D ) , (*,&**[**[']*]) £ C?(D) (здесь и 
всюду далее G{D) = {(*,&[<*[•]<]) : t 0 < t < Т, ж(-) G 2?}) и (*,r) G K n x M, 
Il^j)2 + r 2 = 1, r > 0 справедлива оценка 

H (t,x*[U[.]t]> - ) - H (t,x**[U[-]t], - ) I < Л max ||а*[т] - а**[т]||. 
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(d) Для любых (t,x[U[•]*]) € G, (s',r') G B+, (s",r") G J5+, где B+ = 
{(s,r) £ 1" x 1 : ||s|| 2 + r 2 < l ,r > 0} , выполняется неравенство 

-'Я (i, »[<•[•]*], ^ - r"H (*,*[*.[•]*], ^ ) < 

< L ( t ) 3 ; [ t 4 . ] t ] ) ( | | S ' - S " | | 2 + ( r ' - r " ) 2 ) 1 / 2 , 
где - непрерывный функционал, удовлетворяющий оценке 

L(t,x[U[-]t]) <>c(l+ max ||ж[г]| |), 
у U<r<t J (2.3) 

(*, a? [t. ["]*]) £ G, x = const > 0. 

Можно давать различные определения решения задачи (2.1), (2.2). При 
этом следует принять во внимание то, что при указанных условиях может 
не существовать ci-дифференцируемого функционала, удовлетворяющего 
соотношениям (2.1), (2.2). 

В качестве простого примера рассмотрим задачу 

дцр(ь,х[и[Щ = О ( ( * , & [ * . [ • ] * ] ) e G , t < г), 
<p(T,z[U[-]T\) = max \\х[т)\\ (ж(-) G C([t*,T], Е")). { 2 Л ) 

* о STS-* 

Здесь гамильтониан тождественно равен нулю и все перечисленные выше 
условия выполнены. Предположим, что некоторый ci-дифференцируемый функ­
ционал (р удовлетворяет (2.4). Тогда при любых (t*)x*[t+[-]t*]) e G (t* < T) для 
функции a>œ*(.)(£) = y* [*.[']*]) (где у*[т] = х*[т] при r G [**,**]> У*H = ж*[**] 
при r G (t*,T]) для всех t G (t*,T) в силу (1.3) будет выполняться равенство 
dwx*(.)(t)/dt — 0, поэтому 

<p(t*,x*[tt[.}t*)) = max | |*Чг]| | , (t\x*[U[-}t*}) 6 G. (2.5) 
t o < T < t * 

Но данный функционал не является ci-дифференцируемым. 
Заметим, что функционал ( 2 . 5 ) имеет вполне определенный содержательный 

смысл (удовлетворяет краевому условию и для любых (£*, ж*[£*[•]£*]) G G остается 
постоянным вдоль продолжения ж* [£*[•]£*] в силу системы dx[t]/dt = 0) и может 
трактоваться как обобщенное решение задачи (2.4). 

Задачи типа (2.1), (2.2) возникают в теории управления и дифферен­
циальных игр с наследственной информацией [1-9] при изучении свойств 
функционала цены (функционала оптимального результата или оптималь­
ного гарантированного результата). При этом условие непрерывности кра­
евого функционала а и условия (a)-(d), накладывемые на гамильтониан 
Н) являются естественными для достаточно широкого круга задач управ­
ления. В тех случаях (см., например, [1, стр. 177]), когда функционал це­
ны ci-дифференцируем, он удовлетворяет уравнению вида (2.1). В боль­
шинстве случаев функционал цены не является ci-дифференцируемым (на 
всей области определения), но в тех точках, в которых этот функционал 
ci-дифференцируем, он удовлетворяет соответствующему уравнению вида 
(2.1) (см. примеры из [8, 9], а также в конце статьи). 

Далее, по аналогии с [10] будет дано определение минимаксного реше­
ния задачи (2.1), (2.2). Это решение может не быть ci-дифференцируемым, 
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поэтому является обобщенным. Оно имеет содержательный смысл, соот­
ветствующий требованиям теории управления и дифференциальных игр 
с наследственной информацией. Будет доказано, что рассматриваемое ми­
нимаксное решение задачи (2.1), (2.2) существует, единственно и обладает 
следующими свойствами. Оно корректно, т.е. непрерывно зависит от вари­
аций краевого условия и гамильтониана. В каждой точке (£,ж[£*["]*])» г Д е 

минимаксное решение ci-дифференцируемо, оно удовлетворяет уравнению 
(2.1). Если существует непрерывный, непрерывно ci-дифференцируемый 
функционал, удовлетворяющий соотношениям (2.1), (2.2), то он является 
минимаксным решением. 

3. Дифференциальные включения с последействием 

Приведем нужные для дальнейшего изложения свойства решений диф­
ференциальных включений с последействием. Эти свойства можно полу­
чить на основе подходящей трансформации конструкций, используемых, 
например, в [14] при изучении обыкновенных дифференциальных вклю­
чений. 

Пусть х = (ж, z) G W1 x R. Рассмотрим дифференциальное включение 

^eF(t,x[t.[.}t}), (3.1) 

где многозначное отображение F(t,x[t*[-]i\) удовлетворяет следующим 
условиям. 

(1°) Для любой пары (£, ж[£*[•]£]) G G множество F(t, ж[** [']*]) ~ непустой 
выпуклый компакт в Шп х К, 

(2°) Отображение (£,ж [£*[']*]) ^ F(t,ж [<*[•]*]) полунепрерывно сверху 
по включению, т.е. для любых g* = (£*, ж* [£#[•]**]) G G и е > О существует 
такое ö > 0, что для всех g = (£, #[£*[•]*]) G G, удовлетворяющих условию 
р(д,д*) < <î, справедливо включение 

F( t , œ ^№])c[F( t* ,x*[ t4 . ] t*] ) f . 

Здесь и всюду далее [F]£ = {/* = (h, К) G Шп x R : inf^^) G j P [ | |^ - l\\2 + 
(/i* — h)2] < e2} - замкнутая e-окрестность множества F С f x R; p(-, •) 
определено в (1.1). 

(3°) Существует такое число а > О, что для любой пары (£, ж[£* [•]£]) G G 
справедлива оценка 

s u p j d l l f + Z i 2 ) 1 / 2 I {l,h)eF{t,x[U[.]t]))<a(l + max ||ж[г]|| 
l J у t* <r<t 

Пусть g0 — (t°,ж°[£*[']^0]) G G. Под отвечающим паре g0 решением 
включения (3.1) будем понимать функцию х(-) = (ж(-), z(-)) G G ( [ 4 , T ] , R n x 
M), совпадающую с ж ° [ ^ [ ^ ° ] = {х°М = (ж°[т],г0[т] = 0),*. < т < t 0 } на 
[t*, t°], абсолютно непрерывную на [i , Т] и при почти всех t G [t°,T] удовле­
творяющую включению (3.1). Множество всех таких решений обозначим 
Х(£°, ж°[**[*]*°], 0), где 0 - тождественно равная нулю на [i*,i°] функция. 
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Отметим, что при любых а°[*.[-]<0]) G G (f < Г ) , = 
(*•(•)•**(•)) € x(t°,x°[<4.]t°],o), e G (<°,Т] и = (*(•),*(•)) G 
X(t%œ*[t.[-]t*],0) для функции = (ж*(-),^(-)),гдежФ(-) = ж(-), **(•) = 
{я.[т] = 2*[т] при < t*, 24т] = **[**] + z[r] при t* < т < Т } имеет 
место включение xj-) G X(i°,а?°[**[-]<°],0). 

При условиях ( l ö ) - (3° ) справедливы следующие утверждения. 
Утверждение 3.1. Для любой пары (t°,x°[U[-]t0}) G G множество 

ж°[£*[-]£°], 0) является непустым компактом в С([£*,Т], 
Шп x R). 

Утверждение 3.2. Пусть = ж°^*[-]^0]) G G, flrW = 
{tk,xW[U[.]tk]) G G, % ) ( • ) G X(tklxW[tStk№ (k = 1,2,...) u 
p(g(k\g°) -> 0 npu —> 00. ЗЪгЛх ш последовательности #(&)(•) можно 
выделить равномерно сходящуюся подпоследовательность, предел кото­
рой содержится в X(t°,x°[t*[-]t°],0). 

Утверждение 3.3. Пусть g0 = (*°5 ж°[^[-]^0]) G G, 
gW = € G, функции xw(.) = ( » w ( 0 ^ ( * ) ( 0 ) € G([ t„T] , 
R n x R) совпадают с x^[U[-]tk] = {xW[r] = (ÎBW[T],Z[T] = 0), t* < r < i Ä } 
на [£*, абсолютно непрерывны на [t^ Т] и при почти всех t G Т] удо­
влетворяют условию dx(k)[t]/dt G [F(t,x^[U[-]t])]£k (к = 1,2,.. .). Пусть 
p{g(k\g°) —> О, I 0 при —> 00. Тогда ш последовательности #(&)(-) 
можно выделить равномерно сходящуюся подпоследовательность, пре­
дел которой содержится в Х ( < ° , 0 ) . 

4 . Минимаксные решения 

Определим функционал 

* < « , * № ] . » , - ) Л И я ( « , * № ] , ^ ) п р и ^ о , ( 4 1 ) 

I Я°(«,«[«.[•]*],а) приг = 0. 

где (t,aî[t*[-]t],s,r) G G x R n x E, a функционал H°(t,x[U[-]t],s) взят из 
условия (b) п.2. 

При условиях (a)-(d) из п.2 функционал (4.1) будет иметь следующие 
свойства. 

(a) Для любых ( 5 , r) G R n x R функционал (*,&[<*[•]<]) 
jy(t, aî[t*[-]t], 5 , г ) непрерывен на G. 

(b) Для любого компакта D С G([£*,T], R n ) существует Л > 0 такое, 
что для всех (*,»*[*.[•]*]) G G(D), (t, £**[£*[•]*]) G G(D) и (s,r) G R n x R, 
||s|| 2 + r 2 = 1 выполняется условие Липшица по ж [£*[•]*]•' 

№,»*[*.[-]<],в,г)-Я(«,а?**[*.[-]«],в,г) | < А max ||ж*[т] - ж**[т]|| • 

(c) Для любых {t,x[U[-]t}) G G, (s1,г') G В, {s",r") G 5 , где В = 
{(s, г) G Mn x M : ||s|| 2 + r 2 < 1}, выполняется условие Липшица по (s, г): 

|Я(*,а;[*.[-]<]У,г') -H(t ,»[<.[ . ] t ] ,e",r") | < 
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< J L ( i , ^ № ] ) ( | | 5

, - 5 " | | 2 + ( r / - r " ) 2 ) 1 / 2 , 

где L(t, x[U[-]i\) - непрерывный функционал, удовлетворяющий 
оценке (2.3). 

(d) Для любой пары (£, [•]£]) G G функция (s,г) ь-> H(t,x[**[-]t],e,r) 
положительно однородна, т.е. 

Я(*,ж[<* [•]*], а$,аг) = аЯ(^,ж[^[-]^],5 ,г), а > 0. 

Отметим также, что 

# М М ' ] * ] > М ) = H(t,x[t*[-]t],s), (t,x[U[-]t],s) G G x E n . (4.2) 

Пусть P и Q - некоторые непустые множества (для определенности 
можно считать, что Р и ф - подмножества некоторых конечномерных про­
странств), а многозначные отображения 

F*(«,a;[t.[-]<],g) С l n x 1, 

М«. [ - ]<] ,Р) н> JP.(«,a:[*.[-]<],p) С K n x Е, 

где (t,œ[£*[-]f],p,g) G G x P x Q, удовлетворяют следующим требованиям. 
(а) Для любых p G P, g G Q многозначные отображения (t, ж[£*['Ю »-> 

F*(£, g) и [']*]) н> F^i, ж [£*[']*]?£>) удовлетворяют условиям 
(1°)-(3 ) из п.З, причем в (3°) число а > 0 не зависит от выбора p G Р и 

(/?) Для любых (t, [•]£]) G G и (s,r) G E n x E справедливы равенства 

S U P A n . Л<^0+гЛ] = Я(<,»[*.Н*],в,г), (4.3) 

inf M A X \(s,l)+rh] = H(t,x[tJ*]tls1r). (4.4) 
P G P (WeJMMlM-Mtf) 

Согласно теореме Хана - Банаха (см., например, [15, Гл. III, §2, Теорема 
4]) из (а), (/3) следует 

JF*(t, «[*.[•]«], q) П a[M-]«],p) 5* 0

? С» ®[*•[•]<]»q) в G x P x Q. (4.5) 

Совокупность nap {Q, jF*( - )} ({Р,Р*(-)}) , удовлетворяющих (а), (/3) 
обозначим # * ( Я ) (К*(Н)). При условиях (a)-(d) (см. п.2) # * ( # ) й 0 , 
К*(Н) ф 0 . В частности, можно проверить, что требования (а), (/?) вы­
полняются для 

р = Q = W1 x E, 
«[*.[•]*], в, r) = 

= { / = G *[*.[•]<]) : (s,l)+rh > H(t,x[U[-]t],s,r)}, (4.6) 

F*(t,x[U[-]t],s,r) = 

= {/ = {l,h) G F(t,x[U[-}t}) : ( 5 , Z ) + R / I < #(< ,&[* . [ • ]*] , r )} , 

где 

*[*.[•]*]) = {f = (l,h)eRn x E : ||Z||2 + /i 2 < 2Ь 2(< ? Ж[^[.]<])}. (4.7) 
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Здесь функционал L(£, взят из условия (d). 
Отметим, что отображения из (4.6) не только полунепрерывны свер­

ху по включению при изменении (*,#[£*[']*])> но и непрерывны в метрике 
Хаусдорфа. 

Пусть {Q,F*( . ) } е i f* (Я) , { Р , В Д } G K,{H),x = (x,z) G W1 x E. 
Рассмотрим дифференциальные включения 

^ М *[«.[•]*],g), (4.8) 
dt 

dx[t] 
e F.(t,x[U[-]t],p). (4.9) 

Пусть g0 = ( Л я°[<4.]*0]) €G,peP,qeQ. _ 
Обозначим через Х*(*0,я0[<.№°]>0>? I (X.(i0,a:0[i.[-]*0],0,p | Р.)) 

множество всех отвечающих паре #° решений включения (4.8) (соответ­
ственно (4.9)) при зафиксированном q (р). Согласно утверждению 3.1 эти 
множества будут непустыми компактами в C([£«,T],M n x R). 

О п р е д е л е н и е 4.1. Верхним решением задачи (2.1), (2.2) на­
зовем полунепрерывный снизу функционал ip : G Ш, удовлетворяющий 
неравенству 

<p{T,x[U[-]T\) > cr(x[t0[-]T]), х(-) G C{[U,T),Rn) (4.10) 

и, при некоторой паре {Q, F*(-)} G К*(H), условию 

sup inf [<p(t,x[t*[-]t]) + z[t] - <p(t°,x%[-]t0})] < 0, (4.11) 
(tO,*0[*.[-]t°]i t,q) *(•) 

где (t°,x°[U[-}t0]) G G,t° <T,t G (t°,T], q G Q, x(-) = (x(-),z(-)) G 
X*(t\x°[U[.}t%0,q\F*). 

О п р е д е л е н и е 4.2. Нижним решением задачи (2.1), (2.2) назо­
вем полунепрерывный сверху функционал <р : G ь-> Е, удовлетворяющий 
неравенству 

¥>(Т,а:[<.[-]Т]) < a(x[t0[-}T]), х(-) E C{[U,T],Rn) (4.12) 

и, при некоторой nape { P , jF„(-)} € К,(H), условию 

inf s u P H i , a ; [ < . [ - ] f ] ) + ^ ] - ^ 0 , a ;

0 [ f . [ - ] i 0 ] ) ] > 0 , (4.13) 
( t , ж [t*[•]£ J; £,p) 

где (Л*°[М-]* 0 ]) € G, t° < T, i G (i°,T], p £ P, x(.) = (x(.),z(.)) G 
X.(t°,x°[t.[-]*0],0,p| F.). 

Заметим, что для верхних (нижних) решений inf в (4.11) (sup в (4.13)) 
достигается. 

О п р е д е л е н и е 4.3. Минимаксным решением задачи (2.1), (2.2) 
назовем непрерывный функционал ср : G н» Е, который одновременно 
будет верхним и нижним решением этой задачи. 

З а м е ч а н и е 4.1. Ниже в п. 5 будет показано, что в действительно­
сти условия (4.11) и (4.13) выполняются для минимаксного решения при всех 
{Q,F*(-)} е К*(Н) и { Р , В Д } е к.{Н). 
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З а м е ч а н и е 4.2. Неравенства (4.11) и (4.13) соответствуют условиям 
и- и v~стабильности функционала цены дифференциальной игры с наследствен­
ной информацией [2-8], которые, в свою очередь, являются отражением общего 
принципа оптимальности в экстремальных задачах. 

Установим свойства минимаксного решения, поясняющие его связь с 
уравнением (2.1). 

Утверждение 4.1. Если минимаксное решение ci-дифференцируемо 
в точке g0 — (£°, ж°[£*[-]£0]) € G (t° < Т), то в этой точке оно удовлетво­
ряет уравнению (2.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как минимаксное решение (р при некоторой 
паре {Q)F*(-)} G К*(Н) удовлетворяет условию (4.11), то для любого q G 
Q существует такая функция ж*(-) = (ж*(-),£*(•)) G Х*(£°,ж°[£*[-]£°],0,g | 

что при всех t G [£°,Г] справедливо неравенство 

ф , х*[Ц-]ф + z*[t] < ф°, x°[U[-]t°}). (4.14) 

Действительно, пусть q G Q, m = 1,2, — Обозначим 

^ ^ ( ( « . « W l . O . î i n . T M = t o + î ( I ^ ) > i = o , l m . 

В силу условия (4.11) найдутся такие функции ж|^(-) (г = 0 , 1 , . . . , га), для 
которых будут выполнены соотношения: 

г = 1,... ,га. 

Положим 

Ж ( т ) ( 0 = ^ ) ( - ) , 
*(т)(0 = { * ( т ) М = 0 n p H * * < T < i ° , 

* ( т ) I7"] = * ( т ) Ь Й ] + [г] при < г < r } m ) , 

г = 1,... ,ттг}, 
г ( т ) ( 0 = ( ж ( т ) ( - ) , 2 ( т ) ( - ) ) -

Тогда из (4.15) следует, что 

Х(т){-) € Х Ц ( Д ) , 

причем 

V ( r | m ) , x ( m ) [ t 4 . ] r f >]) + * ( т ) [ т< ( т ) ] < *°[М-]* 0]), ( 4 1 б ) 

i = О,1,. . . ,m. 

(4.15) 
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Рассмотрим теперь последовательность функций Ж ( Т ) ( - ) (га = 1,2,.. .). 
Так как XQ(q) - компакт в С([£*,Т],E n x Е), то можно принять, что эта 
последовательность равномерно сходится к некоторой функции ж*(-) = 
(X*(.),z*(-))eX*0(q). Пусть 

te[t°,T], g* = (t,x*m-]t}), z* = z*[t], 

Tm = Tm{t) = , max {т\т) \ r\m) < t}, 
t=0,...,m 

= (rm,x{m)[U[-]TM])T z<™> = z{m)[rm}. 

Тогда (см. (1.1)) 

т т - И , z< m ) ->z* , p (g ( m ) ,3*) 0 при m - » o o 

и в силу (4.16) 

V?(<7 ( m ) )+* ( m ) <<р(д°), m = 1,2,.... 

Поскольку функционал (р непрерывен, отсюда следует, что для предельной 
функции х*(-) справедливо неравенство (4.14). 

Итак, пусть q G Q, а функция х*(-) = (ж*(«), £*(•)) G 
Х*(£°,ж°[£*[-]£°],0,g I F*) удовлетворяет условию (4.14). Возьмем после­
довательность Si (г — 1, 2 , . . . ) , б{ I 0 при г —» оо. Так как отображение 
F*(-) удовлетворяет требованиям (а), то ж*(-) G Lip (g 0 ) и существуют та­
кие 0 < Si < Si (Si < T — i°), что при всех r G [£°,£° + <ЭД будут выполняться 
включения 

F*(T > a J*[t.[.]T], e) С [^*(<0,œ0[i*[-]t0],g)]ei, г = 1,2,.... 

Поэтому и по теореме о среднем значении вектор-функции (см., например, 
[14, стр.51]) существуют Д = € F*(t°,x°[U{-}t%q) и / / = G 
R" x M, | | ^ | | 2 + (h'i)2 < e? такие, что справедливы равенства 

г*[<° + ^ ] = х*[*°]+ J ( ^ ^ ) r f r = S * [ < ° ] + (/ i + //)Ji, Г = 1,2,.... 
t° 

Учитывая это и (4.14), в силу ci-дифференцируемое™ функционала <р в 
точке 5° = {t°,x°[U[-]t0]) (см. (1.3)), выводим 

<p(t° + <^*[**№° + Sj]) + + fr] - <p(t°, x%[-]t0}) = 

Si 

= dMg°) + {v*>( A i « + ij> + + hi) + °»*t->((*« + q)ft) < o. (4.17) 

Вез ограничения общности можно считать, что 

fi = (LU Ы) -> Г = (ï*, Л*) e F*(t 0,x°[t4.]t°],g) при t -> oo. 
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Тогда, переходя в (4.17) к пределу при i —» оо, получаем 

W ) W ( ? Ä m - w / W ) , , > + 4 - М Я Ц ^ Л О + н ' < о. 

Эта оценка справедлива для любого q G Q, поэтому согласно (4.2), (4.3) 
заключаем 

dMgö)+H(t0,x0[U[.}t%V<p(g°)) = 

= 9t<p(g°) + sup min [(V<p{9°), l) + h]< 0. 
qeQ (WeF'(tf>,x°[u[-]fiUr 

Аналогично, исходя из условия (4.13) и учитывая (4.4), можно прове­
рить, что также имеет место неравенство 

дМд°) +H(t\x°[U[-]t% V<p(g0)) > 0. 

Утверждение доказано. 
Утверждение 4 .2. Если некоторый непрерывный функционал ср : 

G ь-> Е является непрерывно ci-дифференцируемым и удовлетворяет со­
отношениям (2.1), (2.2), то он будет минимаксным решением задачи 
(2.1), (2.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем P = Q = К™ х Ш, F*{-) и F*(-) из 
(4.6). Определим многозначное отображение 

F°(t,x[U{-]t],s,r) = 

= {f° = (l°,h») E F*(t,x{t*№>s,r) : 

(V<p(t,x{U[-}t}),l0) + h° = „М с r u i №v(t,x[t.[-W)+h]h 
(^/i)GF*(t,a;[t*[.]t],s,r) 

где (<,&[*.[•]*], s, r) G G x (E n x E). Согласно (4.2), (4.3) при любых 
{t,x[U[-]t],s,r) G G x (E n x E) и / ° = (i°,/i°) G F°{t,x[U[-]t], s,r) имеем 

(V^(t,^[t4.]t]),/°) + /i° < Я ( ^ , ж [ ^ [ ^ ] , У ^ , Ж [ ^ [ ^ ] ) ) . (4.18) 

Отображения {t,x[U[-]t]) н-> jP*(i, [•]<], ( 5 , r ) ) и [•]<]) 
>-> Vy>(£,a;[i*[-]i]) непрерывны, jF*(«) удовлетворяет условиям (а). Поэтому 
для отображения (t, #[£*[•]£]) Р°(^, cc[t*[-]t], ( 5 , г)) выполняются требова­
ния (1°)-(3°) из п.З . 

Рассмотрим дифференциальное включение 

^ G F°(t,x[U[-]t],8,r), ж = {x,z) G E n x E. (4.19) 

Пусть g° = ( Л * 0 [ * . № ° ] ) G G (t° < T) , (s,r) G E n x E, 
X (t°,^°[^[-]t°],0 ,5 ,r) - множество отвечающих паре g0 решений вклю­
чения (4.19). Понятно, что 

Х У , x ° [ U [ - ] t % 0 , s,г) С X * ( i ° , x % [ - ] t % 0 , 5 , r I F* ) . 

Согласно утверждению 3.1 множество Х°(£°,ж°[£*[/]£0],0,5,г) непусто. 
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Пусть х*(-) = (x*(-),z*{-)) e Jr{t0,x°[U[-]t°],O,s,r). Определим функ­
цию 

ы(т) = <P(T,X*[U[-]T]) + z*[r], T G [t°,T\. 

Пусть t G [t°,T). При сделанных предположениях относительно функцио­
нала (р эта функция абсолютно непрерывна на [£°,£], а ее производная, с 
учетом (4.18), при почти всех т G [t°}t] удовлетворяет оценке 

ü £ > = M r , ^ [ « . w + ( v „ ( t , s * [ î . [ . ] t ] ) , ä d ) + < 

< в д е ( т , 1 * [ « . [ - ] т ] ) + f i ( T , x ' [ ( . [ - ] T ] , V v ( T , i , [ ( , [ - ] T ] ) ) = 0. 

Поэтому имеем 

<p(t,x*[t4-)t})+z*[t) < <p(t\x%[-]t0]), t G [t°,T). 

В силу непрерывности ср это неравенство справедливо и при t = Т. Та­
ким образом, рассматриваемый функционал у? удовлетворяет требованиям 
(4.10), (4.11), т.е. является верхним решением задачи (2.1), (2.2). 

Аналогично можно проверить, что он также является нижним, а стало 
быть, и минимаксным решением этой задачи. Утверждение доказано. 

5. Существование и единственность 

Теорема 1 . Пусть а : С([1о,Т],Шп) H* R - непрерывный функционал, 
а гамильтониан H удовлетворяет условиям (a)-(d) из п.2. Тогда суще­
ствует одно и только одно минимаксное решение задачи (2.1), (2.2). Оно 
удовлетворяет условиям (4.11) и (4.13) при любых {Q,P*(*)} G К*(H) и 
{p,F.(-)}eK*(H). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство этой теоремы проводится в 
основном по схеме обоснования аналогичного утверждения для минимакс­
ного решения обычного (относительно функции конечномерного аргумен­
та) уравнения Гамильтона-Якоби (см. [10, стр. 21-29]). Приведем конспект 
доказательства, уделяя внимание изменениям, связанным с эффектом по­
следействия и функциональностью аргумента искомого решения. 

Пусть { Q , P * ( ' ) } G К* (H), {Р,Р*(-)> G ДГ.(Я). Обозначим через 
Р*(-)] (соответственно Ф*[Р,Р*(-)]) множество функционалов ср : G *-» 

[-оо, оо], удовлетворяющих при этих {Q> Р*( ')} ({P, Р*(-)}) условиям (4.10), 
(4.11) (соответственно (4.12), (4.13)). Подмножество полунепрерывных сни­
зу (сверху) функционалов (p : G H* R из множества Ф*[ф,Р*(-)] 
(#* [P, Р* (•)]) обозначим S* [Q, Р* (•)] (5* [P, Р* (•)]). Функционалы 
у? G 5*[Q,P*(-)] (v? G 5*[Р,P*(-)D являются верхними (нижними) реше­
ниями задачи (2.1), (2.2). Определим функционалы : G x Q н-> R и 
^ + : G x P 4 К согласно равенствам: 

l M < , s [ M - ] ' U ) = 

= m î n M ^ [ * o [ - ] 2 l ) + I ( ^ ( . ) , ^ ( . ) ) е Г ( < , ф № ] , 0 , д | P* )} , 
(5.1) 

ф+{1,х[и[Щ,р) = 

= max{(j(x4t 0[-]T]) + s.[T] | (ж.(-), *.(•)) e X*(i,x[i*[.]i],0,p | P*)}. 
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Для любого <р G Ф*[<3,Р*(-)] справедлива оценка 

(p(t,x[U[-]t]) > ^ - M M ' l M i M * . [•]*], g) eG x Q. (5.2) 

Так как в силу соотношения (4.5) при всех ( £ , [ • ] < ] , p , ç ) G 
G x P x Q имеем &[«.[•]<], 0 , g | F*) П X*(£,«[<»[•]<],0,p | fJ) ф 0 , 

то для любого p E Р выполняется включение 

i>+(;p)e$*[Q,F*(-)}. (5.3) 

Рассмотрим функционал 

tpoMum = inf{¥>(«,»[*.[•]*]) I 9? e **[Q,.F*(-)]}, (*,»[*•[•]*]) G (?. (5.4) 

Из (5.1)-(5.4) следует, что <£0 £ Ф*[£?,Р*(-)], причем 

^о(Г,ж[*.[-]21)=(т(»[*оН21), 

^ - ( * , < Ы*> *[**[•]*]) < ^+(«,»[*.[-]*],р), (5.5) 

U<t0<t<T, х(-) G С ^ Т ] , ! 7 1 ) , g G Q, p G P. 

Можно также проверить, что сро G Ф*[Р, F*(-)]. В определениях мно­
жеств Ф*[<3,Р*(-)] и Ф*[Р, Р*(-)] отсутствуют требования полунепрерывно­
сти функционалов (р. Поэтому введем операции замыкания снизу и сверху. 
Положим 

Pi"(<,*[<•[•]<]) = l i m i n f ^ o ^ ' ^ ' ^ H ^ ] ) I (t',x%[-]t']) € 0 ,(t,*[«.[•]<])}> 

^( ' »* [ ' • [ • ]* ] ) =Hmsup{y>o(<',« ,[<.[-]<']) I (*',*%[•]<']) € < Ш *[*•№])}. 

(5.6) 
где 0 , ( t , *[*.[•]*]) = {(*>'[*•[•]*']) 6 G : ^ ( t ' ^ ' W - J t ' ] ) , (*,«[*.[•]«])) < <5}; 
p ( v ) из (1.1). 

Из (5.1), (5.5) и (5.6) вытекает, что 

- о о < <Pt(t,x[U[.]t]) < ¥>i{t,x[U[-]t]) < оо, &х[ЦЩ G G. 

Функционал ifQ удовлетворяет условиям (4.10)—(4.13). Отсюда, учитывая 
(5.6) и утверждение 3.2, можно показать, что функционал щ будет удо­
влетворять условиям (4.10), (4.11), а у>0~ - условиям (4.12), (4.13). Кроме 
того, в силу (5.6) функционалы (р$ и ср^ будут полунепрерывными снизу 
и сверху соответственно, т.е. <р$ G S*[Q,F*(')], (р^ G £*[P,F*(-)]. 

Таким образом получаем, что для любых {Q,P*(- )} G К*(H) и 
{Р,Р*(-)> G if*(Я) существует пара G S*[Q,F*(-)] x 5 . [ Р , В Д ] , 
удовлетворяющая неравенству 

»[*.[.]*]) < ^(«,я?[*.[-]*])) М М - ] * ] ) e G. 

Для завершения доказательства осталось показать, что при любых 
{Q,F*(-)\ e К*(Н), { Р , В Д } € Х . ( Я ) , <р* e S*[Q,F*(-)], <р. G ЗДВД] 
и g 0 = (£ ,ж°[М']*°]) G G справедливо неравенство 

<P*(t\x%[-]t0]) > Mt\x%[-]t0}). (5.7) 



Уравнения типа Гамильтона-Якоби 123 

Рассмотрим дифференциальное включение 

{/ = а, dt 

(\\Щ2 + h 2 ) 1 / 2 < а ( l + maxt ||х[т]||) } , ( 5 ' 8 ) 

х = (ж, z) е Шп х К, а = const > 0. 

Через Х° = X(i°,a:0[t»[-]t0],0) обозначим множество его решений, отвеча­
ющих паре д°. Пусть чисо о > 0 выбрано так, чтобы 

T{t\x*[U№%Q,q I F*)UÏ*(t° ,ж 0[£*[]t°] , 0, p I f i ) С Х ° , 

( ^ « ° [ M - ] t ° ] , p . « ) e G x P x Q 
(такое а существует, поскольку F*(-) и Р*(-) удовлетворяют условиям (а) 
из п.4). 

Дифференциальное включение (5.8) удовлетворяет требованиям утвер­
ждения 3.1. Поэтому Х° - непустой компакт в C([i*,T],Rn x R). Рассмо­
трим множество 

W, = {(**(•),*.(•)) € Х ° х Х ° : ^[*] , ^ < 

< Л max р[т}\\2+ »п.в. te [t°,T]}, (5.9) 
t*<T<t 

тЯех*{-) = (**(•)> **(•)), * . (•) = Ы-) .*.(-))>*М_=г . [т]-г*[т] (r G [*.,Т]), 
> 0, а Л - постоянная Липшица из условия (Ь) (см. п.4) при D = {#(•) : 

(«(• ) ,*(• ) ) 
Положим 

мЛ') = {(2*(0 ,г . (-))е^: 

у>*(Л*°[Ч-]*0]) > **[*.[•]<]) + **М, (5-ю) 

¥>.(<V°[*.№°]) < ».[«,[•]<]) + }, 
V = Sup{tG[< 0,T] | М М ( * ) ^ 0 } . (5.11) 

Множество Wfj, компактно, функционалы ср* и ср* полунепрерывны сни­
зу и сверху соответственно, поэтому sup в (5.11) достигается. Более того, 
при условиях (â)-(d) и (а), (ß) (см. п.4), рассуждая от противного и ис­
пользуя при этом условия (4.11) (для <р*), (4.13) (для у>*) и включение (5.8) 
можно проверить, что для любого \х > 0 справедливо равенство tß = Т. 

Рассмотрим последовательность {х*^к\-),lé£\-)^ G М^к(Т) , где /х* 4 0 
при —> оо. Согласно (4.10) (для <£>*), (4.12) (для у>*) и (5.10) имеем 

¥>*(Л*°[М-]*°])> 
> (p*{Ttx*W[U[-]T\) + z*W[T] > cr{x*W[t0[-]T]) + г*(*)[Г], 

(5.12) 
p . ( * 0 , s 0 [ M - ] < 0 ] ) < 

< ^(T,xi f e )[t.[.]T]) + z£fc)[T] < a(x^[t0[-]T}) + zik)[T). 
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Без ограничения общности можно принять, что при к —> оо последова­
тельности х<%) = ( Ж *^)(0 ,^ ( & Ч0)_и = ( ^ ( ^ Л ) ) равномер­
но сходятся к Жд(°) = (^o(-)?^o( s)) и ж*о(-) = (ж*о( в)?^о( в)) соответственно. 
При этом из (5.9) следует, что XQ(-) = ж*о(')- Поэтому, переходя в (5.12) к 
пределу при к -> оо, получаем неравенство (5.7). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 5.1. Из доказательства теоремы 1 вытекает, что для верхнего 
нижнего (р* и минимаксного (р решений задачи ( 2 . 1 ) , (2.2) всегда выполняется 

неравенство 
<р*(д) < <р(д) < ^ * Ы > 9 = М * . [•]*]) e G. 

Кроме того, минимаксное решение совпадает с минимальным верхним и макси­
мальным нижним решениями. 

Установим еще одно свойство минимаксного решения задачи (2.1), (2.2), 
которое может быть полезнным при практическом (особенно численном) 
его построении в конкретных примерах. 

Утверждение 5.1. Пусть в дополнение к условиям теоремы 1 су­
ществует отображение (информационный образ) /(г*, г, ж[т*[-]т]); удовле­
творяющее следующим требованиям. 

(1*) Для любых т* G [<»,Г), aW(-), х№(°) из C([**,T],R n) и т* G [г.,Г] 
равенство 1(Т*,Т* ,х(г)[т*[-]т*]) — 7(т*, т% ж(2)[т*[-]т*]) влечет х^[т*] = 
ж<2)[т*]. Ясли w тешу з/се ж ^ ^ Т ] = а(2)[т*[-]Т], т о I(r*,r, ^(^[r^.jr]) = 
/(т*,т,ж(2)[т*[-]т]) при всеж т е [т*,Т]. 

(2*) Справедливы тождества: 

# ( * , 5 ) = 5 ) , 

= *,«[<.[•]<])), 

o-(x[to[-]T])=a(J(t 0 ?T^[toHT])) ? 

гс?е i - функционал из условия (d) (см. п.2). 
(3*) Для любых t* G [£*,Т], компакта D С C([£*,T],R n) и множества 

D* = {х(-) G : !(£*,£*, #[£*[']**]) = const} существует Л* > О такое, что 
для всех t G [t*,T], G i?*, ж**(>) G D* w (s,r) G l n x R ; \\s\\2 + r2 = 1 ; 

r > 0 справедлива оценка 

H ( i , **[*.[-]*], - # (t, x**[U[.]tl ^ ) | <Л* max \\X*[T] - ж**[г]||. 

Тогда при лтобыж ж ^ ^ Н * 0 ] ) £ G, (Ля(2)[<.[']*°]) G (?, удовлетво­
ряющих условиям 

/(<.,<°>4)[«.[-]<0]) = i(<.,<0,4)[«.[-]*0])» 

J(to,*0

)4 )[to[-]*0]) = -T(*o,t0,4)[to[-]*0]). 
<?лл минимаксного решения (р задачи (2.1), (2.2) справедливо равенство 

<p(t0,x°{1)[U[.}t0}) = <p(t0,x°{2)m-}t0}). (5.13) 

Полное доказательство этого утверждения приводить не будем, за­
метим только, что поскольку всегда можно считать (p(t°,x^[t*[-]t0]) < 
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<^(£°,Ж( 2 )[£*| / ]^ 0 ])> т о для доказательства равенства (5.13) достаточно по­
казать, что v{t°,x°{1)[U[-]t0]) > ^°>x0

{2)[U[.]t0]). Учитывая (1*)-(3*) это 
можно сделать при помощи рассуждений, подобных приведенным выше 
при обосновании неравенства (5.7), если рассмотреть множества 

X0, = X ( t ° , 4 ) [ t . № 0 ] , 0 ) ) Х°2 = X(t°,x°{2)[U[-)t%0) 

решений дифференциального включения (3.1) при Р(<, ж[£*["Ю и з (4.7); 

W*, = {(*(i)(-),* ( a )(.)) € Xl x Xl : (l[t], Çjf) < 

< A* ma*t \\s[r}\\2 + ц п .в. t G [t°,T]}, 

г д е S[T] = Ж(2)[r] — X ( ! ) [ r ] ( r 6 [ i°,T]) , fi > 0, a Л* > 0 в з я т о и з у с л о в и я (3*) 
п р и t* = t°,D* = {х(-) : (х(-), z{-)) = х(-) в Xl U Х°2}; 

M*ß(t) = {(%)(•) = (xW(-),z{1)(-)),x{2)(-) = (x ( 2 )(.), Z ( 2)(-))) € W; : 

y (* 0 . 4 ) t ' *H ' ° l ) - M"]*]) + *(!)[*]» 

V(t°^(2)[*4-]t 0]) < P(M ( 2 )[t.[-]t]) + *(2)M>-

При этом, используя условия (4.11) и (4.13), согласно теореме 1 удобно 
положить P = Q = W x Е, взяв F*(-) и F*(-) из (4.6). 

Таким образом, при выполнении дополнительных требований (1*)-(3*) 
минимаксное решение можно искать в виде суперпозиции 
^(t,/(<*,t,ж[<*[-]£]), J(to,t,ж[<о[-]<])). В частности, если /(т*,т, ж[т*[-]т]) = 
ж [г], то минимаксным решением задачи (2.1), (2.2) будет обычная функция 
конечномерного аргумента <р(£, x[t]) (t G [to,T], x[t] G R n ) . При этом кон­
струкции из п. 4 с точностью до обозначений переходят в конструкции (см. 
[10, стр. 29-36]), определяющие минимаксное решение соответствующего 
обычного уравнения Гамильтона-Якоби d(p(t)x)/dt+H(t1x,Vx(p(t1x)) = 0 
при условии у?(Т, ж) = <т(ж). Поэтому функция (f(t,x) будет минимаксным 
решением этой задачи. 

6. Корректность 

Пусть к = 1 , 2 , . . . ; <т0 : C ( [ i 0 ,T ] ,R n ) н> R, crfe : C( [ t 0 ,T] ,R n ) ь-> R 
- непрерывные функционалы; гамильтонианы Яо : G х 1 п и R, : 
G x R n ь-> R удовлетворяют условиям (a)-(d) из п.2; Lq • G ь-> M и : G И-
R - функционалы, определенные для Щ ж Нк, соответсвенно, согласно 
условию (d) (где х = щ = хд.). При этом <т& —> его при —> оо равномерно 
на любом компакте из C([to,T],R n ) ; Hk(-,s) -> До(*>5), - » Lo при fe —» 
оо для любых 5 G R n и компакта D С С([£*,Т], R 7 1) равномерно на G(-D) = 
{(£,ж[£*[•]*]) : t G [*о,Т],ж(-) G I?} . Справедливо следующее утверждение. 
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Теорема 2. Пусть <то, Щ, ак, Нк (fc = 1,2,...) удовлетворяют ука­
занным требованиям; функционалы <рк '• G ^ Ш - минимаксные решения 
задач 

dt<p(t,x[U[-]t]) + Hk{t,x[U[-]t],V<p(t,x[U[-}t})) = О, 
(6.1) 

<p(T,x[U[-]T}) = <Tk(x[t0[-]T}). 

Тогда последовательность ipk (к = 1,2,...) сходится к предельному 
функционалу ipo '• G Ш. для любого компакта D С С([<»,Т], М п) равно­
мерно на множестве G(D). Предельный функционал ipo будет минимакс­
ным решением задачи 

dtcp(t, x[U[-]t}) + H0(t, x[U[-}t], Vtp(t, x[U[-]t])) = 0, 
(6.2) 

<р(Т,х[Ц-}Т]) = a0(x[t0[-)T}). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

ip-{t,x[U[-]t)) = 

= lim mf{<pk(t',x%[-]t>]) I k > N,(t',x'[t,[-]t'}) G Os(t,x[t.[-]t])}> 
N - s - 00,(54.0 

<p+(t,x[t*[-]t]) = 
= ы l i m х 1 п Щ > Ш # , х % № ] ) I * > N,(t',x%[-]t'}) e Os(t,x[U[.]t})}, 

(6.3) 
где Os(t,x[U[-]t]) - такое же как в (5.6), [•]*]) £ G. 

Возьмем P = Q = W1 x R, и F. F C(-) ( j F 0 * ( - ) и F* o (0) и з (4.6) при 
i f = L = Lk (соответственно, при H = L = LQ). Функционалы cp^ 
удовлетворяют условиям (4.10)-(4.13) при er = F*(-) = i ^ ( - ) , jF*(-) = 
F*k(-) (k = 1,2,...). Учитывая это и опираясь на утверждения 3.1, 3.3, из 
(6.3) можно вывести, что функционал ср- удовлетворяет условиям (4.10), 
(4.11) при а = сто, jF*(-) = F 0*(-), а (р+ - условиям (4.12), (4.13) при а = <т0, 
F*(-) = F*o(-)- Используя оценки, подобные (5.2), получаем 

-оо < ¥ > - ( « , [ • ] < ] ) < «[«.[•]*]) < оо5 (*,«[*.[•]*]) G G. (6.4) 

Можно также проверить, что функционалы <р- и полунепрерывны 
снизу и сверху соответственно. Поэтому, - верхнее, а (р+ - нижнее ре­
шения задачи (6.2) и, стало быть (см. (5.7)), <£_(£, [']*]) > ^+(*> #[**[*]*]) 
при всех (i, [•]*]) G (?. В силу теоремы 1 отсюда и из (6.4) следует, что 

= у>+ = <£>о, где </?о - минимаксное решение задачи (6.2). При этом 
согласно определению (6.3) функционалов и получаем, что после­
довательность ерь (к = 1,2,...) сходится к (ро равномерно на G(D) для 
любого компакта D С C([£*,T],R n). Теорема доказана. 

Укажем один способ построения приближающих последовательностей 
ст& (fc = 1,2,...) из (6.1) по Л"о? ^ 0 ) его из (6.2). Возьмем последо­

вательность разбиений 

= № • АК) = <*. o<^ )

1 -4 f e ) <4 , t = l , . . . ,fc, = Г } , 

to G Д<?& отрезка [£*,Т], где ök I 0 при fc -> оо. 
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Пусть [']*]) £ G. Обозначим 

х'(.) = {х'[т] = х[т] при U < т < t, х'[т] = x[t] при t < г < Т } , 

\ti+1 - tt ) 

Пусть * 0 = ж(-) € C([< 0,T],R n). Обозначим 

<Sfe)
 < T < <S+1, t = <o,.. . ,*}• 

Положим 

Д(т.,т.,х[т.[-]т.]) = {ж [т.]}, 

Д(т., г, х[т.[-]т]) = {x[r], *[#>],. . . , * [ « « ] } , 

г. = min {г | t\k) > т . } , (6.5) 
г=1,...,к 

t=i,...,« 
*. < т. < г < Т; 

Я * ( « , = Я*(*,з[*.[-]*].«) = Я0(<,г'(Л)[*.[-]«],«); 

<,*[*•[•]*])) = Lk(t,x[t*[']i\) = Lo№W[W])i (6-6) 

â«(Ifc(to,T,x[t0[-]T])) = ak(x[t0[-)T}) = ao(x(fc)[<o[-]T]). 

Можно проверить, что последовательности Я&, Lfc, ак (к = 1,2,...) из 
(6.6) удовлетворяют всем требованиям теоремы 2. Кроме того, при каждом 
к информационный образ /&(•) (6.5) удовлетворяет условиям (1*)-(3*) для 
H = L = Lki er = er*.. Таким образом, по теореме 2 и утверждению 5.1, 
учитывая (6.5), получаем, что минимаксное решение (fo(t^ x [t* [•]<]) задачи 
(6.2) может быть приближено минимаксными решениями </?*.(£,ж[£% [•]<]) = 
ФК(£,/*•(£*,£,£[U[•]<])) задач (6.1), (6.6). При этом, (РК являются функциями 
конечномерного аргумента. 

7. Примеры 

П р и м е р 7.1. Пусть в (2.1), (2.2) гамильтониан H определяется 
равенством 

H{t9z[U[']t],s) = <l(t,«[*•[•]*]), s) + MM[**№D> С 7- 1) 
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где Z : G i - > I R n , / i : G b - > I R - непрерывные функции, удовлетворяющие 
локальному условию Липшица по #[<*[•]*] и оценке 

(||/(«,«[^[-]*])||2 + Л 2(«,«[*.[•]<])) 1 / 2 < х ^ 1 + ^тах е | |ж[т]||^ . 

В данном случае удобно взять 

P = Q = {0} С R, 

^*(*,»[*^-]*]ie) = ^ ( * > « [ * . H ' ] i P ) = 

= { / М М - ] * ] ) = №Аи[ШЧ*Аи[Ш}-

Тогда будут выполнены условия (а), (/3) из п.4, при этом включения 
(4.8), (4.9) обратятся в дифференциальное уравнение с последействием 

= f(t,x[U[-]t)), x = (x,z)eRn хШ. (7.2) 
at 

Для любого начального условия д° = {д° = (t° ,x°[U[-]t0]) G G , 
^0[tsN["]t0] = 0} согласно [1, стр.79] существует единственное решение 

т*1-]т) 19°) = ыы-]т] i g°u([t*m 15°)) 

уравнения (7.2). Следовательно, в этом случае 

T(t°,x%[.)t%0,q I F*) = X.(t°,x%[-]t%0,p I F.) = {ä([t.[.]T] I g0)}. 

Отсюда в силу (4.10)—(4.13) получаем, что минимаксным решением рас­
сматриваемой задачи будет функционал 

ф\ x%[-]t°}) = a (x([t0[.]T] I g0)) + z(T I g0) = 

= a (x([t0[-]T] I g0)) + jh {t,x([U[.]t} | g0)) dt, (7.3) 

g0 = (t°,x0[t4-]t0})eG 

В частности, в задаче (2.4) функционал (2.5) будет минимаксным ре­
шением. 

Отметим, что если функционал (7.3) окажется ci-дифференцируемым, 
то он будет удовлетворять уравнению (2.1), (7.1). 

П р и м е р 7.2. Пусть = to < T, t G [<o»Г], x G Ш (n = 1). Рассмотрим 
задачу 

dMt,x[t0[-]t}) + (i + [v<p(t,x[t0[-]t])}2)1/2 = о, 
(7.4) 

<p{T,x[t0[-}T}) = ш&х{\х[Н}\,\х[Ш 
где ti и Î2 (to < *i < H — T) - зафиксированы. 

Здесь минимаксным решением является функционал 
<p(t0,x0[t0[.]t°}) = 
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( \x°[t°]\ + {T-t°)V2 при t 0 < t 0 < t u 

\x°[t°]\ + (T - t°)V2 при h<t°<T, 

если \x°[h]\- \x°[t°]\ < (T - t°)(y/2 - 1), (7.5) 

\x%]\ + (T-t°), при t!<t°<T, 

если - > {T-t°)(V2- 1). 

Это можно проверить взяв 

P = {0} С M, Q = {q = (s, r) G E x M : s2 + r2 < 1} , 

F*(t,x[t0[-]t], (s,r)) = {f = (l = 8,h = r ) } , 

F*(t, x[t0[-]t),p) = {f = (l, h) E. R x R : l2 + h2 < 1}. 

Заметим, что функционал (7.5) будет оптимальным результатом в за­
даче управления системой 

ах 
= v, х е К, \v\ < 1, t 0 < t < T 

на максимум показателя качества 

7 = max : { | * Ы . | * М | } + J(l-v2[t])1/2dt, 

где t° G [to,T) - момент времени начала процесса управления (ж°[<о[-]*°] -
история движения, реализовавшаяся к моменту t°). 

П р и м е р 7.3. Пусть i? = const > 0, U = h - h < T, t E [t0,T], 
x € M. (n = 1). Рассмотрим задачу 

dt<p{t,x[U[-]t)) + V<p(t,x[U[-]t])x[t - <?] -\V<p(t,x[U[-]t])\ = 0, 

<p(T,x[U[-]T\) = \x[T\\. 

Минимаксным решением этой задачи является функционал 

<p{t,x[U [•]*]) = 

(7.6) 

max < 0, b[T - t]x[t] + f b[T- т]х[т - Щат 
T ) (7.7) 
f\b[T-r]\dr\, 

где 6[£] = 0 при £ < 0, b[0] = 1, db[£]/dt = Ь[£ - â] при £ > 0. 
Чтобы это проверить, можно взять 

P = {p G M : |р| < 1}, Q = {0} С К, 

x[U[-]t]t q) = {f = (l, h) e R x R : \l — x[t — < l, h = 0} , 

^.(<,а;[*.[-]*]»р) = { / = (l = x[i - i?] = 0)}. 



130 H. H. Красовский, H. Ю . Лукоянов 

Функционал (7.7) будет оптимальным результатом в задаче управле­
ния системой с запаздыванием 

= x[t - Щ + щ хе М, \и\ < 1 , t0<t<T 
du 

на минимум 
<у = \х[Т\\. 

В примерах 7.2 и 7.3 функционалы (7.5) и (7.7) не являются ci-диффе-
ренцируемыми (на (?) и удовлетворяют уравнениям (7.4) и (7.6), соответ­
ственно, лишь в точках своей ci-дифференцируемости. В этих примерах 
не существует непрерывных непрерывно ci-дифференцируемых решений. 
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