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© 2005 ã. Â. Â. ÄÎÌÁ�ÎÂÑÊÈÉ, ä-ð òåõí. íàóê,Ä. Â. ÄÎÌÁ�ÎÂÑÊÈÉ,Å. À. ËßØÅÍÊÎ(Òîìñêèé �îñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò)ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ Ñ Ï�Î�ÍÎÇÈ�ÎÂÀÍÈÅÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈ È ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌÈ ØÓÌÀÌÈ È Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÊ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎ�Î ÏÎ�ÒÔÅËß�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþùåéìîäåëüþ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè, âîçìóùåííûõàääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè øóìàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèé èóïðàâëåíèé. Ñèíòåçèðîâàíû ñòðàòåãèè ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ çàìêíó-òîãî è ðàçîìêíóòîãî òèïîâ. �åçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äè-íàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè èíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà îáú-åìû òîðãîâûõ îïåðàöèé. 1. ÂâåäåíèåÎäíèì èç ý��åêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ñèíòåçó ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷èâøèì øè-ðîêîå ïðèçíàíèå è ïðèìåíåíèå â ïðàêòèêå óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìèïðîöåññàìè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëüþ (ïðîãíîçèðóþ-ùåå óïðàâëåíèå) [1℄. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, âïåðâûå áûëà ïðåäëî-æåíà À.È. Ïðîïîåì â [2℄ è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ïóñòü ýâîëþöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ â äèñêðåòíîì âðå-ìåíè è çàâèñèò îò âûáîðà óïðàâëåíèé u(k). Íà êàæäîì øàãå k ïðè íåêîòîðîì çà-äàííîì ãîðèçîíòå ïðîãíîçèðîâàíèÿ p âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçèðó-þùèõ óïðàâëåíèé u(k/k), u(k + 1/k), . . . , u(k + p − 1/k), çàâèñÿùèõ îò ñîñòîÿíèÿñèñòåìû â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè k. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòèìèçèðóåò âû-áðàííûé êðèòåðèé íà ãîðèçîíòå ïðîãíîçà. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ u(k) â ìîìåíò kïîëàãàþò u(k) = u(k/k), òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ óïðàâëåíèå êàê �óíêöèþ òåêóùåãîñîñòîÿíèÿ, ò.å. óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. ×òîáû ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå íà ñëå-äóþùåì øàãå, ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ òåêóùåãî ìîìåíòà k+1, ïðè ýòîì ãîðèçîíòóïðàâëåíèÿ ñäâèãàåòñÿ íà îäèí øàã. Ñõîäíàÿ èäåÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ Í.Í. Ìîèñååâó,îïèñàíà â [3℄.Ïðåèìóùåñòâîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî ó÷èòû-âàòü ÿâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷à-åòñÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, íî óäàåòñÿ èçáåæàòü òàê íàçûâàåìî-ãî �ïðîêëÿòèÿ ðàçìåðíîñòè�, êîòîðîå ïðåïÿòñòâóåò ñèíòåçó óïðàâëåíèé ñ îáðàòíîéñâÿçüþ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, åñëè ïðèìåíÿòü òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ñ èñïîëüçîâàíèåììåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèé ñèíòåç ïðîãíîçè-ðóþùèõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ îáû÷íî ñâîäèòñÿ (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êðèòå-84



ðèÿ) ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî [2, 4℄ èëè êâàäðàòè÷íîãî [5℄ ïðîãðàììèðîâàíèÿ,äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ý��åêòèâíûå ìåòîäû [6℄.Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþ-ùåé ìîäåëüþ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè, âîçìóùåííûõàääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè øóìàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèé è óïðàâ-ëåíèé. Ìîäåëÿìè ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè øóìàìè îïè-ñûâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Âàæíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ�èíàíñîâàÿ èíæåíåðèÿ, ãäå ïîäîáíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèèèíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ (ÈÏ), ñîäåðæàùåãî �èíàíñîâûå àêòèâû ñî ñòîõàñòè÷å-ñêîé âîëàòèëüíîñòüþ [7�12℄.Ïðîáëåìà ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ áåç ó÷åòà ÿâíûõ îãðàíè÷åíèéíà óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [12�15℄. Â ÷àñòíîñòè, â [12℄ ïîëó÷åíû óðàâíå-íèÿ ñèíòåçà ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ñèñòåì ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìèøóìàìè è ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû òîëüêî ïåðâûé è âòîðîéìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëüþ çàìêíóòîãî è ðàçîìêíóòîãî òè-ïîâ è îïðåäåëåíà ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ÿâíûõ îãðàíè-÷åíèé íà óïðàâëÿþùèå ïåðåìåííûå. �åçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ÈÏ,ñîäåðæàùèì �èíàíñîâûå àêòèâû ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ.2. Ïðîãíîçèðóþùåå óïðàâëåíèå ñ çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþÏóñòü îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
x(k + 1) =



A0[θ(k), k] +
m∑

j=1

Aj [θ(k), k]vj(k)



 x(k)+(1)
+


B0[θ(k), k] +

m∑

j=1

Bj [θ(k), k]vj(k)


 u(k) + D[θ(k), k]w(k),ãäå x(k) � nx-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u(k) � nu-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ, v(k)è w(k) � âåêòîðû áåëûõ øóìîâ ðàçìåðíîñòåé m è nw ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è åäè-íè÷íûìè ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé, ïðè÷åì M

{
v(k)wT(k)

}
= 0; θ(k) � ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ q-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ èçâåñòíûìè ïåðâûì è âòî-ðûì ìîìåíòàìè: M{θ(k)} = θ̄(k), M

{
θ(k)θT(k)

}
= Θ(k) è M

{
θ(k)vT(k)

}
= 0,

M
{
θ(k)wT(k)

}
= 0; Aj [θ(k), k], Bj[θ(k), k] è D[θ(k), k] (j = 0, m) � ìàòðèöû ñî-îòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, ëèíåéíî çàâèñÿùèå îò θ(k); vj(k) � j-ÿ êîìïîíåíòàâåêòîðà v(k); M � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ñèìâîë T îçíà÷àåò òðàíñ-ïîíèðîâàíèå, k = 0, 1, . . . .Îïðåäåëèì îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1) âèäà u(k) = ϕ[x(k)] èçóñëîâèÿ ìèíèìóìà êðèòåðèÿ ñî ñêîëüçÿùèì ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ

J(k + p/k) = M

{
p−1∑

i=1

xT(k + i)R1(k + i)x(k + i)+(2)
+

p−1∑

i=0

uT(k + i)R2(k + i)u(k + i) + xT(k + p)R1(k + p)x(k + p)

/
x(k)

}
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ãäå M{a/b} � îïåðàòîð óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, p � ãîðèçîíò ïðîãíîçà,
k = 0, 1, 2, . . . � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, R1(k + i) > 0 è R2(k + i) > 0 � âåñîâûåìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.Ïîëó÷èì ñòðàòåãèþ ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþáåç ó÷åòà ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé íà âåêòîð óïðàâëåíèÿ. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåäïîëàãàåò,÷òî áóäóùèå óïðàâëåíèÿ íà ãîðèçîíòå ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàâèñÿò îò áóäóùèõ ñîñòî-ÿíèé u(k + i) = ϕ[x(k + i)], i = 1, p − 1, ò.å. ó÷èòûâàåòñÿ áóäóùàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü.Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Ψ [θ(k), k],çàâèñÿùåé îò θ(k), Ψ(k) = M {Ψ [θ(k), k]} è Ψ̃(k) = Ψ [θ(k), k] − Ψ(k), íå óêàçûâàÿÿâíóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèö îò θ(k).Òå î ð åì à 1. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ çàìêíó-òîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñèñòåìîé (1), ìèíèìèçèðóþùàÿ êðèòåðèé (2) ïðè �èêñèðî-âàííîì ãîðèçîíòå ïðîãíîçèðîâàíèÿ p, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

u(k) = K(p/k)x(k),(3)
K(p/k) = −

[
L22(p − 1) + R2(k)

]
−1

LT
12(p − 1),(4)

Q(s + 1) = L11(s) − L12(s) [L22(s) + R2(k + p − 1 − s)]
−1

LT
12(s)+(5)

+R1(k + p − 1 − s),ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Q(0) = R1(k + p), ãäå
L11(s) =

m∑

j=0

AT
j (k + p − 1 − s)Q(s)Aj(k + p − 1 − s)+(6)

+M






m∑

j=0

ÃT
j (k + p − 1 − s)Q(s)Ãj(k + p − 1 − s)




 ,

L12(s) =

m∑

j=0

AT
j (k + p − 1 − s)Q(s)Bj(k + p − 1 − s)+(7)

+M






m∑

j=0

ÃT
j (k + p − 1 − s)Q(s)B̃j(k + p − 1 − s)




 ,

L22(s) =

m∑

j=0

B T
j (k + p − 1 − s)Q(s)Bj(k + p − 1 − s)+(8)

+M






m∑

j=0

B̃ T
j (k + p − 1 − s)Q(s)B̃j(k + p − 1 − s)




 .Âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà (2) èìååò âèä
Jopt(k + p/k) = xT(k) [Q(p) − R1(k)] x(k) + tr

{
p−1∑

i=0

Q(i)W (k + p − 1 − i)

}
,(9)ãäå tr � îçíà÷àåò ñëåä ìàòðèöû,

W (i) = D(i)D T(i) + M
{
D̃(i)D̃ T(i)

}
.(10)86



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ è ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Ç àì å ÷ à í è å 1. Åñëè M{θ(k)}, M
{
θ(k)θ(k)T

}, Aj , Bj , D (j = 0, m) íå çàâèñÿòîò âðåìåíè k, òî, î÷åâèäíî, êîý��èöèåíò îáðàòíîé ñâÿçè â (3) áóäåò çàâèñåòü òîëüêîîò âûáîðà ãîðèçîíòà ïðîãíîçà p, ò.å. K(p/k) = K(p).Ç àì å ÷ à í è å 2. Ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ çàìêíóòîé îáðàòíîéñâÿçüþ íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ÿâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ïî-ñêîëüêó èõ ó÷åò â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå, èçâåñòíîé êàê �ïðîêëÿòèå ðàç-ìåðíîñòè�. 3. Ïðîãíîçèðóþùåå óïðàâëåíèå ðàçîìêíóòîãî òèïàÑòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíóòîãî òèïà îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áó-äóùèå ïðîãíîçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ íà âñåì ãîðèçîíòå ïðîãíîçà çàâèñÿò òîëüêî îòòåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ò.å. íå èñïîëüçóåòñÿ áóäóùàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (ïî ñóùå-ñòâó, íà èíòåðâàëå ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ áåç èñïîëü-çîâàíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ).Ïðîãíîçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: íà êàæäîìøàãå k ìèíèìèçèðóåì �óíêöèîíàë (2) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîãðàììíûõ óïðàâ-ëåíèé u(k/k), . . . , u(k+p−1/k), çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò k.Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ â ìîìåíò k áåðåì u(k) = u(k/k). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì óïðàâ-ëåíèå u(k) êàê �óíêöèþ ñîñòîÿíèÿ x(k), ò.å. óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. ×òîáûïîëó÷èòü óïðàâëåíèÿ u(k + 1) íà ñëåäóþùåì øàãå, ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ òå-êóùåãî ìîìåíòà k + 1.Òå î ð åì à 2. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíó-òîãî òèïà ñèñòåìîé (1), ìèíèìèçèðóþùàÿ êðèòåðèé (2) ïðè �èêñèðîâàííîì ãî-ðèçîíòå óïðàâëåíèÿ p áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-íèÿìè:
u(k) = [ I 0 . . . 0 ] U(k),

U(k) = −H−1(k)GT(k)x(k),(11)ãäå U(k) =
[

uT(k/k) uT(k + 1/k) . . . uT(k + p − 1/k)
]T, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöàðàçìåðíîñòè nu, 0 � êâàäðàòíàÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè nu; H(k), G(k) �áëî÷íûå ìàòðèöû âèäà

H(k) =




H11(k) H12(k) . . . H1p(k)

H21(k) H22(k) . . . H2p(k)
. . . . . . . . . . . .

Hp1(k) Hp2(k) . . . Hpp(k)


 ,(12)

G(k) = [ G1(k) G2(k) . . . Gp(k) ] ,(13)áëîêè êîòîðûõ ðàâíû
His =





B T
0 (k + i − 1)

{
s−2∏
j=i

AT
0 (k + j)

}
L̂12(p − s), i < s,

L̂22(p − i) + R2(k + i − 1), i = s,

HT
si, i > s,

(14) 87



Gs(k) =

{
s−2∏

l=0

AT
0 (k + l)

}
L̂12(p − s),(15)

l−1∏

i=l

AT
0 (k + i) = 1,

Q̂(s + 1) = L̂11(s) + R1(k + p − 1 − s),(16)
Q̂(0) = R1(k + p),

L̂11(s) =

m∑

j=0

AT
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)Aj(k + p − 1 − s)+(17)

+M






m∑

j=0

ÃT
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)Ãj(k + p − 1 − s)




 ,

L̂12(s) =

m∑

j=0

AT
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)Bj(k + p − 1 − s)+(18)

+M






m∑

j=0

ÃT
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)B̃j(k + p − 1 − s)




 ,

L̂22(s) =

m∑

j=0

B T
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)Bj(k + p − 1 − s)+(19)

+M






m∑

j=0

B̃ T
j (k + p − 1 − s)Q̂(s)B̃j(k + p − 1 − s)




 .Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (2) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
Ĵopt(k + p/k) = xT(k)

[
Q̂(p) − R1(k) − G(k)H−1(k)GT(k)

]
x(k)+(20)

+tr

{
p−1∑

i=0

Q̂(i)W (k + p − 1 − i)

}
.C ó÷åòîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå âåêòîð ïðîãíîçèðóþùèõ óïðàâ-ëåíèé U(k) íà êàæäîì �èêñèðîâàííîì øàãå k îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷èêâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì âèäà

Y (k + p/k) = 2xT(k)G(k)U(k) + UT(k)H(k)U(k)(21)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k),(22)ãäå S(k) áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, áëîêè Si(k) (i = 1, p) êîòîðîé èìåþò ðàç-ìåðíîñòè nu × nu.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ñòðàòåãèè ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíóòî-ãî òèïà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ÿâíîãî ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿþùèå âîçäåé-ñòâèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.88



Ç àì å ÷ à í è å 3. Åñëè M{θ(k)}, M{θ(k)θ(k)T}, Aj , Bj , D (j = 0, m) íå çàâèñÿòîò âðåìåíè k, òî, î÷åâèäíî, ìàòðèöû G è H òîæå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.Ç àì å ÷ à í è å 4. �àçìåðû ìàòðèö H(k), G(k) è U(k) çàâèñÿò îò âûáîðà çíà÷å-íèÿ ãîðèçîíòà ïðîãíîçà p. Åñëè ãîðèçîíò ïðîãíîçà âåëèê, òî ýòî ïðèâîäèò ê çíà-÷èòåëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì, è äëÿ èõ ñîêðàùåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèé ïðèåì. Ïîëîæèì
u(k + s/k) = u(k + s + 1/k) = . . . = u(k + p − 1/k) = 0äëÿ íåêîòîðîãî s ≤ p− 1. Ìàòðèöû U(k), H(k), è G(k) ïðåäñòàâèì â áëî÷íîì âèäå
U(k) =

[
U(s)(k)
0(p−s)

]
, H(k) =

[
H(s,s)(k) H(s,p−s)(k)

H(p−s,s)(k) H(p−s,p−s)(k)

]
,

G(k) =
[

G(s)(k), G(p−s)(k)
]
.Ïîñëå ýòîãî êðèòåðèé (21) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y(s)(k + p/k) = 2xT(k)G(s)U(s)(k) + UT
(s)(k)H(s,s)(k)U(s)(k),(23)è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè êðèòåðèÿ (23) ïî �óêîðî÷åííîìó� âåêòîðó ïðîãíî-çèðóþùèõ óïðàâëåíèé U(s)(k).4. Óïðàâëåíèå èíâåñòèöèîííûì ïîðò�åëåì�àññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ÈÏ, ñîñòîÿùèì èç (n−1) ðèñêîâûõ öåííûõ áóìàã(îáûêíîâåííûõ àêöèé) ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè âîëàòèëüíîñòÿìè è áåçðèñêîâîãî �èíàí-ñîâîãî àêòèâà (áàíêîâñêèé ñ÷åò èëè íàäåæíûå îáëèãàöèè). Äèíàìèêà ÈÏ â ïðî-ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì. [12℄):

xi(k + 1) =


1 + µi(k) +

n−1∑

j=1

σij [θ(k), k]vj(k)


 [xi(k) + ui(k)] ,(24)

xn(k + 1) = [1 + r(k)]


xn(k) −

n−1∑

j=1

uj(k)


 ,(25)ãäå xi(k), i = 1, n − 1, � êàïèòàë, âëîæåííûé â i-þ àêöèþ, xn(k) � êàïèòàë, ïî-ìåùåííûé íà áàíêîâñêèé ñ÷åò, µi(k) � îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü i-é öåííîé áóìàãè,

σij [θ(k), k] � ýëåìåíòû ìàòðèöû âîëàòèëüíîñòè ||σij [θ(k), k]||, ïðè÷åì σij [θ(k), k] çà-âèñèò îò θ(k) ëèíåéíî, r(k) � ñòàâêà áåçðèñêîâîãî àêòèâà, ui(k) � êàïèòàë, ïåðåâîäè-ìûé ñ áàíêîâñêîãî ñ÷åòà â i-é ðèñêîâûé àêòèâ (ïðè ui(k) > 0 ) ëèáî ñ i-ãî ðèñêîâîãîâëîæåíèÿ íà áàíêîâñêèé ñ÷åò (ïðè ui(k) < 0). Åñëè êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ xi(k) < 0(i = 1, n − 1), òî ýòî îçíà÷àåò ó÷àñòèå â îïåðàöèè �ïðîäàæà áåç ïîêðûòèÿ� [16℄, åñëè
xn(k) < 0, òî ýòî îçíà÷àåò çàåì êàïèòàëà â ñóììå |xn(k)|. Ñìûñë âåëè÷èí θ(k) è v(k)òîò æå, ÷òî è ïðåæäå. Îáùèé êàïèòàë ÈÏ V (k) =

n∑
i=1

xi(k).Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ÈÏ ïóòåì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êà-ïèòàëà ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè èíâåñòèöèé òàê, ÷òîáû êàïèòàë ðåàëüíîãî ïîðò-�åëÿ V (k) ñ íàèìåíüøèìè îòêëîíåíèÿìè ñëåäîâàë êàïèòàëó V 0(k) íåêîòîðîãî îïðå-äåëÿåìîãî èíâåñòîðîì ýòàëîííîãî ïîðò�åëÿ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì
V 0(k + 1) =

[
1 + µ0(k)

]
V 0(k),(26) 89



ãäå µ0(k) � çàäàííàÿ æåëàåìàÿ äîõîäíîñòü ïîðò�åëÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò V 0(0) =
= V (0) çàäàí è ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà ïî àêòèâàì èçâåñòíî. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîðò-�åëåì èñïîëüçóåì ñòðàòåãèè ñ ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëüþ. Êðèòåðèé êà÷åñòâà óïðàâ-ëåíèÿ (�óíêöèÿ ðèñêà) èìååò âèä

J(k + p/k) = M

{
p−1∑

i=1

(
V (k + i) − V 0(k + i)

)2
+(27)

+

p−1∑

i=0

uT(k + i)R(k + i)u(k + i) +
[
V (k + p) − V 0(k + p)

]2
/

x(k)

}
,ãäå x(k) = [ x1(k), . . . , xn(k) ]

T, u(k) = [ u1(k), . . . , un−1(k) ]
T, R(i) > 0 � ìàò-ðèöà âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ óïðàâëåíèÿ.Ñèñòåìó óðàâíåíèé (24)�(26) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z(k + 1) =



A0(k) +

n−1∑

j=1

Aj [θ(k), k]vj(k)



 z(k)+(28)
+



B0(k) +

n−1∑

j=1

Bj [θ(k), k]vj(k)



 u(k),ãäå
z(k) =

[
x1(k), . . . , xn−1(k), xn(k), V 0(k)

]T
,

A0(k) = diag
(

1 + µ1(k), . . . , 1 + µn−1(k), 1 + r(k), 1 + µ0(k)
)
,

Aj [θ(k), k] = diag ( σ1,j [θ(k), k], . . . , σn−1,j [θ(k), k], 0, 0 ) ,

B0(k) =




1 + µ1(k) . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 1 + µn−1(k)

−[1 + r(k)] . . . −[1 + r(k)]
0 . . . 0


 , Bj [θ(k), k] =




bj[θ(k), k]
0n−1

0n−1


 ,

bj[θ(k), k] = diag ( σ1,j [θ(k), k], . . . , σn−1,j [θ(k), k] ) ,

j = 1, n − 1, 0n = [ 0, . . . , 0 ] � âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðíîñòè n.Êðèòåðèé (27) ïðèìåò âèä
J(k + p/k) = M

{
p−1∑

i=1

zT(k + i)CTCz(k + i)+(29)
+

p−1∑

i=0

uT(k + i)R(k + i)u(k + i) + zT(k + p)CTCz(k + p)

/
z(k)

}
,ãäå C = [ 1 1 . . . 1 1 −1 ].Åñëè íà îáúåìû òîðãîâûõ îïåðàöèé íå íàêëàäûâàþòñÿ �æåñòêèå� îãðàíè÷åíèÿ,òî èìååì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (28) ïî êðèòåðèþ (29) áåç îãðà-íè÷åíèé, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé 1. Íà ïðàêòèêå íà îáúåìû òîð-ãîâûõ îïåðàöèé ìîãóò áûòü íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, íåêîòîðûå èíñòèòó-öèîíàëüíûå èíâåñòîðû íå èìåþò ïðàâà óïðàâëÿòü àêòèâàìè, ó÷àñòâóÿ â îïåðàöèÿõ90



ïðîäàæè áåç ïîêðûòèÿ, è èñïîëüçîâàòü çàåìíûå ñðåäñòâà [16℄. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæ-íû âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ âèäà
xi(k) + ui(k) ≥ 0 (i = 1, n− 1),

xn(k) −

n−1∑

i=1

ui(k) ≥ 0.Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ó÷åñòü îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåì êóïëè-ïðî-äàæè àêöèé, ðàçìåð çàåìíûõ ñðåäñòâ (åñëè äîïóñòèìî èõ èñïîëüçîâàíèå) è ïð. Â òà-êîì ñëó÷àå èìååì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (28) ïî êðèòåðèþ (29)ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà (22), ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ òåî-ðåìîé 2. 5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåÎïðåäåëèì ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ïîðò�åëåì öåííûõ áóìàã, ñîñòîÿùèì èç áàí-êîâñêîãî ñ÷åòà äîõîäíîñòüþ r = 0,003 è äâóõ âèäîâ àêöèé ñ äîõîäíîñòÿìè ηi(k) =
= µi + σi(k)vi(k) (i = 1, 2), ãäå îæèäàåìûå äîõîäíîñòè µ1 = 0,01, µ2 = 0,012,
vi(k) � ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, σi(k) � âîëà-òèëüíîñòè. Íåîïðåäåëåííîñòü â çàäàíèè âîëàòèëüíîñòåé áóäåì ìîäåëèðîâàòü, ïðåä-ïîëàãàÿ, ÷òî σi(k) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõíà ïðîìåæóòêå [ai, bi] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: a1 = 0,01, b1 = 0,04, a2 = 0,01, b2 = 0,06.Äîõîäíîñòü ýòàëîííîãî ïîðò�åëÿ µ0 = 0,011. Ìàòðèöà âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ
R = diag(0,0001; 0,0001). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåñü êàïèòàë íàõîäèòñÿ íàáàíêîâñêîì ñ÷åòå, ò.å. x1(0) = x2(0) = 0, x3(0) = V (0) = V 0(0) = 1, ãîðèçîíò ïðîãíî-çèðîâàíèÿ p = 100, çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà ïðîìåæóòêå k ∈ [1, 100]. �èñ. 1 èëëþñòðèðóåòäèíàìèêó äîõîäíîñòåé ηi(k) ðèñêîâûõ �èíàíñîâûõ àêòèâîâ (ïî îñè àáñöèññ óêàçàíûíîìåðà âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, à ïî îñè îðäèíàò � âåëè÷èíû äîõîäíîñòåé).

 

0,15

0,10

0

–0.05

–0,10

–0,15

0,05

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 

k

1

2

 

η

�èñ. 1. Äèíàìèêà äîõîäíîñòåé ðèñêîâûõ àêòèâîâ (ëèíèÿ 1 � äîõîäíîñòüïåðâîé àêöèè, ëèíèÿ 2 � äîõîäíîñòü âòîðîé àêöèè). 91



 

3

2

0

–1

–2

–3

1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 

k

1

2

x

4

3

 

4

 

V

V

 

0

 

5

�èñ. 2. Äèíàìèêà ïîðò�åëÿ ïðè óïðàâëåíèè áåç îãðàíè÷åíèé (ëè-íèÿ 1 � êàïèòàë, âëîæåííûé â ïåðâóþ àêöèþ, 2 � âî âòîðóþ àêöèþ, 3 �áàíêîâñêèé ñ÷åò, 4 � ýòàëîííûé ïîðò�åëü, 5 � óïðàâëÿåìûé ïîðò�åëü).
 

0,5

0

–1,0

–1,5

–2,0

–0,5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 

k

1

2

u

 

1,0

�èñ. 3. Äèíàìèêà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïðè óïðàâëåíèè áåç îãðà-íè÷åíèé (ëèíèÿ 1 � u1(k), ëèíèÿ 2 � u2(k)).92



 

2,5

2,0

1,0

0,5

0

1,5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 

k

1

2

 

3,0

–0,5

 

3

4

5

x

V

V

 

0

�èñ. 4. Äèíàìèêà ïîðò�åëÿ ïðè óïðàâëåíèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè (ëè-íèÿ 1 � êàïèòàë, âëîæåííûé â ïåðâóþ àêöèþ, 2 � âî âòîðóþ àêöèþ, 3 �áàíêîâñêèé ñ÷åò, 4 � ýòàëîííûé ïîðò�åëü, 5 � óïðàâëÿåìûé ïîðò�åëü).Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü äâà ñëó÷àÿ.1. Âîçìîæíû îïåðàöèè ïðîäàæ áåç ïîêðûòèÿ, à òàêæå çàéì â áàíêå ïî ñòàâêå r.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîðò�åëåì èñïîëüçîâàëàñü ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðóþ-ùåãî óïðàâëåíèÿ ñ çàìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû: èçìåíåíèå ñóì-ìàðíîãî êàïèòàëà èíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ V (k) (ëèíèÿ 5), èçìåíåíèå êàïèòàëà
V 0(k) ýòàëîííîãî ïîðò�åëÿ (ëèíèÿ 4), äèíàìèêà êàïèòàëà, âëîæåííîãî â êàæäûé�èíàíñîâûé àêòèâ (ëèíèÿ 1 � êàïèòàë x1(k), âëîæåííûé â ïåðâóþ àêöèþ, ëèíèÿ 2 �êàïèòàë x2(k) , âëîæåííûé âî âòîðóþ àêöèþ; ëèíèÿ 3 � êàïèòàë íà áàíêîâñêîì ñ÷å-òå x3(k)). Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé � îáúåìîâ êà-ïèòàëà, ïåðåâîäèìîãî ñ áàíêîâñêîãî ñ÷åòà â àêöèþ èëè íàîáîðîò â çàâèñèìîñòè îòçíàêà. Íà îñè àáñöèññ óêàçàíû íîìåðà âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, à ïî îñè îðäèíàò íàðèñ. 2 � êàïèòàëû ïîðò�åëåé è ñóììû âëîæåíèé â îòäåëüíûå àêòèâû, íà ðèñ. 3 �óïðàâëåíèÿ.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî êàïèòàë óïðàâëÿåìîãî èíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ äîñòàòî÷-íî õîðîøî îòñëåæèâàåò ðîñò êàïèòàëà ýòàëîííîãî ïîðò�åëÿ çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëå-íèÿ ñðåäñòâ ìåæäó ðèñêîâûìè è áåçðèñêîâûì âëîæåíèÿìè ñ ïðèâëå÷åíèåì çàåìíûõñðåäñòâ.2. Îïåðàöèè ïðîäàæè áåç ïîêðûòèÿ è ïðèâëå÷åíèå çàåìíûõ ñðåäñòâ íåâîçìîæíû,÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì âèäà:

xi(k) + ui(k) ≥ 0 (i = 1, 2),

x3(k) − (u1(k) + u2(k)) ≥ 0.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîðò�åëåì èñïîëüçîâàëàñü ñòðàòåãèÿ ïðîãíîçèðó-þùåãî óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíóòîãî òèïà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ. Äèíàìèêà ïîðò�åëåé èâëîæåíèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4: ëèíèè 1 , 2 ïîêàçûâàþò èçìåíåíèå êàïèòàëîâ,âëîæåííûõ â àêöèè x1(k) è x2(k); ëèíèÿ 3 � èçìåíåíèå êàïèòàëà íà áàíêîâñêîì ñ÷å-93
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�èñ. 5. Äèíàìèêà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïðè óïðàâëåíèè ñ îãðà-íè÷åíèÿìè (ëèíèÿ 1 � u1(k), ëèíèÿ 2 � u2(k)).òå x3(k); ëèíèè 4 è 5 ïîêàçûâàþò äèíàìèêó êàïèòàëîâ V 0(k) è V (k) � ýòàëîííîãîè óïðàâëÿåìîãî ïîðò�åëåé ñîîòâåòñòâåííî. Èçìåíåíèå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé
u1(k) è u2(k) ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïî îñè àáñöèññ íà ðèñ. 4 è 5 óêàçàíû íîìåðà âðå-ìåííûõ èíòåðâàëîâ, à ïî îñè îðäèíàò íà ðèñ. 4 � êàïèòàëû ïîðò�åëåé è ñóììûâëîæåíèé â îòäåëüíûå àêòèâû, à íà ðèñ. 5 � óïðàâëåíèÿ.Ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðàâëåíèåì áåç îãðàíè÷åíèé íà çàéìû ñëåæåíèå õóæå, òàê êàê,âî-ïåðâûõ, èñïîëüçóåòñÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ðàçîìêíóòîãî òèïà, êîòîðàÿ íå ó÷è-òûâàåò áóäóùóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, è, âî-âòîðûõ, ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åí, è åãîíåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ó÷àñòêàõ, ãäå îãðàíè÷åíèÿ àêòèâíû, �ïîäòÿíóòü� òðàåêòî-ðèþ ðîñòà óïðàâëÿåìîãî ïîðò�åëÿ ê æåëàåìîé òðàåêòîðèè ýòàëîííîãî ïîðò�åëÿ âòàêîé æå ñòåïåíè, êàê ïðè óïðàâëåíèè áåç îãðàíè÷åíèé.6. Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñèíòåçà ñòðàòåãèé ïðîãíîçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ çàìêíó-òîé îáðàòíîé ñâÿçüþ è ðàçîìêíóòîãî òèïà äëÿ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìèè àääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè øóìàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ è óïðàâ-ëåíèé. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü â ÿâíîì âèäå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ.Ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå àëãîðèòì ñèíòåçà ïðîãíîçèðóþùèõ ñòðàòå-ãèé âêëþ÷àåò ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ó÷å-òîì ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé öåëåñîîáðàçíî ñî÷åòàíèå ñèíòåçà ïðîãíîçèðóþùèõ óïðàâ-ëåíèé áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé ñî ñòðàòåãèåé ñ îãðàíè÷åíèÿìè, åñëè æå óïðàâëåíèÿ,ñèíòåçèðîâàííûå áåç îãðàíè÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì íà øàãå k, òî íàýòîì øàãå íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.94



Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ÈÏ, ñîäåðæàùèì �è-íàíñîâûå àêòèâû ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà îáúå-ìû òîðãîâûõ îïåðàöèé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòüè ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ñëåæåíèÿ çà ýòàëîííûì ïîðò�åëåì ñ çàäàííîé äîõîäíî-ñòüþ, îäíàêî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà öåëüþóïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåæåíèå íå çà ýòàëîííûì ïîðò�åëåì, à çà òàê íàçûâàåìûìèíäåêñíûì ïîðò�åëåì, êîòîðûé îòðàæàåò ïîâåäåíèå ðûíêà â öåëîì [9, 11℄.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1 . Äëÿ îïòèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (2) èñïîëüçó-åì ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà íà øàãå t = k+p−1èìååò âèä
V (k + p/k + p − 1) = min

u(k+p−1)
M

{
xT(k + p)R1(k + p)x(k + p)+(Ï.1)

+uT(k + p − 1)R2(k + p − 1)u(k + p − 1)
/

x(k + p − 1)

}
=

= min
u(k+p−1)

{
xT(k + p − 1)L11(0)x(k + p − 1)+

+2xT(k + p − 1)L12(0)u(k + p − 1)+

+uT(k + p − 1) [L22(0) + R2(k + p − 1)] u(k + p − 1)+

+tr
{
D T(k+p−1)Q(0)D(k+p−1)+M

{
D̃ T(k+p−1)Q(0)D̃(k+p−1)

}}}
,ãäå Q(0) = R1(k + p) è L11(0), L12(0), L22(0) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (6)�(8).Ìèíèìóì â �óíêöèè Áåëëìàíà (Ï.1) äîñòèãàåòñÿ ïðè

u(k + p − 1/k) = − [L22(0) + R2(k + p − 1)]−1 LT
12(0)x(k + p − 1),ïðè ýòîì çíà÷åíèå �óíêöèè

V (k + p/k + p − 1) = tr
{

Q(0)W (k + p − 1)
}
+

+xT(k+p−1)
[
L11(0)−L12(0) [L22(0)+R2(k+p−1)]−1LT

12(0)
]
x(k+p−1),ãäå W (k + p − 1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (10).Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà, çàïèøåì óðàâíåíèå

V (k + p/k + p − 2) = min
u(k+p−2)

M

{
xT(k + p − 1)R1(k + p − 1)x(k + p − 1)+(Ï.2)

+uT(k+p−2)R2(k+p−2)u(k+p−2)+V (k+p/k+p−1)
/

x(k+p−2)

}
=

= min
u(k+p−2)

M

{
xT(k+p−1)Q(1)x(k+p−1)+uT(k+p−2)R2(k+p−2)u(k+p−2)+

+tr
{

Q(0)W (k + p − 1)
}/

x(k + p − 2)

}
. 95



Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ x(k +p−1) èç (1) â (Ï.2) è îïòèìèçèðóÿ ïî u(k +p−2),ïîëó÷èì
u(k + p − 2/k) = − [L22(1) + R2(k + p − 2)]

−1
LT

12(1)x(k + p − 2),ïðè ýòîì
V (k + p/k + p − 2) =

= xT(k+p−2)
[
L11(1)−L12(1) [L22(1)+R2(k+p−2)]

−1
LT

12(1)
]
x(k+p−2)+

+tr

{
1∑

i=0

Q(i)W (k + p − 1 − i)

}
,ãäå Q(1), L11(1), L12(1), L22(1) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (5)�(8).Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîìåíòà t = k îïòèìàëüíîåóïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (3)�(8). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíà-ëà (2) Jopt(k + p/k) = V (k + p/k) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (9).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2 . Âûðàæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå x(k + i)(i = 1, p) ÷åðåç x(k) ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòâ êðèòåðèé (2), ïîëó÷èì

J(k + p/k) = xT(k)L̂11(p − 1)x(k)+(Ï.3)
+2xT(k)

[
p−1∑

r=0

{
r−1∏

s=0

AT
0 (k + s)

}
L̂12(p − r − 1)u(k + r/k)

]
+

+2

p−2∑

r=0

p−1∑

j=r+1

uT(k+r/k)B T
0 (k+r)

{
j−1∏

s=r+1

AT
0 (k+s)

}
L̂12(p−1−j)u(k+j/k)+

+

p−1∑

r=0

uT(k + r/k)

[
L̂22(p − 1 − r) + R2(k + r)

]
u(k + r/k)+

+tr

{
p−1∑

i=0

Q̂(i)W (k + p − 1 − i)

}
,ãäå Q̂(l), L̂11(l), L̂12(l), L̂22(l) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (16)�(19) è

l−1∏

s=l

AT
0 (k + s) = 1.Âûðàæåíèå (Ï.3) íåòðóäíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

J(k + p/k) = xT(k)
[
Q̂(p) − R1(k)

]
x(k)+(Ï.4)

+2xT(k)G(k)U(k) + UT(k)H(k)U(k) + tr

{
p−1∑

i=0

Q̂(i)W (k + p − 1 − i)

}
,ãäå ìàòðèöû H(k) è G(k) èìåþò âèä (12)�(15).Ìèíèìèçèðóÿ �óíêöèîíàë (Ï.4) ïî âåêòîðó U(k) áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé, ïîëó-÷èì (11). Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (Ï.4) ïîëó÷èì âûðàæåíèå (20) äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ �óíêöèîíàëà. Åñëè íà âåêòîð óïðàâëåíèé íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ (22), èìååìçàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ (Ï.4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (22), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàçàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì (21) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (22).96
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