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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 28, NS 3 (1980) 

О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ФУНКЦИЙ 
КЛАССА ЗИГМУНДА В МЕТРИКЕ ХАУСДОРФА 

Б. Касимов 

Известно, что для любой 2я-периодической функции / 
справедливо соотношение (см. [1], [2]) 
НЕп (/) < Еп (/) < 
< НЕп (/) ехр {% (#£„(/) +HE1(f) + .. .+ НЕп_г(/))}, 

(1) 
п = 1, 2, . . ., где Еп (/) и НЕп (/) — наименьшие укло­
нения функций / от тригонометрических полиномов поряд­
ка не выше п в равномерной и хаусдорфовой метриках соот­
ветственно, а X — абсолютная, постоянная 0 <^ К <; 3 + 
+ 2 / 2 (в [1]1 = 6). Если же 2л-периодическая функция / 
удовлетворяет условию Липшица Lip c l , то [3] 

НЕп (/) < Еп (/) < (с + 1) НЕп (/), п = 0, 1, . . ., 

т. е. Еп (/) и НЕп (/) имеют один и тот же порядок мало­
сти. Поскольку при этом Еп (/) = О (п*1) (так как / ЕЕ 
ЕЕ Lip 1), а характеристическим свойством функций 
с Ev (/) = О (п~г) является ее принадлежность классу 
Зигмунда (т. е. выполнение условия 
coa(/,6) = max{ max {\f(z + h) + f(x — h) — 2f(x)\}} = 

|h|<6 —«.<*<оо 

= 0(6)), 

то естественно спросить, не будет ли справедливо соот-
© Издательство «Наука». 335 

Главная редакция 
физико-математической литературы. 
«Математические заметки», 1980 



ношение Еп (/) = О (НЕп (/)) для всех функций класса 
Зигмунда? Следующее утверждение дает отрицательный 
ответ на этот вопрос. 

ТЕОРЕМА. Существует 2я-периодическая функция 
g {ос) из класса Зигмунда, для которой с-п~х <^ Еп (g) <^ 
< ; п~1 (с — const ^> 0, п = 1, ? , . . . ) г? т о время как 
НЕп (g) = О ((nln п)'1), точнее, 

НЕп (g) < {n In п (1 - In (21n Л) / In / i ) } - \ /г > 25. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим непрерывную 
2я-периодическую функцию 

g(x)=%^mkx)l^. (2) 

Известно [4], что 

Я я ( £ ) < и - Л #г= 1, 2,. . . (3) 

1. Оценим снизу со2 (g, S). Пусть 0 < /г < 1, ттг = 
= [я/2/г], гг = [я//г] (Г&] — целая часть ч.исла Ь). Имеем 

Щ (g, h)> \g (2А) + * (0) - 2g (h) | > аг + a2 + | a3 |, 
(4) 

где 
, \H™ sin kh-sin2 (A:h/2) 

, V * n sin kh.sin2 (kh/2) 
a2 = 4z. J E * - * — L > 

<тз = 2 ̂ Г = п + 1 (sin Щ1& - Sfr°°=n+1(sin2M)/F. 

Ввиду очевидных неравенств 

s i n * > 2tln (0 < £ < я/2), 
sin г > 4 f / | / 2 я (0 < t < я/4) 

получаем, что 
. , V 1 т (2kh/n) (Ш/2 /2~я) 2

 Q I i 3 / , л ч , з ^ ai > 4 > - — / v
 k2—- '— = 8hsm (m + 1)/я3 > 

> 2 A ( 1 —2Л/я)/я, (5) 
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*2 > 4 K L m + 1 ((А'/г/я)2 sin Aft)/A2= 

= 4 (/г/я)2 2 " = w + 1 sin (я — Aft) > 

> 4 ( f e / r t ) » S L m + l 2 ^ - A * ) / 3 t = 

= 8(/г/я)2(n — m){l—h(n + m+ 1)/2я} > 
> f t ( l - 2/г/я)2/я. (()) 

Так как 

|SLmS i n t e | ' |SLmC 0 S t o |< 
< | S L е^ I = IeimX ~* e i (n+1)x I /11 — e i x | < 

< 2/1 2 sin x/2 | = 1 / | sin x/2 | (7) 

при всех n^> т, то 

| a3 | < 2 (л + I ) - 2 (sin (/г/2))-1 + (n + I )" 2 (sin /г)"1 < 
< 2 (я//г)-2 (/г/я)"1 + (я//г)~2 (2/г/я)"1 - 5/г/2я. (8) 

Согласно (4) — (6) и (8) при h <^ я/32 выполняется нера­
венство w2 (g, h) > /г/4я. 

С другой стороны, так как Еп (g) <C гг1, то по теореме 
Зигмунда [4] w2 (g, h) ^ c2h. Итак, cxh <; w2 (g, h) < ; 
<^ c2h (cx, c2 = const ^> 0). Отсюда в силу эквивалентности 
при 0 < а < 2 соотношений сг6а <^ w2 (/, б) <^ сфа 

и Л ^ - " < Еп (/) < Л2^г~а (Лх, Л2 = const > 0) (см. 
[5]) получаем, что Еп (g) ;> сп~г (с = const > 0, /г = 
= 1, 2 . . . ) . 

2. Оценим сверху i/7?n (g). В качестве приближающего 
полинома возьмем п-ю частичную сумму Sn (x) ряда (2). 
Для каждого п = 2 , 3 , . . . разделим отрезок [0, 2я] 
точками |3П = 2 In nln и уп = 2я — (Зп на три части. 
По признаку Абеля и из (7) при |3n ^ x <^ уп имеем 

| «Г (ж) — S n (ж) | < (и + I ) - 2 | sin (x/2) I"1 < 
< (п + l)"2 .(sin (In nln))-1 < 

< (п + I ) - 2 (In nln — In 3 гг / (блг3))-1 < (и In гг)"1 

( P n < ^ < Y n , л = 2, 3, . . .). (9) 
Оценим хаусдорфово расстояние между g (x) и Sn (x) на 
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отрезке [О, рп]. В силу того, что 

g (х) = — g (2л — х) 
и 

Sn(x) = -Sn(2n-x). 

Эти оценки будут справедливы и на отрезке [уп, 2л]. 
Производная 

g (х) = S L i (cos kx)>k = — In I 2 sin (x/2) | 
монотонно убывает на [0, я/3] от + сю до 0, так что g (x) 
выпукла вверх на этом отрезке. При 0 ^ х ^ |3П имеем 

gf (х) > — Гп (2 sin (In n)ln) > ( 1 — In (2 In n)/ln n) In n. 
(10) 

Отсюда, снова используя признак Абеля и (7), получаем 
при п/п <^ х <^ рп, что 

£ i (*) > g' (Я?) — | ЗГ=п+1 (C0S te)/* | > 
> *' (*) — (л + 1Г* (sin W2))"1 > 

> ( 1 — In (2 In w)/ln w) In /г — 1 > 0, n > ея. (11) 

Кроме того, при 0 <^ х <; л/г-1, очевидно, имеем 

Sn (#) = «Sn (0) + Sn (Qx) x ^ Inn — n-nn-1 > 0, 
0 < 6 X < я, ?г> ея. (11') 

Определим многозначные функции ип (х) и z;n (х) с 
непрерывными графиками, положим: 1) ип (х) = 0 
при # = 0 и х = 2я, wn (я) = g (х) + д - 1 при х ЕЕ (0, Pn)U 
U (7П, 2я), ип (х) = g(x) + (п In гс)"1 при х е [pn> YJ; 
2) УП (ж) = 0 при х = 0 и я = 2л, УП (#) = g (#) — /г-1 при 
х е (0, pn) U (Yn> 2 j r ) , n̂ (ж) = g (ж) — (w In д)-1 при 
ж s [рп» Ynl и считая, что каждая из этих функций в каж­
дой из своих точек неоднозначности (х = 0, рп, уп, 2л) 
принимает каждое из значений, заключенное между ее 
наибольшим и наименьшим значениями в этой точке. 

Обозначим через (g1? ип (^)), (|2, yn ( У ) , (p, vn (P)) 
соответственно самые левые над отрезком [0, 2л] точки 
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пересечения горизонтали у ~ g (£) с графиком функции 
ип (х), горизонтали у = g (£) — с графиком функции ип (х) 
(для 0 < I < рп), и горизонтали у = g (рп) — с гра­
фиками функции vn (х). По построению ^ Е Ю, £], 
£2 ^ (5» РЬ Р е (рЛ, я/3). Поскольку при 0 < ж < рп 
и рп < ж <С р функции Un (ж) = g' (x) = i;n (ж) убывают, 
то из (10) имеем 

> l n w ( l —ln(21nw)/lnw). 
Откуда 

clef 

0 < Е - li < (п In я)-1 (1 - In (2 In »)/ln п)"1 = е„ 
(0 < I < &,)• (12) 

Аналогично в случае £2 £= (I» PJ имеем 
0 < £2 - I < «п- (13) 

Приступая к оценке £2 — £ для | 2 ^> рп, напомним, что 
Sa S (li, p]. Из выпуклости и возрастания функции g (x) 
на отрезке [0, р] и из равенства 
g (Pn) - g (6) = *« (Р) ~ «>» (£,) = 

= (? (р) ! - (в In /г)-1) - (g ( У - (п Ь)-1) = g (р) - g(l2) 

следует, что 
Р« - I < Р - Е„ 

откуда 
|2 - £ < р - рп. 

Покажем, что р ЕЕ [рп, рп + (и In /г)-1]. Отсюда бу­
дет следовать неравенство £2 — £ <; (д In n)'1 при £2 ЕЕ 
е (Рп? РЬ Чтобы это показать, достаточно, ввиду возра­
стания vn (x) на [рп, р], установить неравенство 

vn (pn + (п In п)-1) > уп (р) = g (pn), 
т. е. что 

g (К + (п In и)-1) - g (pn) > (n In /г)-1. 

При 7г !> 16 это неравенство следует из того, что для 
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x ЕЕ [pn, Pn + (n In n)~x] справедлива оценка 
g' (x) = - In | 2 sin (*/2) | > 

> - In | 2 sin (1/2) (pn + (и In л)"1) | = 
— — In (2 sin (In n/n + i/ (2n In n))> 

> — In (21n n/n + 1/ (win n)) > 1, w > 16. 
Итак, доказано, что р €= [р^, Рп + (га In га)-1] и 

О < 12 — £ ^ (и hi n)~l в случае £2 ЕЕ (Р^ PJ- Сравнив 
с (13),видим, что 0 < £2 — К гп. 

В силу определения ип (х), ип (х) и неравенств (3), 
(9) график функции Sn (x) лежит между графиками функ­
ций ип (х) и vn (x). Поэтому, ввиду определения точек £х 
и £2 горизонталь г/ = # Ш , £Е=Г0, рп] пересечет график 
функции у = Sn(x) в точке (t, Sn(t)) = (*, g (£)), где 
li < * < £2- Поскольку ^ < I < g2, то точка (£, g (I)) 
находится в хаусдорфовой окрестности точки (t, Sn (t)) 
радиуса max { | gx — £ |, | £2 — £ |} < en какова бы ни 
была точка £Е= [0, рп] (см. (12) и (14)). По сказанному в 
начале п. 3 это верно и для любой точки £ ЕЕ [̂ п? 2л], 
а ввиду неравенства (9) и для любого £ €Е lpn> YrJ-

Подводя итог, мы можем сказать, что при п > 25 гра­
фик функции g (а:) на отрезке ГО, 2л] находится в хаусдор­
фовой еп-окрестности графика функции Sn (x). 

Докажем теперь, что хаус,горфова еп-окрестность гра­
фика функции g (х) на отрезке [0, 2л] содержит график 
функции Sn (x) на этом же отрезке. Прежде всего напомним, 
что при п ^> ел на отрезке [0, рп] функции g (x) и Sn (x) 
являются строго возрастающими (см. (10), (11) и (II '))-
Обозначим через tn точку t, построенную по точке £ = 
= р п как и выше. Тогда если t ЕЕ [0, tn], то по доказан­
ному найдется £ ЕЕ [0, рп] такое, что хаусдорфово рас­
стояние между точками 

(t, sn(t)) = (t, g(i)) и a, g(D) 
меньше еп. Если же tn < р„ и t ЕЕ \tn, P J , то \ t — pn | ^ 
< К — К < еп и в то же время g (pn) < Sn (t) < Sn (|3n) < 
^ g (Pn) + (rain га)-1(см. (9)).Таким образом, при£п<^ £<;Pn 
точка (t, Sn (t)) находится в еп-окрестноститочки ф п , g (Pn)). 
Если t ЕЕ lpn> Ynb TO точка (£, £„ (£)) находится 
в 8п-окрестности точки (t, g (t)) в силу (9). Ситуация при 
t ЕЕ [уп, 2л], по сказанному в начале п. 2, является такой 
же, как при t ЕЕ [0, рп] . Итак, график функции Sn (x) 
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(х ЕЕ [0, 2я]) находится в хаусдорфовой еп-окрестности 
графика функции g (х) (х ЕЕ [0, 2я]). 

Мы доказали, что графики функций g (x) и Sn (x) 
находятся в хаусдорфовой еп-окрестности друг друга. 
Ввиду их 2я-периодичности это выполняется на всей 
числовой оси. Теорема доказана полностью. 

С л е д с т в и е . Постоянная X в неравенстве (1) не 
может быть менее единицы: 1 <^ X <; 3 + 2]/" 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По доказанной теореме для 
любого е ^> 0 при п^> п (г) получаем: 

HEn(g)<(i +г)/(п\пп). 
Поскольку существует такое] А= const }> 0, что 

HE0(g) < А, НЕг (g) < Л, НЕп (g) < Л /нЬлпри п > 2, 
то отсюда и из (1) имеем: 

J 1 + 8 | 1 + в \ 1 ^ . 
^ («(е) + 1) In (п (г) + 1) г • • • т" ( n - l ) l n ( / t - 1 ) ) \ ^ 

с ехр {Я (1 + в) In In »} = с _(1 л Н)^_Ч 
^ 7 Д 1 1 1 AZ v ' tt 

где с (е) не зависит от п^> п (е). Если А, < 1, то, выбирая 
е ^> 0, из условия X (1 + е) — 1 < 0 при п -> сю полу­
чим противоречивое соотношение п~г ^ о (п*1). Итак 

З а м е ч а н и е . Доказанная теорема распростра­
няется и на наименьшие уклонения НаЕп (g) функции g 
от тригонометрических полиномов порядка не выше и 
в а-метрике Хаусдорфа (а > 0) 

На Еп (g) < (ад In п)-1 (1 — In (21im)/hm)-\ n > и (а). 
Отсюда получим, что в неравенстве 

НаЕп (/) < £„ (/) < НаЕп (/) ехр {Ха (НаЕ0 (/) + 
+ НаЕх (/) + . . . + Я а ^ х (/))} (Ь = const < 3 + 2 / 2 ) 
(см. [1], [2]) постоянная X не может быть менее единицы. 
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