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НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ 
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Функция /: ] а, Ъ I ->• R называется симметрически 
дифференцируемой в точке х ЕЕ ] а, 6 [, если существует 
конечный предел 

lim (f(x + h)-f(x- h))/2h = fs {x). 

В 1935 г. Хаусдорф [1] поставил задачу: является ли 
множество точек разрыва всюду симметрически непрерыв­
ной функции (это означает, что / (х + К) — / (х — К) -*• 
->- 0 при h —>- 0 для всех я ЕЕ ] а, Ь [) не более чем счетным? 

В 1971 г. Прайс [2] дал отрицательный ответ на этот 
вопрос. В этой связи возникает аналогичная задача: ка­
кова мощность множества точек недифференцируемости 
непрерывной и всюду симметрически дифференцируемой 
функции? Известно, что это множество имеет меру нуль 
[3] и первую категорию [4]. Целью данной заметки явля­
ется доказательство следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА. Существует непрерывная, всюду симмет­
рически дифференцируемая функция /: R ->- R, обладаю­
щая свойствами: 

1) / не дифференцируема в точках некоторого совершен­
ного множества Р; 

2) / непрерывно дифференцируема в R \ Р; 
3) / не является функцией класса ACG% на Р. 
Для сравнения отметим, что не существует всюду 

симметрически непрерывной функции с совершенным мно­
жеством точек разрыва [5]. 
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Доказательство теоремы состоит в построении примера. 
Предварительно рассмотрим несколько вспомогательных 
утверждений. 

ЛЕММА 1. Пусть ф: R ->- R — непрерывная периоди­
ческая функция (с периодом Т), удовлетворяющая условиям: 

а) 3#о VA > 0 : ф (х0 + А) = ф (#0 — А); 
б) Эт] > 0 Vx e Uo — Л» о̂ + лЬ Ф (х) = 0. Тогда сг/-

ществует 6 ^> 0 такое, что для всех целых к, всех A ^> 0 
и всех х ЕЕ-. Afe = [#0 + &Г — б, я0 + кТ + б] выполняет­
ся неравенство 

| ф (ж + А) - ф (я - А) К 2/г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая периодичность ф 
и замену переменной х' = х — х0, заключаем, что ут­
верждение достаточно доказать для х0 = 0, к = 0. Допус­
тим, что в этом случае утверждение леммы неверно. Тогда 
существуют две последовательности: {хп}, хп ->- 0, и {Ап}, 
Ап ]> 0, такие, что 

Vrc: | Ф (хп + hn) — ср (sn — Лп) ( > 2АП. (1) 

Из (1) и ограниченности ф вытекает ограниченность {Ап} 
сверху, а так как хп-+0, то из (1) и условия б) следует, 
что {hn} ограничена снизу некоторым положительным 
числом. Не уменьшая общности, можно считать (выбирая, 
если нужно, подпоследовательность), что {Ап} сходится: 
hn ->- А0 ^> 0. Тогда, переходя к пределу в (1) и учитывая 
условие а), получаем противоречие: 

0 — | ф (А0) — Ф (—Ао) I > 2А0 > 0, 

что и завершает доказательство леммы. В дальнейшем 
мы всегда считаем, что б <̂  т]. 

Пусть g: R —•- [0, 1] — какая-нибудь фиксированная 
функция класса С1, удовлетворяющая условиям: 

1) g (х) = 0, если х ф ] 0, 1 [, 
[ 1 2 1 

Т'"з" • 
Существование таких функций хорошо известно. 
Рассмотрим периодическую функцию класса С1 

Ф (х) — max (sin3 2nx, 0), 

и для всякого отрезка А = [а, Ъ] и х ЕЕ R положим 

фд(ж) = |Д| 2 ф ( (^±|{^1) , (^) , 
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где | • [ — мера Лебега, 

Д' = [а',Ь'], а' = а+-Ц+-, V=Ь IAL , 

п = [9 I Д | ~2] + 1, [•] — целая часть. 

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, фд на Д' совпадает 
с периодической функцией 

| A l 2 f n / {2n + 3)(x-a') \ 
1 ^ I ^ \ 2 | А' | 

При этом отрезок Д' разбивается на 2п + 3 отрезка It 
равной длины (мы их нумеруем в естественном порядке), 
так что фд тождественно обращается в нуль на / 2 ь *> = 
= 1, . . ., п + 1, положительна внутри /2г-ь г = 1, . . . 
. . ., тг + 2, и в центре /2i-i имеет максимум, равный 
I A I2-

ЛЕММА 2. Свойства фд: 
Л2.1. 5 отрезке А' расположено п -\- 1 отрезков Дг CZ 

CI -̂ 2г равной длины, таких, что для всякого i = 1, . . . 
..., » + 1: 
Уж е АгУ/г > 0 : | фд (ж + h) - ф д (ж - К) | < 

< 2 |Д | ( | A \ + M)h, 

где М = sup | g' |, в = [9 | А Г2] + 1. 
Л2.2. Расстояние между любыми отрезками Аг, Д̂  

не меньше 

\ М = • • • = I 4 п+1 

Л2.3. V* е ДгЭ*' е /2 |+1 : Фд (*') - Фл И > 36 . 
. | Д |-1 ( ж ' _ Х)и 

Л2.4. Я < | Д [ 3/54. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить, что функ­

ция 

Ф М = Ф( 
(2n f 3) (х — а') 

2 | Д ' | 

удовлетворяет условиям леммы 1. Поэтому существует 
п + 1 отрезков Дг CZ hi С Д', /г = [9 | Д |"2] + 1, для 
каждого из которых справедлдво утверждение 

V* е Д|УА > 0 : | ф (х + К) г- ф (х - А) | < 2А. 
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Отсюда следует, если положить g (х) = g ((х — а)/\ Д |), 
что для всякого х ЕЕ Д* и всякого А ]> О 
| фд (Ж + А) — фд (Ж — А) | < 

< | Д| а(1Ф(* + A) — y(x — h) \g(x+h) + 
\g(x+h)—g (x-h) | ф ( * - А ) ) < 

< | Д |2 (2А + 2М | Д | "%) = 2 | Д | (| Д | + М) А. 
Таким образом, свойство Л 2.1 доказано. 

Свойство Л2.2 очевидно, так как Дг- расположены толь­
ко в отрезках / 2 ь а все отрезки It имеют одинаковую 
длину. 

Свойство Л2.3: пусть х ЕЕ Д; С /гь а х' — центр от­
резка /2f+i> тогда фд (#') = | Д Г2, и так как 

3 | / . | 
О < х' — х < — ^ — , фд (я) = О, 

гс = [9|ДГ2] + 1 > 9 | Д | - 2 , 
то 
<Рд (*') — ФА (*) _ [ А ] 2 2 | Д [ 2 _ 

#' — л: л:' — х ^ 3 | /^ | 

= 2|Д[(2^г + 3)>36[Д|- 1 . 
Свойство Л2.4: X < | It \ = | Д |/(6лг + 9 ) < | Д |3/54. 
Лемма 2 доказана. Будем называть отрезки Дг-, фигу­

рирующие в лемме 2, s-отрезками функции фд. В этих от­
резках фд тождественно равна нулю. 

Рассмотрим теперь две последовательности: последо­
вательность {Dk} конечных семейств попарно не пересе­
кающихся отрезков и последовательность {Ф^} конечных 
семейств функций типа фд, удовлетворяющие условиям: 

(A) Семейство Dx по определению состоит из всех S-OT-
резков Д^, ix = 1, . . ., пг, функции фДо, Д0 = [0, 1], 
а семейство Ф± состоит из функций фд. , ix = 1, . . ., nv 

(B) Для каждого к ^> 1 семейство 
Dk = {Ыг.лк : 1 < h < w1? . . ., 1 < h < Щ} 

состоит из всех s-отрезков равной длины функций семейства 
Ф*-1 = {фА; h : 1 < h < Пц . . . , 1 < h-l < ftfc-lb 

I * " /С—1 

так что при этом Д* ..л — s-отрезок функции фд i , 
а семейство Ofe состоит из всех функций фд . . Отметим, 
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что из условий (А), (В) вытекает очевидное построение по­
следовательностей {Dk}, {Фк} по индукции. 

Поскольку все отрезки семейства Dk имеют одинако­
вую длину, то обозначим ее через Хк. В дальнейшем для 
краткости положим 

ЛЕММА 3. Свойства Dk и Фк: 
Л3.1 . Aiv.Ak с A i , . . ^ . 
Л3.2. Хк < JiLi/54. 
Л3.3. Для расстояния между любыми двумя отрезка­

ми семейства Dk выполняется неравенство 

dist (А^.л^ Aj,...^) > h-

Л 3 . 4 . SUp Ц>г...Ли = К* 
к 

Л3.5. supp фг,...!, CZ Ai...i7 , причем носители любых 
двух функций из одного или из различных семейств Фк не 
пересекаются. 

Доказательство является очевидным следствием ут­
верждений леммы 2, свойств (А), (В) и замечания к опреде­
лению фд. 

З а м е ч а н и е 2. Из Л3.2 легко следует, что Хк <[ 
^ 54"*. Поэтому щ = [ 9 ^ г ] + 2 ->• оо при к -> оо. Из 
свойств {Dk} вытекает, что множество 

•Р = Ги=1 U KvOk Ait...ifo 

l<ik<nk 

не пусто и совершенно. Для всякой точки х ЕЕ Р сущест­
вует (единственная) последовательность {ik} такая, 
что 

{x} = \r\T=l&i'1..A'k. (*) 

В дальнейшем (*) будет неоднократно использоваться. 
ЛЕММА 4. Для всех функций ф^...* , всех х ЕЕ Р 

и всех h > О справедливо неравенство 

I <Pv..iw (* + h) - фг, .л т (х - h) [ < 4ЛА тЛ, (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть # ЕЕ Р и выполнено 
(*). Возможны два случая. 
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1) Пусть (ij, . . ., im) Ф (ix, . . ., im). Тогда для лю­
бого h ^> О выполняются неравенства 

<Pi,...im0* + hX №, (3) 

Ч*г-*т(х ~~h) ^Kh- (4) 
Докажем, например, (3). Фиксируем А)>0 и предполо­
жим, что 9it...i (# + h) > 0. Тогда х + h ЕЕ Д^...^ 
по свойству Л3.5, а так как х ЕЕ Д/ / , то В силу Л3.4 

г 1 - л т 
имеем 

фг1...гт (# + /г) < С < XJl, 

поскольку (см. ЛЗ.З) 
Xm<dist(A^ у »Дч...*т)<А. 

1 7гг 

Аналогично доказывается (4). Из (3) и (4) следует (2), если 
заметить, что М = sup | g' | ;> 1. 

2) Пусть (гь . . ., 4 ) = (*i, • • •, *т), т. е. 4 = ik,k = 
= 1, . . ., m. Тогда # ЕЕ Д/ / CI Д/ / = А*....* , 

г1-- гт+1 Ч--гт т 

т. е. х содержится в s-отрезке функции ср̂ ...* • Поэтому 
в силу Л2.1 для любого /г *>> 0 
I Фч. . . г т (Ж + А) — Фч. . . г т (^ — А) | < 

< 2 | Aile..im | (| Дг,...гт I + M) h < 4 т т / г # 

Лемма 4 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Покажем, что 

для функции 

выполняются все утверждения теоремы. Прежде всего 
заметим, что / непрерывна на R, так как указанный выше 
ряд сходится равномерно на R ввиду оценки %к <^ 54~fe, 
вытекающей из Л3.2, и свойств Л3.4, Л3.5. 

I. Пусть х дЁ Р- Тогда х не содержится ни в одном от­
резке некоторого семейства Dm. Поэтому, в силу Л.3.1, 
Л3.5, существует окрестность точки х, не пересекающаяся 
с носителями всех функций семейств Фк1 к % т. Следова-
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тельно, в этой окрестности / совпадает с функцией класса С1 

2w2i<i1<ni ^ - v 

откуда вытекает утверждение 2) теоремы. 
П. Покажем, что симметрическая производная fs рав­

на нулю в каждой точке х ЕЕ Р- Пусть х <= Р ж выполня­
ется (*). Фиксируем е > 0. Так как Хк -> 0, то сущест­
вует т такое, что 

4МЯ Ш <8 . (5) 
Из (*) следует, что 

* e = V . . i ' <=Лг'...г" 1 т+1 1 т 

т. е. х находится в средней трети отрезка А > > . Поэто-
Ч-Лт 

му положим б = Ят/3, и пусть 0 < /г <С б. Поскольку все 
функции семейств Фд., А; = 1, . . ., /тг — 1, обращаются 
в нуль в А/ / , а ж ± А ЕЕ А/ • .' , то, учитывая Л3.5, 

г 1 - л т г 1 - г т 
заключаем, что существуют функции 

такие, что р, q > га и 
J(x + h) —f(x — h) = <pitt (x + h) — <ph* (x — A). 

(6) 
Рассмотрим сперва случай / (x + h) ^> 0, f (x — h)^> 0. 
Если (*!, . . ., У = (/lf . . ., j q ) , т. e. p = q и ^ = /fc, 
A = 1, . . ., p, то (6) имеет вид 
f(z + h)—f(z — h) = фг .̂л (а: + h) — cp^* (ж — h). 

(7) 
Если же (г*!, . . ., iv) Ф (j\, . . ., /9) , то (6) можно записать 
так: 
f(x + h)—f(z — h) = ф^...^ (я + h) — <рк,тЛр (х — К) + 

+ Фл...jg"(ar + h) — <pjl#.. ̂  (x - /г), (8) 

так как при этом очевидно, что 
4V.;P (* — h) = <Ph...iq (х + h) = 0, 
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Наконец, если / (х + К) > 0, / (х — /г) = 0 или если 
/ (х + /г) = 0, f (х — h)^> О, то разность (6) представима 
в виде 

/ (^ + h)' — f(x — h) = ср^... (ж + Л) — ф .̂,.4 (а: — /г) 
(9) 

или, соответственно, 
/ (х + К) — / (ж — К) = фЛ...,- (ж +•*) — фЛ..., (аг — К), 

(Ю) 
Теперь, учитывая (6) — (10), мы заключаем на основании 
леммы 4 и неравенства (5), что при 0 < h <С 6 выполняет­
ся неравенство 

; | / (х + К) — f (х - h) | < 8MXmh < 2ей. . 

Следовательно, /s (#) = 0. 
Из п. I, II доказательства вытекает, что / всюду на R 

симметрически дифференцируема. 
III. Покажем, что / не дифференцируема в точках Р. 

Пусть х Ez P w выполняется (*). Полагая в лемме 2 

г . . . г 7
 г г . . . г 7 ' 

1 к 1 fc+1 

заключаем на основании Л2.3, что для всякого к в отрезке 
А > / найдется точка хк такая, что 

Ч--Лк 
f (ч) — / {*) = qy i* (*k) — qy i' (х) > Зб^1 (хк — х), 

1"к г" к 
откуда и следует утверждение 1) теоремы. 

IV. Остается проверить, что / не является функцией 
класса ACG% [6] на Р. Пусть х ЕЕ Р и выполняется (*). 
Из замечания к определению фд сразу следует, если 
положить А = А * ' , что сумма колебаний функции 

г1-Ак 
ф / / на открытых интервалах Int /21+1» £ = 1, . . ., и, 

Н"лк 
п = [9Я^2] + 1, рарная п%1, больше 9. Но на этих интер­
валах ф / / совпадает с /, а кроме того, 

ir.Ak 

i" к 

Так как Хк ->- 0, то отсюда вытекает, что в любой окрест­
ности любой точки х EF: Р сумма колебаний функции / 
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на составляющих интервалах дополнения К \ •/», попадаю­
щих в эту окрестность, больше одного и того же положи­
тельного числа (в данном случае равного 9). 

Таким образом, последнее утверждение теоремы дока­
зано. 

З а м е ч а н и е 3. Построенная функция является 
также примером всюду симметрически дифференцируемой 
функции, симметрическая производная которой не интег­
рируема в смысле Данжуа — Перрона. 
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