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Иссëеäованиþ систеì с разëи÷ноãо роäа не-
опреäеëенностяìи посвящено ìножество работ.
Так, вопросы робастной устой÷ивости и стабиëи-
заöии систеì со структурированной ìатри÷ной
неопреäеëенностüþ рассìатриваþтся в ìоноãра-
фиях [1, 2], сì. также обзоры [3, 4] и ссыëки в них.
Пробëеìаì устой÷ивости и синтеза управëения в
систеìах с параìетри÷еской неопреäеëенностüþ
посвящены, в ÷астности, пубëикаöии [5—8], а так-
же ìоноãрафия [9]. В ка÷естве основноãо среäства
во ìноãих из них приìеняется построение кваäра-
ти÷ных функöий Ляпунова. Оäнако в раìках этоãо
äавно известноãо и хороøо зарекоìенäовавøеãо
себя поäхоäа за÷астуþ прихоäится стаëкиватüся с
пробëеìой консерватизìа, обусëовëенной пост-

роениеì общей кваäрати÷ной функöии Ляпунова
äëя всеãо сеìейства систеì с неопреäеëенностüþ.
В этоì отноøении весüìа перспективныì преä-
ставëяется конструирование параметрической кваä-
рати÷ной функöии Ляпунова.
В настоящей статüе на основе построения па-

раìетри÷еской кваäрати÷ной функöии Ляпунова
устанавëиваþтся простые усëовия робастной ус-
той÷ивости äëя сеìейства äискретных систеì с не-
опреäеëенностяìи. Основныì инструìентоì при
этоì сëужит аппарат ëинейных ìатри÷ных нера-
венств [10] и известная ëеììа Питерcена [11],
эффективно приìеняеìая в разнообразных ро-
бастных постановках заäа÷ стабиëизаöии и управ-
ëения. В исхоäной статüе [11] ëеììа Питерсена
приìеняëасü äëя реøения робастной версии за-
äа÷и о ëинейно-кваäрати÷ноì реãуëяторе, в ста-
тüях [12, 13] она приìеняëасü в синтезе робастноãо
H∞-управëения; в работах [14, 15] этот резуëüтат
привëекаëся äëя построения общей кваäрати÷ной
функöии Ляпунова äëя интерваëüноãо ìатри÷ноãо
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сеìейства; схожая ìоäеëü неопреäеëенности рас-
сìатриваëасü в работе [16] при вывоäе новоãо вер-
øинноãо резуëüтата о кваäрати÷ной устой÷ивости
интерваëüной систеìы.
Статüя орãанизована такиì образоì: § 1 посвя-

щен постановке заäа÷и и поäхоäаì к ее реøениþ;
§ 2 посвящен ìоäификаöии важноãо техни÷ескоãо
резуëüтата, известноãо поä названиеì ëеììы Пи-
терсена; основной резуëüтат статüи соäержится в
§ 3; в § 4 рассìатриваþтся резуëüтаты ÷исëенноãо
ìоäеëирования.
Всþäу äаëее ||•|| — спектраëüная норìа ìатри-

öы, T — сиìвоë транспонирования, I — еäини÷ная
ìатриöа соответствуþщей разìерности, а все ìат-
ри÷ные неравенства пониìаþтся в сìысëе знако-
опреäеëенности ìатриö.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì ëинейнуþ äискретнуþ систеìу

xk + 1 = A(α)xk (1)

с фазовыì состояниеì xk ∈ n и на÷аëüныì со-

стояниеì x0, ãäе ìатриöы A(α) ∈ nЅn принаäëежат
выпукëоìу сеìейству

 = A(α): A(α) = αiAi, αi = 1, αi l 0 . (2)

Систеìу (1) буäеì называтü устой÷ивой, есëи
все ìатриöы A(α) ∈  øуровские (их собственные
зна÷ения ëежат внутри еäини÷ноãо круãа).
Ввеäеì в рассìотрение кваäрати÷нуþ форìу

V(x) = xTQx с поëожитеëüно опреäеëенной ìатри-

öей Q = QT ∈ nЅn. Как известно, устой÷ивостü ëи-
нейной äискретной систеìы xk + 1 = Axk эквива-
ëентна разреøиìости äискретноãо неравенства Ля-

пунова ATQA – Q N 0.
Уìножив неравенство Ляпунова сëева и спра-

ва на ìатриöу P = Q–1 P 0, поëу÷иì PATP–1AP –
– P N 0 иëи по ëеììе о äопоëнении по Шуру [17]

 P 0.

Еще раз приìеняя ëеììу о äопоëнении по Шуру,
прихоäиì к äискретноìу неравенству Ляпунова

виäа APAT – P N 0.
Такая форìа записи äискретноãо неравенства

Ляпунова, ассоöиированная с кваäрати÷ной функ-

öией Ляпунова V(x) = xTP–1x, уäобна äëя посëеäу-
þщих ìатри÷ных преобразований.
Вернеìся к сеìейству (1)—(2); äостато÷ное ус-

ëовие еãо робастной кваäрати÷ной устой÷ивости
состоит в наëи÷ии общей кваäрати÷ной функöии

Ляпунова V(x) = xTP–1x, т. е. в выпоëнении ìат-

ри÷ноãо неравенства A(α)PAT(α) – P N 0 äëя всех
A(α) ∈ . Даëее нас буäет интересоватü боëее тон-
кий резуëüтат, а иìенно, усëовие существования
параметрической кваäрати÷ной функöии Ляпуно-
ва с ìатриöей виäа

P(α) = αiPi,  0 N Pi =  ∈ nЅn, (3)

которая äоëжна уäовëетворятü усëовиþ

A(α)P(α)AT(α) – P(α) N 0 äëя всех А(α) ∈ . (4)

Соãëасно работе [4], в ка÷естве ìатриö Pi ìоãут
бытü взяты реøения ëинейных ìатри÷ных нера-
венств

 P 0, Pi P 0, i = 1, ..., N, (5)

при некоторой (не обязатеëüно сиììетри÷ной!)

ìатриöе G ∈ nЅn.
Цеëü настоящей работы состоит в робастиза-

ции этоãо резуëüтата — еãо распространении на
сëу÷ай наëи÷ия в ìатриöах систеìы (1) структу-
рированной ìатри÷ной неопреäеëенности: Ai =

= Ai(Δ) =  + FiΔHi, i = 1, ..., N, ãäе возìущение

Δ оãрани÷ено по норìе. Соответственно, буäеì ис-
катü параìетри÷ескуþ функöиþ Ляпунова виäа (3)
такуþ, ÷тобы усëовие (4) выпоëняëосü при всех
äопустиìых Δ.

2. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ: ËÅÌÌÀ ÏÈÒÅÐÑÅÍÀ

Дëя äаëüнейøеãо наì потребуется техни÷ес-
кий резуëüтат, известный поä названиеì лемма
Питерсена [11]. Привеäеì еãо в сëеäуþщей фор-
ìуëировке.

Лемма 1 (Питерсен). Пусть G = GT ∈ nЅn,

M ∈ nЅp и N ∈ qЅn — заданные матрицы. Неравен-

ство G + MΔN + NTΔTMT N 0 справедливо для всех

Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ 1 тогда и только тогда, когда су-

ществует число ε > 0 такое, что G + εMMT +

+ NTN N 0. ♦

Такиì образоì, ëеììа Питерсена своäит про-
верку знакоопреäеëенности сеìейства G + MΔN +

+ NTΔTMT с ìатри÷ной неопреäеëенностüþ Δ к ãо-
разäо боëее простой заäа÷е разреøиìости ìатри÷-
ноãо неравенства относитеëüно оäной скаëярной
переìенной ε. Некоторые обобщения ëеììы Пи-
терсена рассìотрены в работе [18], сì. также ста-
тüþ [2].
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Сëеäуþщая ее ìоäификаöия охватывает сëу÷ай
ìатри÷ноãо неравенства противопоëожноãо зна-
ка, а также сëу÷ай, коãäа ìатри÷ная неопреäеëен-
ностü оãрани÷ена по норìе некоторыì ÷исëоì γ.
Следствие 1. Пусть G = GT ∈ nЅn, M ∈ nЅp

и N ∈ qЅn — заданные матрицы. Неравенство

G + MΔN + NTΔTMT P 0 справедливо для всех

Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ γ тогда и только тогда, когда сущес-
твует число ε > 0 такое, что

 P 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Действитеëüно, запиøеì ис-
хоäное ìатри÷ное неравенство в виäе G + (γM)ΔN +

+ NTΔT(γM)T P 0 иëи (–G) + (–γM)ΔN + NTΔT(–γM)T N 0,

которое äоëжно выпоëнятüся äëя всех Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ 1.
Приìеняя к поëу÷енноìу соотноøениþ ëеììу Питер-
сена, прихоäиì к эквиваëентноìу ìатри÷ноìу нера-

венству –G + γ2εMMT + NTN N 0 иëи по ëеììе о äо-

поëнении по Шуру

 P 0.

Окон÷атеëüно, приìеняя еще раз ëеììу о äопоëнении
по Шуру, поëу÷аеì искоìое утвержäение. ♦
В äаëüнейøеì изëожении этот резуëüтат буäет

испоëüзоватüся саìыì существенныì образоì.

3. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

В äаëüнейøеì — äëя упрощения выкëаäок —
буäеì преäпоëаãатü, ÷то структурированная ìат-
ри÷ная неопреäеëенностü присутствует ëиøü в оä-
ной из ìатриö A1, ..., AN, наприìер, в ìатриöе A1:

A1 = A1(Δ) =  + FΔH, (6)

ãäе  ∈ nЅn, F ∈ nЅp, H ∈ qЅn — заäанные ìат-

риöы, а Δ — ìатри÷ная неопреäеëенностü, оãрани-

÷енная в спектраëüной норìе: Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ γ. 
Заìетиì, ÷то никакие иные требования на

ìатри÷нуþ неопреäеëенностü Δ не накëаäываþт-
ся; в ÷астности, она ìожет бытü нестаöионарной:
Δ = Δ(t).
Первое из усëовий (5) äëя рассìатриваеìой

систеìы приниìает виä

 P 0, (7)

 P 0,  i = 2, ..., N. (8)

Матри÷ное неравенство (7) перепиøеì в виäе

+  P 0

иëи

 + Δ(0  HG) +

+ ΔT(FT 0) P 0.

Воспоëüзовавøисü сëеäствиеì 1 и, теì саìыì,
искëþ÷ив Δ из поëу÷енноãо соотноøения, прихо-
äиì к ìатри÷ноìу неравенству

 P 0, (9)

не соäержащеìу ìатри÷нуþ неопреäеëенностü и
ëинейноìу относитеëüно переìенных P1 и γ.
Такиì образоì, разреøиìостü систеìы ëиней-

ных ìатри÷ных неравенств (9) и (8) буäет сëужитü
äостато÷ныì усëовиеì робастной кваäрати÷ной
устой÷ивости сеìейства (6) в сìысëе (3).
Сфорìуëируеì поëу÷енный резуëüтат в виäе

сëеäуþщеãо утвержäения.
Теорема 1. Система (1)—(2) с неопределеннос-

тью (6) робастно квадратично устойчива при всех
допустимых значениях матричной неопределенности

Δ, если существуют матрицы 0 N Pi =  ∈ nЅn,

i = 1, ..., N, матрица G ∈ nЅn и число ε > 0 такие,
что выполняются условия

 P 0,

 P 0,  i = 2, ..., N.
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При этом P(α) = αiPi является матрицей пара-

метрической квадратичной функции Ляпунова для
рассматриваемой системы с неопределенностью. ♦
Дëя сеìейства (1) с неопреäеëенностüþ (6) ìож-

но вы÷исëитü раäиус кваäрати÷ной устой÷ивости,
т. е. ìаксиìаëüный разìах γmax неопреäеëенности Δ
такой, ÷то при всех γ < γmax у сеìейства (1) иìеется
общая кваäрати÷ная функöия Ляпунова.

Следствие 2. Радиус  робастной квадратичной
устойчивости системы (1), (2), (6) доставляет ре-
шение задачи maxγ при ограничениях

 P 0,

 P 0,  i = 2, ..., N,

Pi P 0,  i = 1, ..., N,

где оптимизация проводится по матричным пере-

менным Pi =  ∈ nЅn, i = 1, ..., N, G ∈ nЅn, ска-
лярной переменной γ и скалярному параметру ε > 0. ♦
Сфорìуëированная в сëеäствии 2 оптиìизаöи-

онная заäа÷а преäставëяþт собой заäа÷у поëу-
опреäеëенноãо проãраììирования и оäноìерной
ìиниìизаöии по параìетру ε, ëеãко реøаþщуþся
÷исëенныì образоì.

4. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì сеìейство xk + 1 = A(α)xk, A(α) = αA1 +
+ (1 – α)A2, 0 ≤ α ≤ 1, ëинейных äискретных систеì, ãäе

A1 = ,

A2 = .

Прежäе всеãо заìетиì, ÷то заäа÷а разреøиìости ìат-
ри÷ных неравенств (5) äоставëяет ìатриöы

P1 = ,

P2 = ,

параìетри÷еской кваäрати÷ной функöии Ляпунова
P(α) = αP1 + (1 – α)P2, 0 ≤ α ≤ 1, äëя рассìатриваеìой
систеìы.

Ввеäеì в ìатриöу A1 структурированнуþ ìатри÷нуþ

неопреäеëенностü:  = A1 + FΔH, ãäе

F = , H = (1 0 0 0),

и вы÷исëиì раäиус робастной кваäрати÷ной устой-
÷ивости поëу÷енноãо сеìейства соãëасно сëеäствиþ 2:
систеìа робастно кваäрати÷но устой÷ива äëя всех
||Δ|| ≤ γmax = 0,4331.

Дëя найäенноãо γmax ìатриöы параìетри÷еской ро-
бастной функöии Ляпунова

P rob(α) = α  + (1 – α) ,  0 ≤ α ≤ 1,

иìеþт виä:

 = 

 = .

Вы÷исëения произвоäиëисü в среäе MATLAB с по-
ìощüþ проãраììноãо пакета cvx [19].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Авторы преäпоëаãаþт распространитü поëу÷ен-
ные резуëüтаты на заäа÷у синтеза äëя сеìейства
äискретных систеì управëения с неопреäеëеннос-
тяìи, на иные робастные постановки заäа÷, а так-
же на сëу÷ай возäействия на систеìу оãрани÷ен-
ных внеøних возìущений.
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Abstract. Robust stability conditions are established for a family of linear discrete-time systems subjected
to uncertainties. The traditional approach, which involves the construction of a common quadratic Lya-
punov function for the entire family of systems with uncertainty, often leads to the problem of conserv-
atism. In this connection, constructing the parametric quadratic Lyapunov functions seems promising.
The main tools of the proposed approach are the apparatus of linear matrix inequalities and presented
modification of the well-known Petersen’s lemma. A simple approach to finding the radius of robust
quadratic stability of the considered family is proposed in the paper as well. The corresponding optimi-
zation problems have the form of semi-definite programming and one-dimensional minimization, which
could be easily solved numerically. The effectiveness of the proposed approach is demonstrated via nu-
merical example. The results obtained can be generalized to the design problems for linear discrete-time
systems subjected to uncertainties, to other robust statements, and to the case of exogenous disturbances.

Keywords: linear discrete-time system, parametric Lyapunov function, structured matrix uncertainty, robustness,
linear matrix inequalities.


