
распределениям процесса qh. Скорость сходимости, например, одно­
мерных распределений может быть оценена с помощью неравенства 

р ( 9 о ( М ) ^ 9 о ) < 1 _ р ( у A t ) m 

i=-{c+M) 

Доказательство этих теорем основано на том, что число требований: 
как в исходной, так и в усеченной системе мажорируется числом тре­
бований в системе G/G/oo, управляемой последовательностью (т*г, 
Tn)nez, и использует метод обновлений А. А. Боровкова [5]. 
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Ю. К. Беляев, А. А. Замятин 

МНОЖИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДЛИТЕЛЬНОСТИ ЖИЗНИ ЧАСТИЦЫ В ПРОЦЕССЕ 
БЕЛЛМАНА-ХАРРИСА 

Ветвящийся процесс Беллмана—Харриса [1, 2] определяется 
функцией распределения F(x), / 7 ( 0 ) = 0 , длительности жизни частицы 
и распределением вероятностей {р п , я > 0 } числа потомков одной ча­
с т и ц ы . Д л и т е л ь н о с т и жизни и численность потомства различных ча­
стиц независимы. Цель настоящей работы— непараметрическая оцен­
ка неизвестной функции распределения F(x) по m независимым на­
блюдениям ветвящегося процесса. При этом /-е наблюдение прово: 
дится до мо!мента времени Tj, Т^Т0<°о, / ^ 1 . Распределение вероят­
ностей {р п , п^О} считается мешающим параметром. 

Ниже используются следующие обозначения: <§—знак математи­
ческого ожидания, a/\b = min (а, &), 1(A)—индикатор события Л, 

р 
Z)[0, v]—пространство Скорохода [3], — сходимость по вероятно-

gd m 

ста, слабая сходимость в пространстве D[09v], bm(u)=^ 1 (Tf > 

g(x—)=limg(x—h),g(x + )==limg(x+h), &g(x)=g(*+) — 

—g{x—), F(x) = l—F(x)r uF=:SUp{x: F(x)>0}.В дальнейшем приняты 
также следующие соглашения: 0/0 = 0, —1п0 = оо, а + оо = оо. , 

Наблюдаемые реализации ветвящегося процесса можно описать с 
помощью независимых маркированных точечных процессов [4]. Зану­
меруем частицы ветвящегося процесса в порядке их рождения (части-
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цы, родившиеся одновременно, нумеруются в произвольном порядке). 
Пусть tij, i > 0 , —момент рождения i'-й частицы в /-м наблюдении. 
Начальный момент времени считается моментом рождения частицы: 
toj = 0. Каждому моменту и$ сопоставим метку 1ц — длительность жиз­
ни i-и частицы. Обозначим через Oj(t) число частиц в /-м наблюде­
нии, родившихся за время t. Если ветвящийся процесс вырождается, 
т. е. если lim <D/(f) = Ф / ( о о ) < о о с положительной вероятностью, то 

t-+QO 
'полагаем Uj = oo при i ^ O j ( o o ) . 

В дальнейшем мы будем использовать следующее утверждение: 

если аг=--£ пгрп<оо, то Hr{t) = <ГФ£(*)<оо при всех £>0 [1]. 

Допустим, что наблюдаются реализации независимых случайных эле­
ментов Х,= (T|ij, х г/, * = 0 , 0 , ( 7 / ) —1), / = 1 , m , где ^ / = Ь / Л ( 7 ,

/ — ^ / ) , 
я*/ = И Ь / < Т / — А-;). Если x f / = 0 ( х ^ = 1 ) , то будем говорить, что реали­
зация случайной величины цензурирована (нецензурирована). 

Отметим, что эмпирическая функция распределения, построейная 
по нецензурированным реализациям случайных величин не будет 
состоятельной оценкой при т-+оо. Поэтому возникает вопрос об ис­
пользовании других оценок. 

Введем случайные процессы 

N№~Y* Ни,<т,-и)1(Ь,^й), (1) 
1=0 

Dt{u)=ft\(t(]<Ti)\(bl<uA{Ti-tt,)). (2) 

Число частиц (в /*-м наблюдении), возраст которых не менее ы, равно 
Nj(u)\ число частиц (в /-м наблюдении), длительность жизни которых 
(наблюдается полностью и не превосходит и, равно Dj(u). Траектории 
случайных процессов Nj(u), Dj(u) являются ступенчатыми функция­
ми. При этом траектории Nj(u) не возрастают и непрерывны 'слева, а 
траектории Dj(u) не убывают и непрерывны справа. Обозначим 
Kj(u) = &Nj(u), Aj(u) = 6Dj(u). Положим 

m m 

Nm. (и) = £ N, (и), Dm. (и) --- £ D, (и). 
}=i / - 1 

В качестве оценки для F(u) рассмотрим 

ъ i ч П Л Jm(x)bDm.(x)\ 

/ ? «(и) = 1 1 (1 — — <3) 

где Jm{u)==\(Nm. (и )>0) . Оценка (3) называется множительной [5]. 
Отметим, что множительная оценка как функция аргумента и опреде­
ляет ступенчатую функцию распределения, возможно несобственную. 
Можно показать, что (3) является обобщенной оценкой максимального 
правдоподобия (5]. 

В дальнейшем функция распределения F(x) предполагается не­
прерывной. 

16 



Л е м м а \. Если й\<оо, то 

dF(x) К, (и) = 1 (Т, >u)F (и) Нх (Тi-и), А, (и) = J /С,- (х) • 
F(x) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т^и. Используя выражения (1), 
(2), получаем 

*/(«)=£ S(l{tt,< 7 ' / - a ) l ( b / > « ) ) = F ( « ) « J 1 ( * < / < Г / - " ) = -

= ? ( и ) Я 1 ( Т / _ и ) , 

Aj(u) = J £ (1 ft,< Г,-) 1 ( l t 7 < uA{T,-tt]))) = 
1=0 

= £ * 0 ft/ < ^ / ) ^ (Ь/ < uMT,—ttt)i\ t t j ) , 
t'=0 

таким образом 

Л/(и) = * £ \{ti} < T{) F (uMTi-U,)). tty 
i= 0 

Применяя теорему Кэмпбелла [4] и интегрируя по частям, находим 

А, (и) = j d/f, (х) F (uA(Tj - * ) ) = ] " Я х (T,-x) dF (x) = J (x) -j^-. 

При Tj<u Nj(u)s=0 и, следовательно, /С , (м)=0 . • 
Зададим случайные процессы 

М 
U 

{u)=Dj(u)-[Nf(x)^^ ' (5) 
; J F(x) 

о 

при всех и > 0 , таких, что F ( a ) > 0 . Отметим, что случайный процесс 
Mj(u) не является мартингалом [6]. 

В силу леммы 1 SMj(u)=jO при всех рассматриваемых значениях 
и. Покажем, что Mj(u)—процесс с некоррелированными прираще­
ниями. 

Л е м м а 2. Если а2<оо, то 

6 (ui)Mj (и2) =А; (их)ЛА} (и2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем случайные процессы 

Vti (") = 1 Ни < и) - [ 1 (!„• > х) (6) 
о 

В соответствии с выражениями (1), (2), (6) имеем 

t=0 
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Следовательно, Mj(ui)Mj(u2) —Ji + h, где 

A = t Н^<7 ,

/ )Т , / (и 1 Л(Г,-^)Т , у (и 1 Л(7' / -у) | 

i=0 

Л = £ 1 ft,/ < Tj) 1 (/у <Tj) Vcj КЛ(ТУ—*y)) (u%A(T,-titi))„ 

Непосредственные вычисления показывают, что 
6Vi,(и) = 0, твЧГц (ы,)Ч^(ы 2 ) = F(«i) ("г). 

Предположим для определенности, что Hi<K2. Так как случайная ве­
личина i'ij «е зависит от случайных величин tnj, n^i, то 

g (Т,-.(Ы1Л(Г;— tti)) VuiibAPf-UMtit,) =F («хЛ^-^,)) , 
*0Fy K A ^ - f y ) ) Ту (и2Л(Г,—*y))ftl/:,fy) = 

=S (Ту («^(Г,—M) ft./, 'v )* (*у (и,А(Т,-Ы)|fy, *у) =0 . 
Используя эти соотношения, находим 

«/ . = £ * (1 ('у <Ti) l.fty < Тд)Ту {UiA^-ttj)) Ту (utAiTf-*y))= 

=j£ £(1 ft,/ < 7» 1 (*y < T ; .))|(¥y («хЛСГу-^Х 

хТу(и,Л(Т,- /у) ) | /у ,<у)=0, 

f/1== J «(1(^ / <Т / )Т, / (и 1 Л(7 , / -^))Т« / (и 1 Л(Г / -^))) = 
t=0 

= £ # (1 ft/ < 71/))« №/ («iA(T/— f,y)) T,7 ( « 2 Л ( Т , — I У = 

= *•£ 1 ft/ < Tj) FitiiAPi-Uj)). 

t=0 

По формуле (4) получаем, что 8J\=Aj(ui). Поэтому 

S Mi (ux) Mf (u2) = gjx + $J2 = Af {иг) == Л; (и^ЛЛ/ (и2) . • 
Положим 

m tn 
Mm. («) - J Л1, (и), K m . (u) = £ tf, («). " 

/ - 1 / = 1 
Непосредственно из выражения (5) вытекает, что траектории процес­
са Mj(u) имеют ограниченную вариацию. Зададим случайный процесс-

о 

при всех и>0у таких, что /С г п . (и )>0 . Здесь и ниже стохастический ин-
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теграл понимается как интеграл Лебега—Стилтьеса вдоль каждой 
траектории. 

Из леммы 2 следует, что Sm{u) —процесс с некоррелированными 
приращениями. При этом 

(a)==f Щ . (8) 
' J Km.(x)F(x) ' 

Установим состоятельность ( m - > o o ) множительной оценки. Для 
этого нам понадобится следующий вспомогательный результат, приво­
димый без доказательства. 

Л е м м а 3. Если a i < o o , то при т - > о о 

sup 
I0.nl 

р 
->0 

для всех и > 0 , удовлетворяющих условию bm(u)>cm при достаточно 
больших т . 

Т е о р е м а 1. Если а2< <х>, то при т-^оо 

sup \fm(u)-F(u)\^0 (9 ) 

для все* у > 0 , удовлетворяющих условию bm(v)>cm при достаточно 
больших т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при u<uF/\v 

fm(u)^F(u)9 т-+оо. (10) 

Обозначим Im(u) = — In F m ( u ) .Т ак ка.к почти все траектории процесса 
Ал. {и) возрастаюгтолько скачками величины единица, то 

' • W - - 2 t a ( . - ^ ^ ) - - j b . ( . - ^ ) ^ W . 
* < ы ' 0 

Введем обозначения: 
и и 

Кг («) = J ( 1 ~Jm (*)) 5 ; («) -1 '-^^ dMm. (X), 

о о ' 

о 

Справедливо следующее тождество: 

/ т (и) - Л («) = S m ( « ) - 5 ; (и) - Л ; (и) - # т (и)-Qm (и), (11) 

где Sm(u) определяется формулой (7). 
2* 19 

http://I0.nl


Поскольку Р (Jm{u) = 0 ) = Р (Nm. (и) - 0) = [ " [ Р (а) =^=0) < 

< ( F ( a ) ) 6 - ( M ) ^ 0 , т - ^ о о , и Р ( | 5 » | > 0 ) < Р ( . / т ( а ) = 0 ) , Р ( | Л ; ( а ) | > 0 ) < 
^P(Jm{u)=ty> то слагаемые S*m{u), А^(и) стремятся к нулю по вероят­
ности . 

Из выражения (8} и условия теоремы вытекает, что при т - > о о 
< ? S ^ ( H ) < Cfc-1 (и)->-0, где С —константа, зависящая от и. Применяя 

р 
неравенство Чебышева, получаем Sm{u)-+Qf т - + оо . 

Так как полная вариация процесса МТ. {и) на отрезке [0 , и] не 
превосходит Nm. ( 0 ) ( 1 + Л (а)), то для слагаемого Rm{u) справедлива 
следующая оценка: 

I Nm (Х)—Кт (X) 
\Rm(u)\<sup\ т Л ' т Л 

Л Г т . ( 0 ) ( Г + Л ( и ) ) _ ( 1 2 ) 

При выполнении условия Ьт(и)^>ст можно показать, что для любого 
г > 0 существует константа С е, такая, что P{Nm(0)/Nm.{u)yCB) < е 
при достаточно больших т . Поэтому в силу леммы 3 выражение в 
правой части неравенства ( 1 2 ) стремится к нулю по вероятности. 

Несложные оценки показывают, что слагаемое Q w (w) также стре­
мится к нулю по вероятности. Таким образом, предельное соотношение 
( 1 0 ) доказанодля u<uF/\v. 

Если u^uF> то F(u) =0, Fm(u) = Fm(uF). Для любого е > 0 можно 

подобрать u<uF так, что Р(и)<гу и так как Fm(uF)<C Fm (и), то 

Р A Ы > е) < Р (Fm (и) >г-Т {и) + F {и ))<P(\Fm (и) -F (а) | > в -
-= — р 

—F(u))-+Q. Следовательно, Fm(uF)-+0 и предельное соотношение ( 1 0 ) 
выполнено при всех Q^u^v. Отсюда вытекает предельное соотноше­
ние (9), поскольку траектории случайного процесса Fm(u) не возрас­
тают. • * 

Изучим теперь асимптотическое поведение нормированных откло­
нений множительной оценки от истинной функции распределения. До­
пустим, что все Tj==T0. В этом случае процессы Nj(u), / ^ 1 , так же 
как и Dj(u), Mj(u), одинаково распределены. Поэтому Кт. (и) = тК(и), 
где K(u)=Kj{u). Обозначим 

В <»>=! dF(x) 

[K(x)F(x) 
о 

Пусть W(-) — винеровский процесс [3]. Введем случайный элемент 
пространства D[0, v] / 

Т е о р е м а 2. Если а 4 < о о , то при / л - > о о 

Zm{u)-+W(B(u))) , 

на любом конечном отрезке [0 , v)y таком, что K(v)>0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Тт{и) = — 1т(и) +А(и). По фор* 
муле Тэйлора имеем 

Zm (и) =Ут (еТт^ _ 1) = ( Г л ( и ) + Тт(и) а(Гт(и))), 

где а(л;)->0 при x->0. Для доказательства теоремы достаточно уста­
новить, что 

Обозначим 

о 
В соответствии с (7) имеем 

т и т 

/=10 /=1 

Из лемм 1, 2 следует, что 6Lj(u)=0, Lj(u) — процесс с некоррелиро­
ванными приращениями и 6Lj2(u) =.В (и), 

В силу центральной предельной теоремы [7] конечномерные рас­
пределения процесса Vm Sm(u) сходятся слабо к конечномерным 
распределениям процесса W(B(u)y Доказательство плотности семей­
ства распределений процессов ] / m Sm(u) основывается на следующей 
лемме, приводимой без доказательства. 

Л е м м а 4. Если Я4<оо, то при ui^u^.U2^v 
$ |I, (и) -Li (иг) | 2 j L, (и2) - I , [и) |2 < С \ F (и2)-Р(иг) | Ч - * , 

гдел>0 и С —константа, зависящая от v. 
Из леммы 4 находим 

/ л 2 ! | Sm (и) -Sm (и,) | 21 Sm (и2) -Sm(u)\*<C\F (и2) -F (и,) \ И* 

при е > 0 и ui^u^U2^:V. Поэтому в силу теоремы 15.6 [3] 

& 

Vm Sm{u)-+W{B(u))y m - > o o . 

Можно показать также, что остальные слагаемые N B правой части 
тождества ( И ) имеют порядок меньше, чем га~1/2, т. е. 

VmS*m (и), VmAm

m (a), Vm Rm (и), Vm Qm (и) X 0. • 

Пусть А7°(и)==№(и) — uW(l); 0 < и < 1 , — броуновский мост. 
Т е о р е м а 3. выполнены условия теоремы 2, го яры т - > о о 

\ 1 + В ( а > У 

на л/обож конечном отрезке [0, и] , таком, что K(v)>0: 
ЭТОТ результат вытекает из теоремы 2, поскольку случайный эле­

мент W(B(u))/(l + B(u)) распределен так же, как и W°(B(u)/(l + 
+ В(и))). 
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В заключение отметим, что при т - ^ о о статистика 
и 

^ С m&Dm (х) 

является равномерно состоятельной оценкой В (и). Этот факт позво­
ляет строить асимптотические доверительные оценки для F(u). 
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