
Т е о р е м а 3. Пусть дана биортонормированная в L2<l(G) пара систем 
\ик(г)\°°к=1 и {нИ>)}£=1, °дна из которых полна в L2>1 (G)t и пусть выполнены 
следующие условия : 

1) системы \щ\ и\vic\ состоят из собственных и присоединенных функций 
оператора (1), отвечающих наборам {ß\\ и [ й\\ , 

2) числа \цк\ удовлетворяют условиям (6). 
Тогда необходимым и достаточным условием безусловной базисности в 

L2,i (G) каждой из систем {uk} и jufej является существование положительной 
константы С такой, что для любого номера k 

И "л h2,i(G)- Hwfc h2>1(G)<C. 
Для доказательства теоремы мы развиваем методы работы [1] в применении 

к вырождающемуся оператору (1 ). 
Автор благодарит чл.-корр. АН СССР В.А. Ильина и В,В. Тихомирова за вни­

мание к настоящей работе. 
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УДК518.83 МАТЕМАТИКА 
СВ. МАТВЕЕВ 

СЛОЖНОСТЬ ТРЕХМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ 
И ИХ ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ В ПОРЯДКЕ ВОЗРАСТАНИЯ СЛОЖНОСТИ 

(Представлено академиком СП, Новиковым 2 П 1987) 

Пусть M — компактное трехмерное многообразие с непустым краем. Полиэдр 
PCIntM называется с п а й н о м многообразия М, если некомпактное многообра­
зие М-Р гомеоморфно ЭМХ(0, 1). Спайн Р называется почти-специалъ-
н ы м, если линк каждой его точки гомеоморфен некоторому подполиэдру полиэдра 
А, где Д — одномерный остов трехмерного симплекса. Точки, имеющие окрестность 
типа Con А, называются в е р ш и н а м и спайна Р. Известно [1,2], что любое ком­
пактное трехмерное многообразие имеет почти специальный спайн. При этом под 
спайном замкнутого многообразия M понимается спайн многообразия M-lntD, 
где D — трехмерный шар в М. 

С л о ж н о с т ь d(M) многообразия M определяется как число вершин его 
минимального (в смысле числа вершин) почти специального спайна. Таким образом, 
возникает отображение d:Jt^>-Z+ множества M компактных трехмерных многооб­
разий в полугруппу Z+ неотрицательных целых чисел с операцией сложения. 

Т е о р е м а 1. Для любого целого числа k>0 существует только конечное 
число различных замкнутых неприводимых трехмерных многообразий сложности к. 
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Т е о р е м а 2. Сложность связной суммы любых компактных трехмерных 
многообразий равна сумме их сложностей. 

Следует отметить, что отображения сложности, удовлетворяющие отдельно 
свойству конечности (теорема 1) и отдельно свойству аддитивности (теорема 2), 
были известны ранее. Например, число симплексов в минимальной триангуляции 
задает отображение сложности со свойством конечности, но без свойства аддитив­
ности, а род Хегора - со свойством аддитивности, но без свойства конечности. Ото­
бражение сложности, совмещающее эти свойства, появляется здесь впервые. 

Приведем краткую схему доказательства теоремы 1, ограничиваясь для 
простоты случаем ориентируемых многообразий. Назовем спайн Р многообразиям 
с п е ц и а л ь н ы м , если: 1) линк каждой его точки гомеоморфен окружности, 
окружности с диаметром или окружности с тремя радиусами (т.е. полиэдру Д); 
2) каждая компонента связности множества его неособых точек (т.е. точек первого 
типа) гомеоморфна открытой двумерной клетке. Из теоремы 4 работы [3] следует, 
что если M неприводимо и отлично от многообразий S 3 и RP3, то минимальный 
почти-специальный спайн многообразия M является специальным. Множество особых 
точек специального спайна Р является регулярным графом степени 4. Так как для 
каждого целого числа k > О существует только конечное число таких графов с к вер­
шинами, то достаточно доказать конечность числа и (Г ) специальных спайнов, имею­
щих данный граф Г в качестве множества особых точек. Здесь мы применили теоре­
му Каслера о том, что по своему специальному спайну трехмерное многообразие 
восстанавливается однозначно [1,2] . Любой такой специальный спайн получается 
из к экземпляров полиэдра Con А склеиванием по триодам (букетам из трех отрез­
ков с общим концом) по схеме, диктуемой графом Г, с последующей приклейкой 
двумерных клеток. Имеющийся здесь произвол заключается только в выборе склеи­
ваний пар триодов, отвечающих ребрам графа Г. Так как пару триодов можно 
склеить 6 способами, то п (Г ) < 6 2 к , где 2к - число ребер графа Г. 

В отношении теоремы 2 отметим, что неравенство d(Mi ФМг) <d(M1) + 
+ d(M2) очевидно. Доказательство обратного неравенства весьма нетривиально и 
опирается на теорию Хакена поверхностей, нормальных по отношению к данному 
разбиению многообразия на ручки [4]. 

Приведенные в доказательстве теоремы 1 соображения позволяют предло­
жить алгоритм перечисления замкнутых ориентируемых неприводимых трехмер­
ных многообразий, сложность которых не превосходит данного числа к- Сначала для 
каждого числа п<к нужно перечислить все регулярные графы степени 4 с «верши­
нами. Затем для каждого такого графа Г нужно перечислить все сконструированные 
на нем трехмерные многообразия (т.е. многообразия, имеющие специальные спай-
ны с гомеоморфными графу Г множествами особых точек) и отбросить все неориен-
тируемые, незамкнутые и приводимые многообразия. 

Указанный алгоритм реализован на ЭВМ. При этом разработан ряд приемов, 
позволяющих перебирать только ориентируемые многообразия и автоматически 
отбрасывать незамкнутые многообразия, приводимые многообразия и большинст­
во многообразий с не минимальными специальными спайнами (т,е. большинство 
дубликатов). Перечислим некоторые из них. Пусть специальный спайн Р замкну­
того ориентируемого многообразия M сконструирован на графе Г е и вершинами. 
Тогда: 

а) число двумерных клеток спайна Р обязано равняться п + 1 ; 
б) если граничная кривая одной из двумерных клеток спайна Р проходит 

по одному из ребер графа Г два раза в противоположных направлениях, то спайн Р 
не минимален; 

в) если граничная кривая одной из двумерных клеток спайна Р имеет длину 
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не более 3, т.е. проходит не более чем по 3 вершинам и по каждой из них не более 
одного раза, то спайн Р не минимален; 

г) если граничные кривые двух двумерных клеток спайна Р имеют длину 4, 
проходят по одному ребру графа Г и не имеют других общих точек, то спайн Р не 
минимален. 

Индентификация выданных машиной многообразий проводилась вручную. 
Приведем результаты перечисления, выполненного для многообразий сложности 
не более 6. 

Т е о р е м а 3. Число N(d) замкнутых ориентируемых неприводимых трех­
мерных многообразий сложности d < 6 задается таблицей 

d О 1 2 3 4 5 6 
N(d)3 2 4 7 14 31 74 
Прокомментируем результаты расчета и ручной идентификации подробнее. 
1. Многообразия сложности 0 таковы: трехмерная сфера S3, трехмерное 

проективное пространство RP3, линзовое пространство с параметрами (3.1). Приво­
димое многообразие; S2 X S 1 также имеет сложность 0. 

2. Все замкнутые ориентируемые многообразия сложности J < 6 лежат в 
рассмотренном А.Т, Фоменко [5] классе (Я) изоэнергетических поверхностей 
интегрируемых гамилыоновых систем, совпадающем с классом многообразий, 
изученным Вальдхаузеном [6]. 

3. Все замюгутые ориентируемые неприводимые многообразия сложности 
d<5 имеют эллипшческую структуру, т.е, представляются в виде фактор-прост­
ранств сферы S 3 по линейным действиям конечных групп. При этом в списке мно­
гообразий сложности с?<6 присутствуют представители всех четырех серий эллип­
тических многообразий (см. [7]). В частности, многообразия S3 /Р24> S3/P4&, 
S V #i2о имеют сложности 4, 5, 5 соответственно, многообразие S3 /Qnk — слож­
ность k, 2<fc<6, многообразие S3/i?8(2n+i) - сложность и+3, 1<и<3, Слож­
ности многообразий S3/Р'72 и S3/Р\ j 6 равны 5 и 6 соответственно. Присутствуют 
также фактор-пространства сферы S3 по действиям прямых произведений упомя­
нутых групп на циклические. Самое простое из них (многообразие S3/Q6 XZ3) 
имеет сложность 4, 

4. Все плоские замкнутые ориентируемые трехмерные многообразия имеют 
сложность 6 и сконструированы на одномерном остове октаэдра. На нем же сконст­
руированы несколько многообразий, имеющих геометрическую структуру по об­
разцу Nil. 

5. Сложности тора S1 XS1 XS1 и многообразия Уайтхеда, получающегося 
из сферы S3 перестройкой Дена по зацеплению Уайтхеда с нулевыми оснащениями 
компонент, равны 6. Это единственные многообразия сложности d < 6, ранги первых 
групп гомологии которых не меньше 2. 

6. Среди многообразий сложности d<6 имеется ровно одна нетривиальная 
гомологическая сфера. Она сконструирована на одномерном остове четырех мер­
ного симплекса и гомеоморфна пространству додекаэдра S 3 Piio-

7. Если сложность линзового пространства LPtq,p>3, не превосходит 6, 
то ее можно вычислить по формуле d(LPtq) = S(p q) — 3, где S(p q) — сумма всех 
полных частных разложения числа p/q в правильную цепную дробь. Множество осо­
бых точек минимального почти-специального спайна такого линзового пространства 
гомеоморфно "длинной восьмерке", т.е. графу, имеющему две петли, все осталь­
ные ребра которого двойные. Известно [3], что все многообразия, сконструирован­
ные на "длинной восьмерке", имеют род Хегора не больше 1. 
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8, Среди многообразий сложности d < 6 нет гиперболических многообразий. 
Самое простое гиперболическое многообразие имеет сложность d = 9. 

d 
Дня числа m(d) = 2 N(k) замкнутых ориентируемых неприводимых трех-

fe=o 
мерных многообразий сложности не больше d > О справедлива оценка d In 2 < 
<ln m(d) < din 14d. Оценка снизу получается путем подсчета различных линзовых 
пространств сложности к < d , оценка сверху - сопоставлением оценки числа регуляр­
ных графов степени 4 с к < d вершинами и упомянутой выше оценки числа трехмер­
ных многообразий, сконструированных на данном графе. 

Следует отметить, что результаты перечисления полностью согласуются с 
результатами работ [8—10], где перечисляются многообразия сложности d <i 2, слож­
ности d < 5 и гомолЪгические сферы сложности d < 5 соответственно. 

Автор благодарен участникам семинара М.М. Постникова и семинара А.Т. Фо­
менко в МГУ за полезное обсуждение. 
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УДК517.995.8 МАТЕМАТИКА 

T.A. СУРГУЛАДЗЕ 

О ПОВЕДЕНИИ ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ВРЕМЕНИ 
РЕШЕНИЙ ОДНОМЕРНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
{Представлено академиком СП. Новиковым 1911987) 

Цель настоящей статьи — изучение асимптотического поведения при t -» °° 
я\х\<Ь решений следующих задач: 

ип~ихх +Ч(х)и = 0, t>0, xGR, 
w H| f = 0 = o, и*i *=o =/(*)> * G R ; ' 

Utt- "xx +-Я(?с)и = 0, x6R, x>0, t>0, 
<2> M|f=o = 0, ut]t = 0=f(x), x>0, xSR; u|* = 0 = 0, t>0, 
a также аналогичных задач, в которых начальные данные нулевые, а правая часть 
в уравнении равна f(x)e~iwt, со > 0 вещественно. Здесь функция q периодична 
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