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Исследуется асимптотическая устойчивость разностного аналога (1). 
Получены точные по порядку оценки степеней оператора перехода от 
слоя к слою | |G n | | при *-*«>. 

Рассматривается разностный аналог краевой задачи 

Щ=ихх, t>0, 0<х<1\ 
( 1 ) 

в (я, 0) = / ( * ) , u{h)(0,t)-uil){Ut);=0.. 

Без ограничения общности можно считать, что k^l. Область интегрирова­
ния покрыта сеткой с шагом т по £, h — по х. Во внутренних узлах сетки 
используется явная разностная аппроксимация 

n + i п п ~ п , п 
U»v ~— U\ l^v+i £U*j I — i —— ——— 

Н а границе счет ведется по формулам 

п>0, , K v < # - 1 . 

с# — коэффициент /с-й разделенной разности: 

3=0 

Исследуется устойчивость в L2. Обозначим через Н гильбертово прост­
ранство векторов u= ( и 0 , . . . , и^), удовлетворяющих краевым условиям (2). 
Норма в Я дается соотношением 

N-l 

1 г Н 2 ' " ' 

Разностная краевая задача с двумя границами устойчива, если существует 
положительная постоянная с, не зависящая от тг, N и такая, что неравенст­
во ||ип||<с||и°|| справедливо для всех п>0, N>0 и всех начальных данных 
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из Н. Обозначим через G оператор перехода от слоя„к слою. Устойчивость 
эквивалентна равномерной по п ограниченности ||Gn||, п^О. Комплексное 
число ZQ назовем точкой спектра оператора G, если существует и0с=#, 
II и01| ̂ 0 , такой, что Gu°=z0u°. Для устойчивости краевой задачи с двумя 
границами необходимо, чтобы спектр G лежал в единичном круге и чтобы 
€ыли устойчивы соответствующие задачи Коши и полубесконечные крае­
вые задачи. Задача Коши устойчива в L2 при с с = т / й 2 < 7 2 . При a<lU ха­
рактеристическая функция задачи Коши имеет единственную определяю­
щую точку ф=0. При а = 7 г есть две определяющие точки ф=0 и ф=я. Это 
не вносит никаких принципиальных трудностей, но приводит к более гро­
моздким выкладкам. Ограничимся рассмотрением а < 7 2 . Начнем с обсуж­
дения устойчивости полубесконечных краевых задач. 

Рассмотрим, например, левую краевую задачу. Чтобы оценить скорость 
роста ||Gn|| при тг->°о, построим резольвенту. Для этого решаем систему 
^обыкновенных разностных уравнений с параметром z: 

(G-zI)v=f, 

/с=Я, / — заданная, v — искомая последовательности. Используя явный 
в̂ид G, перепишем резольвентное уравнение в таком виде: 

. l - 2 a - z 1 
l̂ v+i = Vv— Vv-i + /v. 

a a 
После замены y v * = ( ^ v , *V-i) получаем одношаговую формулу 

j / v + 1 =M(z) i / v +^ v , 

M(z) = 
1 — 2a — z 

- 1 

0 

1 1 1 
— / v 
a 
0 

Собственные значения резольвентной матрицы имеют вид 

« 1 , 2 = 

l - 2 a - z 

2 a [О-^Н" ' 
При \ z z ¥ = l , а < 7 г будет | x ' i | < l , | х 2 | > 1 , резольвентная матрица М 
диагонализуема: 

тмт-<= 
Kt 0 

0 х 2 

- 1 

1 -1 

При 2 = 1 матрица М недиагонализуема, z=l является точкой ветвле­
ния x 2 ( z ) . Положим далее 2=е г ф . Функции х^ф) , и 2(ф) опреде­
лены на плоскости с разрезом, как показано на фиг. 1: 

•<p=pef", - З я / 2 ^ с о < л / 2 , 
х 1 ( ф ) = е х р [ ^ / 4 ф Ч О ( < р ) ] , х 2 (ф) =ехр [ ё 1 Я / ^ + 0 (ф) ] . 
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В окрестности ф=0 резольвентная матрица приводится к треугольно­
му виду: 

™нГо'Иь HIT:, 
При \z\>l будет | х 2 | > 1 . После замены wy=Tyy, система * / v + i = 

=Myv+gv переходит в систему, которая решается в явном виде. При 
\z\>1, гФ\, резольвента имеет такую структуру ( x = X i ) : 

V — 1 

W 'II==""ZXi~V+1(7,gi)I1' V^lr 

^ ( l - x ) * , • ' ^ - ( l - x - 1 ) * . 

Так как x 1=̂ 1 при J z | > l , 2=^1, то Х^О.'Тем самым доказано, что левая 
краевая задача не имеет точек спектра вне единичного круга, грубой не-

fez 

Я Ш 
У//^Т— 

///////// 
/ . //////// 

'///// ; ; • ' " / / / 

Фиг. 1 фиг. 2. Контур Г при K v < c r c i / 2 , 

устойчивости экспоненциального типа нет. На единичной окружности до­
полнительному исследованию подлежит определяющая точка 2 = 1 . В ок­
рестности 2 = 1 резольвента имеет более сложную структуру: 

(2 ,ft)"+x v'V* I

JV-. v ^ 2 . 
1 - Х " 
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Здесь 

k 

( l - X a J M l - x O * 

Xi—x 2 

^ i ( z ) вырождается при z = l ; z = l является обобщенной точкой спектра 
[ 4 ] . Из структуры резольвенты следует, что исследование устойчивости сво­
дится к оценке таких интегралов: 

/ v

n = J qr f t / 2 Xi V (ф) ein* Ар, v ^ l , ?г->оо. 

Контур Г представлен на фиг. 1. После замены Xi=exp (~e~in/H) полу­
чаем 

/ / = | г * + 1 е х р { - е * я / Ч Ж л [ * 8 + О ( ^ ] } р ( 0 Л , р(0)*Ю. 
г 

При нечетных к интегрированием по частям избавляемся от особенностей 
под знаком интеграла. При этом для v<cnl2 внеинтегральные члены есть 
0 ( e ~ b v ) . Далее контур Г деформируем в прямую t=xei7l/i, г-оо<х<<х> (см. 
фиг. 2): 

<3) / v « = ^ ( f t - 2 ) / 2 p (0) [ ] е~* dt+O ( e~bv + ) ] • 

При четных к главный член асимптотики определяется полувычетом £~ V 2 

относительного: 

(4) / v "=rc ( *- 2 ) / 2 p (0) ( е-ъ" +' ̂  ) ] • 

При v^cri'2 контур Г деформируется в линию наискорейшего спуска, как 
показано на фиг. 3, крестиком отмечена точка перевала. Справедливо не­
равенство 

( bv2 \ i п \ (ft-1)/z А 
) п-*<сп«-2»2 — . 

Из (3) — (5) суммированием по v получаем оценку 

| | G " | | x ( ^ [7 ¥ " | , у , Хга ( ' * - , ) / *л* . ' 
v=l 

Таким образом, если порядок производной в граничном; условии ниже по­
рядка производной в основном уравнении, то соответствующая полубеско­
нечная разностная краевая задача устойчива. В противном случае имеет 
место степенная неустойчивость. При этом порядок неустойчивости про­
порционален порядку производной в краевом условии. 
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Переходим к обсуждению краевой задачи с двумя границами. При ис­
следовании явлений неустойчивости, связанных с взаимодействием левых 
ж правых краевых условий, следует рассмотреть определяющие точки и 
точки вырождения краевых матриц. В данном случае это множество со-

Фиг. 3. Контур Г при v>cnU2 

стоит из одной точки z = l . В окрестности z = l резольвента краевой задачи 
с двумя границами имеет следующую структуру: 

v - i 

JV—i 

<4«J 1 - х - 2 

. x - 2 - x ~ 2 v 

X 
1-x -

( rg j ) I 1 +x v J l ^ 1

I +x i Y + v - 1 X " " — X " " 

i -x- 2 ; 
j=v 

здесь x = X i , 2^v^iV, 

и; ^ " v + 1 , ( r f t J I I + x l f - W I , K v < W - l , 

J V - i ft 

3=1 j=l . 

- я ^ х ^ ч - я 4 - — г — K s ) wN

u= 
\ x 2—1 I 

Di

I(TgN4)1+Di

u(TgN^n+ 

Разрешив два последних соотношения относительно iv* и itfjv", получим 
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с 

+В;п (Tg,) " ] + * Г ' £ D,1 (Tgn-j) ' + Z V 1 (Tgs-i) "}, 

k 

Xi x 2 

X i — x 2 

Из соображений симметрии без ограничения общности можно считать, что 
к>1. Подставим полученные выражения w*, wN

u в приведенные выше 
Wy,1, Wy11. Из структуры резольвенты следует, что для краевой задачи с 
двумя границами исследование устойчивости сводится к оценке таких ин­
тегралов: 

/ v

n = f (1-х) ~h — — — • Лр, 
Г 

г 

Построим асимптотику этих интегралов при n>N2. Заметим, что при n<bN 
задача с двумя границами имеет тот же порядок неустойчивости, что и ле­
вая краевая задача, к>1. При TZ>7V2 асимптотика Л 7 1 , Kv

n устроена по-раз­
ному в зависимости от соотношения четности к и Z. Заметим далее, что при 
n^>N2 соотношение v>crih справедливо для всех v, l^v<Af. Исходный кон­
тур интегрирования Г деформируем в 4, как показано на фиг. 4. 

Интегралы по соединяющим отрезкам являются величинами порядка 
0(e~ v+exp(—bn/N 2)). Далее, интегрируя по частям, понижаем порядок 
особенности до 1. После этого либо под знаком интеграла нет особенности, 
либо остается полюс первого порядка. В первом случае главный член 
асимптотики дается интегралом по отрезку [ (—G/N)e i 7 i /\ (olN)ein/lk]4 

а выбирается столь малым, чтобы уравнение K

2 N - h - l = { имело на рассмат­
риваемом отрезке единственное решение t=0. Во втором случае главный 
член асимптотики дается полувычетом относительно t—0. Не вдаваясь в 
дальнейшие детали доказательства, приведем полученные результаты. 
Если к четное и I четное, то главный член асимптотики / v

n дается полувы­
четом относительно £=0: 

TV-v+l-Z/2 N 
J*=2hm „ ( * - 2 ) / 2 [ 1 + 0 ( в ) ] е = — . 

N-к/2-1/2 пк 
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Главный член асимптотики Kv

n также дается полувычетом относительно 
£=0 и является величиной порядка 0{п{к~2)!2^^). Отсюда получаем оцен­
ку -

\\Gn\\Xn^h-2)/2N4\ 

В остальных случаях ситуация аналогичная в том смысле, что порядок 
неустойчивости определяется / v

n , для которого главный член асимптотики 
дается полувычетом относительно t—О. Рассмотрим четыре случая. 

С л у ч а й 1. к четное, I четное: 

' /v"=2*JU N ~ v + i ~ l / 2 ( s ) ) , \\Gn\\Xn*-2)/2N\ 
N-k/2-l/2 

С л у ч а й 2. к четное, I нечетное: 

/ v

w = 2 W f t - 2 ) / 2 ( i + 0 ( e ) ) , IIG n | |X^ f t- 2) / 2iV , / a . 

С л у ч а й 3. к нечетное, I четное: 

/ v n = 2 f t j u ( # - v - r - l — г г ( Л - 3 ) / 2 [ 1 + 0 ( е ) ] , | | G n | | X w ( f t ^ / 2 i V 4 

С л у ч а й 4. к нечетное, I нечетное: | 

7*"=2*' N-m-i/2 " ( f t " 1 ) / 2 t 1 + Q ( 6 ) ] ' \\GЧ><n^'2^'', • ' 

Тем самым получены точные по порядку оценки асимптотической не­
устойчивости краевой задачи с двумя границами. Исследование устойчи­
вости сводится к построению асимптотик интегралов с тремя параметра­
ми v, TV, п. Порядок неустойчивости пропорционален максимальному по­
рядку производных в краевых условиях. Вид главного члена асимптотики 
зависит от соотношения четности порядков производных в левом и пра­
вом граничных условиях. 

Для дифференциальных уравнений устойчивость краевых задач с про­
изводными порядка, превышающего порядок уравнения, исследовалась 
А. Н. Тихоновым [ 2 ' 3 ] . Ранее вопросы асимптотической устойчивости 
разностных схем обсуждались в [ 4 ] , стр. 390—395. 

Приношу глубокую благодарность А. Н. Тихонову за постановку зада­
чи и Н. С. Бахвалову за полезные обсуждения. 
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