
Рассмотрим семейство Л2[-, •] форм вида (3), аналитически зависящих от пара­
метра ZQDH таких, что AZ£E(kQ, А, ъ Я2) с одними и теми же постоянными Х 0, % l f 

л 2 для всех z£D. 
Т е о р е м а 2. Предположим, что при Z£^ операторы А8, допускают усреднение. 

Тогда такое усреднение существует при всех z g D , причем коэффициенты аг

а^ усред­

ненного оператора Аг аналитичны при z£D. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование и аналитичность абстрактного оператора 

А2, z£D, являющегося G-пределом Аг

2, непосредственно вытекает из леммы 1. При­
менение теоремы Витали к аналитической в D вектор-функции в левой части (4) (с за­
меной аа^ (х/г) на az

a^ (х/г)) показывает, что Аг является также сильным G-пределом. 
Полученные в [1] для случая вещественных коэффициентов результаты о структуре 
сильного G-предела полностью распространяются на рассматриваемую ситуацию и по­
зволяют утверждать, что Аг£ £ (Я0> ^ 1 , Я 2 ). 

Чтобы установить постоянство и аналитическую зависимость от z £ D коэффициен­
тов а̂ <з оператора AZ, рассмотрим, следуя [1], функционалы 

P 
где 5*°—шар радиуса p с центром в точке x0£Q, —его объем, н | — решение за­

дачи Дирихле Azu^ = 0 в Bx

Q°t и^ = ^ (Т 5)"" 1 — хо)71у

 н а границе д£*°, у — 

мультииндекс, Л £ R p , где р—число мультииндексов у с 
Из аналитичности A Z и соответствующих вектор-функций вида (4) вытекает, что 

П* 0 Й 2 > l> Y ] ) является аналитической функцией при z£D для любых r\£KP, x0£Q. 
Поскольку коэффициенты Л 2 , а вместе с ними и П*° (Л 2 , £, г]) при г ^ Д не зависят 
от x 0 g Q , то отсюда следует, что П*° (А 2 , | , т]) не зависит от ,v0 и при Z£D. Уста­
новленные в [1] соотношения между функционалами П*° (Л 2 , | , rj) и коэффициентами 

л а ( 3 ( хо) показывают теперь, что последние не зависят от xQ £Q и аналитичны при z£D. 
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В. В. ДУБРОВСКИЙ 

О ФОРМУЛАХ РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ СЛЕДОВ 
САМОСОПРЯЖЕННЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Пусть Т — дискретный самосопряженный оператор в сепарабельном гильбертовом 
пространстве Я , Р — ограниченный самосопряженный оператор, действующий в Я , 

00 оо. 

<r(T)= U ХПУ о* (Т + Р) = U PTI — спектры операторов 7\ Т + Р соответственно, 
П=—оо « = — 0 0 

занумерованные в порядке возрастания собственных чисел с учетом геометрической 
кратности; %п ~ СПУ С > 0. 

Обозначим 

Ш ЯеЬ=аП]+кПк+1)/2 
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- j (-1)*Ь(ЩК, T)P)*R(k9 T)dk, 

где t ^ \ t R(k, T) = (T — КЕ)~Л

9 а через Sp обозначен матричный след оператора. 
Очевидно верна 
Л е м м а . Существует последовательность целых чисел {nfdhL—oo пгакая, что 

|^nft_|_j — %пи\ ^ С/2 для любого к. 
Сформулируем основную теорему. 
Т е о р е м а 1. Если 2 | |Р | | С"1 < Ь то существует подпоследовательность нату­

ральных чисел {mjJ^Lj такая, что справедлива формула 

mh 

~>0° n—k<ci<^nk /=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

— а*(л л, л - ь Г, Р ) _ p f ( n f t , л _ ь Г, Р) = О, 
1 

fo(nft, л_А, Г , P) = Sp- - [ J 
1 1 КеЯ,= ( Я Я ь + Я Л л + 1 ) / 2 

— J Я ((Г — X £ ) - i P ) < + 1 ( Г + Р — А£)~ 1 } dfc].-
Re*=<X n _ f c +b„_ A + i)/2 

Докажем сначала, что |((Г — Щ'г\\\ < c o n s t М П Р И ^ е ^ = + Kk+i№> Г^е 

| |ЛЦ 2— норма Гильберта — Шмидта оператора А. Обозначим ImA, = p. Имеем 

i K T - ^ - H K c o n s t J - : Ч + Ч + 1 

• ) • 
+ Р 2 

<1 const 
k \Xt •)• 

+ 
-tnh<i<lnh « Ч + Ч + L 

+ 2 
i<c—ln 

1 

ft X| Ч + Ч + ' 
= ^ 1 + ^ 2 + ^ 3 » 

где / выбрано так, что / > 3 при л* достаточно большом. Оценим каждое из Jlt /2, J9t 

1 
J x = const 2 

Ч + Ч + i 

< const 
I 3C 

*>/*A С / 2 1 ~ - у - л А 

< const max 
' ^ / я * lc/2 — 3 C " f e 

2 1A'2< const, 

/ 2 = const 2 ^ ( Я « - ( Я + X + 1 ) - 2 - i ) a 
—lnk<i<lnk h ^ 

^ c o n s t (с?-*)» ^ c o n s t ' 
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J 3 оценивается точно так же, как Jx. После этого неравенство для | |(Т — Щ ^ 1 ] ! 2 ста­
новится доказанным. 

Оценим Р г ( я ь 7\ Р ) : 

. | P t ( n f t f л - f t > Г , Р) | = Г * [ . . 1 2ni 
Яек=(1Пк+КПк+1)/2 

~ j Ц - т 1 ) ж ( (Г — Р ) ж (Г + Р — Л £ ) - 1 ф ] | < 
R e A ^ < a , n _ f e + * n _ f t + 1 ) / 2 

< c o n s t [ J + f — X E ) - " j g X 
U e X = ( ^ f t + ^ f c + 1 ) / 2 ReA,= ( ^ _ f t + X R _ f t + 1 ) / 2 

X | | Р | | Ж

 ( p 2 ^ P

c / 2 ) , ] < const | P f + 1 max* ( n _ f e | ) X 

Xj(lp/ + c' 2 - У * < « » s t ( 2 | P | C - ) « X 

X max2 ( |п й | , |n_ft|) -> 0, * -* oo . 

Следовательно, требуемая подпоследовательность {mfcjjJLj существует. Теорема до­
казана. 

Если Р' — ограниченный самосопряженный оператор в Я такой, что 2С~г ||Р — P ' | j< 
< 1, и если собственные значения \in оператора Г + Р ' имеют ту же асимптотику, что 
« Tt т. е . \к'п ~Сп, то верна 

Т е о р е м а 2. Существует такая подпоследовательность {mft}£Lj натуральных 
чисел, что верна формула 

mh 

~*°С n_k^i<^nk / = 0 

Применим полученные результаты к Г —оператору Лапласа на прямоугольнике 
XI == {0 <х < а, 0 < г/ < о} с краевыми условиями Дирихле, Р — оператор умножения 
на вещественную существенно ограниченную функцию р(х, у), Хп ~ 4я (аЬ)"1^ п > 0. 
Справедлива [1] 

Т е о р е м а 3 . Если аЬЦРЦ^ ( 4 л ) - 1 < 1, то существуют также две подпоследова­

тельности натуральных чисел {nft}£Lp {^k)k=i такие, что верна формула 
nh 

Hm { 2 (Pt - х0 ~ 2 a j ( n k l °' Г' P)} = °' 
i<Cnh / = 0 

Если, кроме того, ряд Фурье функции р(х, у) абсолютно сходится, р непрерывна и 

j* J Р (х: У) cos 2na-xnxdxdy = 
п 

= J J р у) cos 2nb~lmydxdy = 0, m, л = 0, » , 
п 

mo верна формула 

ftj „ 

р ( 0 , 0) + p ( a , Q) + P(0> b) + p ( g t Ь) 
16 

Аналогично вычисляются регуляризованные следы высших порядков. Заметим, 
что гладкие самосопряженные эллиптические дифференциальные операторы второго 
порядка на бикомпактных гладких двумерных многообразиях с краем или без края 
удовлетворяют всем условиям теорем 1 и 2. 

Автор выражает благодарность М. Д. Юдину за внимание к работе. 
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УДК 517.925.41 

В. С. КОЗЛОВА 

ГРУБЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ, 
Л Е Ж А Щ И Е НА Л И Н И И Р А З Р Ы В А 

П Р А В Ы Х ЧАСТЕЙ СИСТЕМЫ 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И И * ) 

Дается классификация особых точек, лежащих на линии разрыва правых частей 
системы дифференциальных уравнений. Указываются все грубые особые точки. Для 
первых двух типов классификации даются необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы особая точка имела любую заданную степень негрубости. 

Рассматривается система 

х = Р+ (х, у), у = Q+ (х, у) при (х, у) £ G+, 

х = Р~ (х, у), y = Q~ (х, у) при (х, у) £ G-

в конечной области G на плоскости. Ось Ох делит G на подобласти: G+ (у > 0) и G" (у < 

< 0); система (А) принадлежит C * . ( G ) ( / i > 1), т. е. Р±

9 Q± £Сп (5*) . На оси Ох ис­
пользуется доопределение [1]. Скорость движения по оси Ох в точке (я, 0) , для кото­
рой Q + Q ~ < 0,|Q+| -f- | Q - | ф 0, определяется, как в [1], по формуле: 

v(x) = f(x)/(Q-(xi0)-Q+(x,[0)), f(x) = P+(x,0) Q- (х, 0) - Р - (х, 0) Q+ ( * , 0 ) . 

Грубость и степень негрубости системы (А) в ограниченной области и в точке 
определяются аналогично [2] с той разницей, что допускаются возмущения, разрыв­
ные по оси Ох. 

Точка называется особой, если либо она является негрубой, либо ее окрестность 
имеет топологическую структуру, отличную от топологической структуры окрестностей 
всех достаточно близких точек. 

Траекторию, ее часть или непрерывную кривую, состоящую из дуг траекторий, бу­
дем называть квазикривой, если никакая ее дуга не лежит на оси Ох, и все точки, 
отличные от концов, неособые. 

Точка С= (с, 0) неособая тогда и только тогда, когда в этой точке либо 
Q + Q - > 0 , либо Q + Q - < 0 , !(с)Ф0. 

Каждая особая точка (с, 0) принадлежит одному из следующих типов (значения 
функций берутся в точке (с, 0 ) ) : 

I) Q + Q - < 0 , / ( c ) = 0; 
Н) Q+ = 0, Р+ Ф 0 , Q - ф 0 или Q - = 0, Р - ф 0, Q+ ф0; 
III) Q+ = Q - = 0, Р+ Ф 0, Р - Ф 0; 
IV) Q+ = Р+ = 0, Q-фО или Q~ =Р- = 0, Q+ Ф 0; 
V) Q+ = Q~ = Р+ = 0, Р- ф 0 или Q+ = Q- =Р- = 0, Р+ ф 0; 
VI) Q+ = P+ = Q - = P - = 0 . 

Область Н называется нормальной, если ее граница состоит из конечного числа 
чередующихся дуг без контакта (они целиком лежат вне оси Ох и определяются, как 
в \2]) и дуг квазикривых, ни одна из которых не принадлежит замкнутой квазикри­
вой, целиком лежащей в Н; в области Я лежит лишь конечное число особых точек, 
и все они I—III типов; внутри Я не существует дуг квазикривых, один конец кото­
р ы х — угловая точка (общая точка граничных дуг без контакта и дуги квазикривой), 
а второй конец — либо угловая точка, либо особая. 

Т е о р е м а 1, Пусть система (А) принадлежит C*k+l (G); Я—нормальная об­
ласть, содержащая т особых точек (ct, 0) (7 = / , . . . , т), все они 1 типа. Тогда сте~ 
пень негрубости системы (А) в области Я равна г (r^k) тогда и только тогда, ког­
да корни х = ct функции f(х) имеют кратности rt + l (i — l,...,m) и г — 

. . . +Гт. 

*) Полностью рукопись депонирована в ВИНИТИ № 4271—84. 
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