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функциональный анализ и его приложения^ 
т. 12, вып. 4, 1978, 79—80 

У Д К 519.45 

ТЕОРЕМА ШЕВАЛЛЕ ДЛЯ КОМПЛЕКСНЫХ 
КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИХ КОКСТЕРОВСКИХ ГРУПП 

И. Н. Б е р н ш т е й н , О. В. Ш в а р ц м а н 
1. Рассмотрим комплексную кристаллографическую группу PF, т. е. дискретную 

группу аффинных преобразований комплексного аффинного пространства V с компакт­
ным фактором X = VIW. Предположим, что W порождена аффинными отрая^ениям]^ 
(W — ссг-группа). Будем называть ссг-группу W кокстеровской (ссс-группой), если 
группа dW линейных частей W — группа Кокстера (т. е. в некотором базисе записы­
вается вещественными матрицами). Мы ограничимся далее случаем, когда группа W 
неприводима (как аффинная группа). 

Цель этой заметки — описание структуры аналитического пространства X =« 
= V/W для ссс-группы W. Оказывается, X является рациональным многообразием 
(с особенностями), а точнее «взвешенным» проективным пространством. Это является 
аналогом для ссс-групп классической теоремы Шевалле об инвариантах [1]. По-види­
мому, аналогичный результат верен для любых ссг-групп. 

2. Классификация ссс-групп приведена в [3]. Пусть S — аффинная система кор­
ней на вещественном аффинном пространстве V (R) (см. [2]). Мы будем считать, что ко-
печная система корней dS неприводима и приведена и минимальная постоянная функ­
ция с в решетке функций, порожденной S, равна 1 (см. [2], § 6). Пусть т е С, Im т > 
> О, F — комплексификация пространства F(R). Для каждой пары а ^ S, к ^ Z 
рассмотрим в V гиперплоскость л (а, к) = {z ^ V\ га (z) = к]; группу движений про­
странства V, порожденную отражениями второго порядка в гиперплоскостях л (а, /с), 
а е iS, А: е Z, обозначим через W(S, т). Как показано в [3], TF (̂ S, т) — неприводимая 
ссс-группа, и любая (неприводимая) ссс-группа изоморфна некоторой группе W(S, т). 

Определим число р — р (S): р = 2 для систем типа В^, С^, F"^, р = 3 для 
G^ и р = 1 для остальных систем (в частности, для всех систем типа S (R)) (см. [2],̂  
§ 5)). Пусть Го (р)— группа преобразований верхней полуплоскости 1 т т > 0 , имею­
щих вид т -^ (ат -{- Ь) / (сх + d), где а, Ь, с, d ^ Z, ad — be = i и с ^ рЪ. Тогда 
W {S, T)^W (S, т ') , если т - т' (mod Го (/?)) ж W {S (Л)^, т) ^ W {S (i?^)^, т'), если 
т' 1/рт (mod Го (/?)); этим исчерпываются все изоморфизмы между группами 
TF(5, т) (см. [3]). 

3. Пусть W= W (S, т) — ссс-группа, действующая в Z-мерном пространстве F, 
По, . . ., щ — числовые отметки, сопоставленные вершинам схемы Дынкина системы 
iS^, двойственной S (см. [2], приложение 1). 

Т е о р е м а . Аналитическое пространство X = V/W изоморфно «взвешенному!^ 
проективному пространству типа щ, . . ., щ, т. е. фактор-пространству простран­
ства по действию группы С*, заданному формулой {ZQ, . . ., Z/) Ь> (f"'%, ..» 
. . ., r^zi), t^C*. 

В следующих пунктах мы приведем схему доказательства этой теоремы, основан­
ного на теории 6-функций и автоморфных форм. 

Аналогичными методами можно получить тождества Макдональда [2] и некоторые 
похожие тождества. На последнем этапе (см. п. 9) мы ограничимся для экономии места 
случаем S = S (Л). Заметим, что этот случай разбирается (с другой точки зрения) 
в [4]. Однако приведенное там доказательство опирается на ошибочное утверждение, 
что все эллиптические кривые изоморфны как вещественные алгебраические многооб­
разия (см. [4], стр. 29). 

4. Пусть С — камера системы S с вершинами XQ, . . ., xi (XQ — специальная точ­
ка для S^), ао, . . ., щ— соответствующая база S, Of— отражение в корне а^ (см. [2]). 
Легко построить такие квадратичные функции UQ, . . ., Ui на F, что 

^7 (Ui) = Ut + 6ijaj (/ = О, . . ., I), Ut (xo) = 0. 
Пусть Л — полугруппа по сложению, порожденная функциями Ui, Р = UQ ~{- . . . 
. . . -f Ui ^ Л. Для каждой функции U е Л положим 

М (£/) = min и (х), X ^ V (R), ж N (U) = U/UQ е Z, 
где и — квадратичная часть функции U. Положим 

щ = N (Ui), g= N (Р) = по+ . . , + щ. 
Пусть Wg — аффинная группа Вейля системы S, Т d W — подгруппа сдвигов 

в направлении x~^V (R). Тогда W = Wg X Т. 
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5. 1-коцикл 7 = {уго) группы W со значениями в группе ^ * (F) обратимых голо­
морфных функций на F назовем че^ныж, если для любого отражения а ^ W у^ (z) = i 
при G (z) — Z, Пусть Н^ {W, ^* (V)) — подгруппа классов четных коциклов. 

П р е д л о ж е н и е . Группа Н^ {W, <^* (V)) c^Z. В качестве образующей мож­
но выбрать класс коциклау: уги = 1 при w ^ Г,ууу = е х р [v (UQ — w (UQ))] при w e WQ 
(здесь и далее v = 2л1Т). 

Для А:!>0 рассмотрим коциклы у^={у^)^ и 6^=(det w) 7̂ "*"̂  (здесь det w=det(dw) = 
= Hh 1). Обозначим через А]^ ж В]^ соответствующие пространства 9-функций {А}^ == 
= {/ е #' (F) I wf = (7ад)̂  / для всех ш е W} и аналогично для В]^). Теорема стандартным 
образом вытекает из леммы. 

Л е м м а . Найдутся такие функции /̂  е ^ ^ , что кольцо А = ^ А]^ изоморфна 
С [/о, . . . , / / ] . 

6. Каждой функции U ^ Л сопоставим 6-функцию ^jj ^ ^NfU)"» заданную рядом 

^и = е^Р 1 - ^ Ш (и + Р) Uo + М (и + Р ) ) ] ^ (det w) ехр [vw (U + Р)] 

(сумма по ш е Wg). 
Введем в пространстве В]^ скалярное произведение Зигеля, полагая 

II / 11̂  = J 1 / (z) ехр (kvUo (X (z))) |2 dix (z), 

где x: F —̂  F (R) — проекция вдоль T ~ I F ( R ) , интеграл берется по V/W, в.\х — мера 
Лебега, нормированная условием jn (F/PF) = 1. Так же, как и в классической теории 
(СМ. [5], ch. I l l ) , доказывается, что функции 1,^ с N (U) = к образуют ортогональ­
ный базис в Б^, причем II 2 j j 1)2 = const (Im х)^^^. 

Отметим, что отображение 6 ь-> 2о*Э задает изоморфизм Л ^ с В]^; в частности^ 
j^o = С «Ео-

7. Рассмотрим дифференцирования i)^: А]-^(^ (F), где при г = 1, . . ., i Dj — 
производная по вектору %~^ grad а^, а DQ (/) = kf для всех / е А]^. Если /̂  е Л^ , то 

г 
обозначим через / (/о, . . ., /О определитель матрицы Dify, легко видеть, что 
J (foi ' • м fi) ^ ^0- Мы докажем, что / (/о, . . ., fi) Ф О для некоторого набора /^; 
отсюда вытекает, что функции fi^A алгебраически независимы. Тогда несложное 
вычисление размерностей Л/с (см. п. 6) показывает, что Л = С [/о, . . ., / / ] . 

8. Рассмотрим пространство полилинейных форм Вщ X Вщ X . . . X Вщ -^ С 
и введем в нем скалярное произведение с помоп];ью скалярного произведения Зигеля на 
пространствахБ/с. Зададим форму L формулой L (6о, . . ., bi) = J (V^o» • • м &z/2o)/2o 
и положим F (т) = II L ||2. Нам нужно доказать, что F (т) Ф О при любом т, т. е. 
ЬфО. 

9. Пусть S — система типа S (i?).|Рассмотрим функцию Я (T) = F (х) (Im т)^^^Х 
Х|'п(т) Р, где т]—функция Дедекинда (см. [2]). Используя инвариантность скалярного 
произведения Зигеля при изоморфизмах PF (̂ S, т) ;^ W (S, т') и свойства функций Sjj 
(см. п. 6), можно показать, что функция Я (т) инвариантна относительно группы Го (1), 
является суммой квадратов модулей аналитических функций и допускает оценку 
Н (т) I ехр (v/3) |2 —? О при Im т —̂  + оо. Из этих свойств вытекает, что Л (т) нигде не 
обращается в нуль, ибо Н (х) ф 0. 

Заметим, что оценка для Л (т) выводится отдельно для каждой системы корней. 
Это очень грубая оценка; например, для систем Ai и Ci Л (х) = const. 

Московский государственный Поступило в редакцию 
университет 2 августа 1977 г. 

Московский электротехнический 
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