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УДК 517.925.5 
М. И. Г И Л Ь 

ОБ У С Л О В И Я Х Д И С С И П А Т И В Н О С Т И 
И СУЩЕСТВОВАНИЯ П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х Ц И К Л О В 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
С В Е Д У Щ Е Й Л И Н Е Й Н О Й ЧАСТЬЮ 

Рассмотрим в я-мерном евклидовом пространстве Rn уравнение 

-^- = Ax + F(x, t) ( * > 0 ) f (1) 

тде Л —постоянная (пхп)-матрица; функция F : Rnx[0, °o)-+Rn кусочно-непрерывна по 
t и удовлетворяет в некоторой области QaRn неравенству 

\\F (х, ОН < Я IMI + С (х е Q, t > О); (2) 

q и С — положительные константы; || • || — евклидова норма. 
Ниже получена двусторонняя оценка норм решений уравнения (1), которая явля­

ется новой, на наш взгляд, даже в линейном случае (см. [1]) . С помощью этой оценки 
найдены условия диссипативности, которые, как нам кажется, проще в применении к 
уравнению (1), чем теорема Йосидзавы (см. [2]) . Кроме того, указаны условия неог­
раниченности решений уравнения (1), а при / г=2 — условия существования предельных 
циклов, дополняющие известные результаты (3—5]. Всюду ниже предполагается суще­
ствование решений уравнения (1), их единственность и непрерывная зависимость от 
начальных условий. 

Пусть о (А) — совокупность собственных значений матрицы A = (ajk); a = m a x R e ^ f c , 
k 

п п 

P = m i n R e X f e ( Я ц е * М ) ) ; M l i = ( J v= Ы^-^мА42. В [наших 
рассуждениях существенную роль играет крайний справа корень полинома 

Q(b) = \*-qP(K), (3) 
п—1 

где Р (к) = ^ kn~h~lvk ( f c ! ) - 1 / ? , г является единственным положительным и простым 
h=o 

корнем, причем гп^дР(д0) (б 0 = 1 + max vk(&!)~~1/2) (см. [61). 

Положим bx (v) = CP ( v ) Q - 1 (v) , 

CP (v) 1 С 
b2 (v) = sup e~ri —— e u kn Q - i (к) (к - v)-idk, 

v n t^o 2m J 
a = sup e-rt \ e%iP (к) Q - i (к) dk (0 < v < с » ) . 

t^o 2ni J 
Г 2 

Здесь Гх, Г 2 — гладкие контуры, охватывающие корни Q (Я), причем Гх не охватывает 
у = г. 

Т е о р е м а . Пусть при всех ^£[0, Т] ( Г ^ о о ) и заданном начальном векторе 
x(0 )£Q решение x(t) уравнения (1) лежит в Q и выполняется неравенство (2). £Ъш 
я /ж этаж а < 0 и —афг, то справедлива оценка 

\\х (ОН < (а ||х (0)|| + Ь2 ( - а ) ) ехр [ (а + г) 0 + Ьг ( - а ) . (4) 

Если же $ > 0 и $ Ф г, то 

\\х (ОН > а - i {exp [(Р - г) /] (||х (0)| | 6 Х (Р)) - Ь2 (Р)}. (5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем вначале неравенство (4). Уравнение (1) эквива­

лентно уравнению 
t 

х (t) = exp (At) x (0) + j* exp [A (t — s)] F (x, s) ds. 
6 
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Отсюда й из (2) ^ 

||х (Oil < llexp [At] х (0)|| + J ||ехр [A(t — s)}\\ (g \\x (s)\\ + C) ds. 
о 

Воспользуемся доказанным в [7] неравенством ||ехр (Л / ) | | < exp (at) d (/), где d(t) = 
п—\ 

= ^ ' *o f t ( fc i r~ 3 / 2 - Т а к к а к 

fe=0 

г г CP ( — а ) 
С ехр[сс(/ — s)]d(t — s ) d s < С j e x p [ a / ] d ( 0 ^ = _ „ = C l f 

о о v ; . 

то получаем неравенство 

|i* (Oil < exp (at) d (t) \\х (0)|| + д [ exp [a (t - s)]\\x (s)|| d (/ - s) ds + C r . 
b 

Имеем 
e x p [ - a * ] | | * ( O I I < * l ( 0 . ' (6) 

где т] — решение уравнения 

i 

1 (0 = d (0 (0)|| + д j d (/ - s) г] (s) ds + d exp [ - a/] 
0 

[8, c. 517]. Будем решать это уравнение с помощью преобразования Лапласа. Пусть 
g(к), d(к) — преобразования Лапласа соответственно от j\(t) и d(t), к — двойственная 
переменная. Учитывая, что преобразование свертки равно произведению преобразова­
ний, получаем 

g(k) = \\x(0)\\d(k) +gg(k)I(k) + (к + а)-*С1. 

п-\ 

При этом d(k) = 2 vk (k\)~1/2k~"h~l. Пользуясь обратным преобразованием Лапласа 
и опуская несложные выкладки, получаем 

g(k) = \\x(Q)\\J1(i) + C1J2(t), (7) 

где 

Ji (0 = exp (kt) Р (к) Q - i (к) dk, 

г» 

/ 2 (0 = — - — Г exp (kt) кп (к + а ) - 1 * ? - 1 (к) dk, 
2ni J 

Г 3 — гладкий контур, охватывающий все полюсы подынтегральной функции. По теореме 
о вычетах J± (t) a exp (rt), а / 2 ( 0 равен сумме двух слагаемых J2i (0 и / 2 2 (0» первый 
из которых—вычет подынтегральной функции в точке Я = — а , второй—сумма вычетов 
в корнях Q(k). Имеем 

hi (0 = exp ( - at) ( - a ) * Q - i ( - a ) , 

J 2 2 (0 < exp (/*) sup — - — exp (— rt) Г exp (kt) kn Q " 1 (X) (X + a ) " 1 ^ . 
2m J 

Отсюда и из (7) и (6), учитывая полученную оценку для Jx (t), получаем неравенство (4) , 
Докажем неравенство (5). Зафиксируем произвольное Ti£[0, Т] и положим т = 

= T1 — t, у ( т ) = х ( Г 1 - . т ) , F i (у, т) - — F (у, Тг — т) ( 0 < т < Г ! ) . Уравнение (1) 
принимает вид 

-^- = -Ay + F1(y, т) ( 0 < т < Г 1 ) , 
a t ^ 

Fi, очевидно, удовлетворяет условию (2). Повторяя приведенные выше рассуждения, 
получим 

\\У ( т ) | | < (в 111/ (0)|| + b2 (Р)) exp [ ( - р -Ь г) т] + Ьг (Р). 

Поскольку, у ( 0 ) = х ( Г 1 ) , г/(7\) = х ( 0 ) , а 7i произвольно, отсюда и следует (5), что и 
требовалось доказать. 
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Напомним [2), что уравнение называется диссипатйвным, если существует такое 
число d, что для любого его решения x(t) 

7!гп||х(01| < d . (8) 

С л е д с т в и е 1. Пусть условие (2) выполняется при всех x£Rn, все решения 
уравнения (1) неограниченно продолжимы вправо и 

а + г < 0 . (9) 

Тогда уравнение (1) диссипативно, причем константа d в (8) удовлетворяет неравен­
ству d^bxi—a). 

С л е д с т в и е 2. Пусть условие (2) выполняется при всех x£Rn и 

Р — г > 0 . (Ю) 

Тогда всякое решение уравнения (1) с начальным вектором х(0) при | |*(0)| |>МР) 
не ограничено. 

Будем говорить, что уравнение (1) асимптотически линейно, если 

lim \\x\\-i \\F (х, 0 1 1 - 0 (11) 
Х~> оо 

равномерно по t. 
С л е д с т в и е 3. Для диссипативности асимптотически линейного уравнения до­

статочно, чтобы матрица А была гурвицевой. 
Действительно, из (11) следует, что условие (2) выполняется со сколь угодно 

малой константой ?, а из q-+0 следует, что г-Ю. 
В случае п = 2, как нетрудно видеть, v^\a12 — а21\, г = 0,5? + Уо,25? 2 + qv. 
С л е д с т в и е 4. Пусть п=2, F (х, t)=F (х) непрерывна и удовлетворяет условию 

2) при всех xgRn. Если при этом 

а+ 0,5? + У 0 , 2 5 ? 2 + qv < 0 (12) 
и не все траектории уравнения (1) стремятся при t-+oo к положениям равновесия, то 
это уравнение имеет по меньшей мере один предельный цикл, лежащий в круге 

(Ml < С [а* - q (v - a ) ] - i (v - а ) } . (13) 
Действительно, по следствию 1 при сделанных предположениях уравнение (1) 

диссипативно, причем предельные траектории лежат в круге (13). По известной теоре­
ме 4.1 [5, с. 186] всякое ограниченное решение обладает предельным множеством, ко­
торое является либо периодическим решением, либо особой точкой, т. е. уравнение (1) 
обладает периодическим решением. Так как всякая замкнутая траектория лежит в 
круге (13), то траектория, начинающаяся вне этого круга, не замкнута, т. е. имеется 
предельный цикл. 

Рассмотрим для примера уравнение 

!Г + / О О + Ф(0) = О, (14) 

где ф (y)f f (z) — непрерывные скалярные функции, причем / имеет единственный корень 
при г — 0 и / ' (0) <z 0, а ф имеет конечное число корней р^ , в окрестности которых она 
дифференцируема, и ф' (pk) Ф 0 (k — 1, . . . , m), m—число корней. Пусть Мгу — kx < 
<f(y)<M1y + k1, М2у — k2 < ф (*/)< М2у + k2 (Ми ki^O; i=l, 2). Полагая ft = 
= Mxz — f, ф! = M2y — ф, можно переписать рассматриваемое уравнение в виде г' — 
= — M^z— М2у + fi (z) + ф! (у), у' — z. Очевидно выполняется условие (2) при q — 0, 
С~ &i-{-/е 2, а матрица рассматриваемой системы гурвицева. По следствию 4 эта система 
обладает предельным циклом. 

Приведенные рассуждения, касающиеся уравнения (14), дополняют теорему Рейссига 
[4, с. 150]. 
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