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Аннотация 

Рассматривается обобщение узкого интеграла Данжуа на случай функций, 
определённых на отрезке прямой и принимающих значения в банаховом про­
странстве. Доказывается эквивалентность этого интеграла и HL-интеграла, 
определяемого при помощи обобщённых сумм Римана. 

Abstract 

А. Р. Solodov, Riemann-type definition for the restricted Denjoy-Bohner inte­
gral, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 7 (2001), no. 3, pp. 887—895. 

The generalization of the restricted Denjoy integral is studied for the case of 
Banach-valued functions. The equivalence between this integral and the HL-integral 
defined with the use of generalized Riemann sums is proved. 

В этой заметке рассматриваются интегралы для функций, определённых 
на отрезке прямой и принимающих значения в банаховом пространстве. 
Основная цель работы — дать эквивалентное определение узкого интегра­
ла Данжуа-Бохнера при помощи обобщённых сумм Римана, а также изучить, 
как соотносится этот интеграл с интегралом Хенстока. 

В случае действительного пространства значений узкий интеграл Данжуа 
эквивалентен обобщённому интегралу Римана, известному как интеграл Хен­
стока (см. [3]). Указанная эквивалентность является следствием так называе­
мой леммы Сакса-Хенстока (см. [6, с. 17 и 104]). В [11] было показано, что в 
случае бесконечномерного банахова пространства значений утверждение, ана­
логичное лемме Сакса-Хенстока, не выполняется. В связи с этим возникает 
вопрос, сохранится ли в этом случае эквивалентность между узким интегра­
лом Данжуа-Бохнера и интегралом Хенстока. Мы увидим в дальнейшем, что 
на этот вопрос следует дать отрицательный ответ. Другими словами, для 
бесконечномерного банахова пространства значений интеграл Хенстока ока­
зывается существенно более общим, чем узкий интеграл Данжуа-Бохнера (см. 
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теорему 3.2). Тем не менее будет показано, что узкий интеграл Данжуа-Бох-
нера всё-таки допускает определение типа Римана, называемое HL-интегра-
лом (теорема 2.2). Э т о т интеграл, введённый С. С. Као (см. [2]), является 
сужением интеграла Хенстока, в определение которого включено требование 
выполнения леммы Сакса-Хенстока. 

Попытка доказать эквивалентность узкого интеграла Данжуа-Бохнера и 
HL-интеграла была сделана в работе [1]. Однако приведённое в ней дока­
зательство ошибочно. В доказательстве теоремы 8 авторы не учитывают, 
что разбиение на множества, на которых функция должна быть абсолютно 
непрерывной в узком смысле, зависит от произвольного е > 0. 

Для полноты изложения приведём также (см. теорему 2.1) определение 
интеграла Бохнера при помощи обобщённых сумм Римана, полученное Wu 
Congxin и Yao Xiaobo в [9], и рассмотрим, как он соотносится с интегралом 
Макшейна (теорема 3.2). 

1. Определения 
и вспомогательные утверждения 

Пусть X — банахово пространство, Ж — действительная прямая, [а,Ь] — 
отрезок на прямой. 

Введём следующие определения, хорошо известные в действительном слу­
чае (см. [10, глава VII]). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Функция F: [а,Ь] —> X называется VB* -функцией на 
множестве Е С [а, 6], если существует такое число М > 0, что для любо­
го набора неперекрывающихся отрезков {А8-}._ , имеющих непустое пере-

п 
сечение с Е, выполняется неравенство ^2 u>(F, Ai) < М. (Здесь u>(F,P) = 

8 = 1 

= sup ||-F(t) — -F(s)|| — колебание функции F на множестве Р.) 
t,seP 
О п р е д е л е н и е 1.2. Функция F: [а,Ь] —> X называется АС* -функцией на 

множестве Е С [а, 6], если для любого е > 0 существует такое S > 0, что 
для любого набора неперекрывающихся отрезков { А г } ._. , имеющих непустое 

п 
пересечение с Е и удовлетворяющих условию ^ | А г | < S, выполняется нера-

П 8 = 1 

венство ^2 ш(Р,^ч) < £• (Здесь | Р | обозначает меру множества Р.) 
8 = 1 

О п р е д е л е н и е 1.3. Функция F: [а,Ь] —> X называется VBG* -функцией 
на множестве Е С [а, 6], если Е представимо в виде счётного объединения 
множеств, на каждом из которых F является VB*-функцией. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Функция F: [а,Ь] —> X называется ACG* -функцией 
на множестве Е С [а, 6], если Е представимо в виде счётного объединения 
множеств, на каждом из которых F является АС*-функцией. 
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О п р е д е л е н и е 1.5. Пусть F: [а,Ь] —У X. Вектор А £ X называется про­
изводной функции F в точке to, если 

h m F ^ - F M = A 

t-Ho t - t0 

Будем обозначать через X* пространство линейных непрерывных функ­
ционалов над X. 

О п р е д е л е н и е 1.6 ( см . [7, с. 11]) . Функция F: [а,Ь] —У X называется 
wАС*-функцией на множестве Е С [а, 6], если для каждого х* £ X* функция 
х*F является АС*-функцией на Е. 

Л е м м а 1.7 ( см . [7, с. 22] и [12, с. 102]) . Почти всюду дифференцируемая 
функция F : [а, Ь] —У X является АС*-функцией на множестве Е С [а, 6] тогда 
и только тогда, когда она одновременно VB*- и wAC*-функция на Е. 

Два следующих определения представляют собой банаховозначные обобще­
ния интеграла Лебега и узкого интеграла Данжуа (см. [10, глава VII]). 

О п р е д е л е н и е 1.8 ( см . [9]). Функция / : [a,b] —У X называется ин­
тегрируемой по Бохнеру, если существует почти всюду дифференцируемая 
АС*-функция F: [а, Ь] —У X, удовлетворяющая условию F'(t) = f(t) п. в. 

З а м е ч а н и е . Это определение эквивалентно определению, данному в 
[12, с. 93]. 

О п р е д е л е н и е 1.9 ( см . [7, с. 45] ) . Функция / : [а,Ь] —У X называется 
интегрируемой по Данжуа-Бохнеру в узком смысле, если существует почти 
всюду дифференцируемая АСС*-функция F: [а,Ь] —У X, удовлетворяющая 
условию F'(t) = f(t) п. в. 

Введём интегралы, определяемые при помощи обобщённых сумм Римана 
(см. [2], [4] и [11]). Пусть I — совокупность всех отрезков, содержащих­
ся в [а,Ь]. Разбиением Т отрезка [а,Ь] назовём набор пар ( ^ , А^) £ Ж х I, 
к = 1, . . ., п, обладающий следующими свойствами: 

1) отрезки Aj и Aj не перекрываются, если г ф j , 
п 

2) и Д* = М ] . 
к = 1 

О п р е д е л е н и е 1.10. Разбиение Т отрезка [а,Ь] называется S-согласован­
ным по Хенстоку, если каждая пара (£, А) £ Т удовлетворяет условию 

£ е Д с ( £ - < * Ш + <*(£))• 
О п р е д е л е н и е 1 .11. Разбиение Т отрезка [а,Ь] называется S-согласован­

ным по Макшейну, если каждая пара (£, А) £ Т удовлетворяет условию 

Д с ( £ - < * Ш + <*(£))• 
О п р е д е л е н и е 1.12. Функция / : [а,Ь] —У X называется интегрируемой 

по Хенстоку на отрезке [а,Ь], если существует / £ X со следующим свой­
ством: для любого е > 0 найдётся положительная функция 8(£), такая что для 
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любого (^-согласованного по Хенстоку разбиения Т отрезка [а, Ь] выполняется 
неравенство 

£/(60|Д*|-/ <е. 
т 

Вектор / называется интегралом Хенстока функции / по отрезку [а,Ь], что 
ъ 

записывается в виде / = (Н) J f dx. 
а 

О п р е д е л е н и е 1.13. Функция / : [а, Ь] —У X называется интегрируемой по 
Макшейну на отрезке [а,Ь], если существует / G X со следующим свойством: 
для любого е > 0 найдётся положительная функция £(£), такая что для лю­
бого (^-согласованного по Макшейну разбиения Т отрезка [а,Ь] выполняется 
неравенство 

~]f(tk)\Ak\-I <е. 

Вектор / называется интегралом Макшейна функции / по отрезку [а,Ь], что 
ъ 

записывается в виде / = (М) J f dx. 
а 

О п р е д е л е н и е 1.14. Функция / : [а,Ь] —> X называется HL-интегрируе-
мой на отрезке [а,Ь], если существует функция F: [а,Ь] —> X со следующим 
свойством: для любого е > 0 найдётся положительная функция £(£), такая что 
для любого (^-согласованного по Хенстоку разбиения Т отрезка [а, Ь] выполня­
ется неравенство 

~]\\f(b)\Ak\-F(Ak)\\<s. 

Е-
т 

El 
т (Здесь и далее F(A) — приращение функции F на отрезке А.) 

О п р е д е л е н и е 1.15. Функция / : [а,Ь] —> X называется ML-интегрируе-
мой на отрезке [а,Ь], если существует функция F: [а,Ь] —> X со следующим 
свойством: для любого е > 0 найдётся положительная функция £(£), такая что 
для любого (^-согласованного по Макшейну разбиения Т отрезка [а,Ь] выпол­
няется неравенство 

£l№)|A f c |-F(A f c)| |<£ . 
т 

(В [9] ML-интеграл вводился как сильный интеграл Макшейна.) 
Легко видеть, что HL- и ML-интегралы являются сужениями интегралов 

Хенстока и Макшейна. 
В дальнейшем нам понадобятся следующие очевидные утверждения. 

Л е м м а 1.16. Пусть функция f : [a,b] —> X HL-интегрируема на отрезке 
[a,b]. Тогда её первообразная F : [а, Ь] —> X непрерывна. 

Л е м м а 1.17. Пусть функция f: [a, b] —У X обращается в нуль почти всю-
ъ 

ду. Тогда она HL-интегрируема и J f dx = 0. 
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Приведём также сведения, касающиеся равномерной интегрируемости (см. 
[5] и [8]). 

О п р е д е л е н и е 1.18. Функции / „ : [а,Ь] —У Ж называются равномерно ин­
тегрируемыми по Хенстоку, если существуют числа / „ со следующим свой­
ством: для любого е > 0 найдётся положительная функция 8(£) на [а,Ь], та­
кая что для любого (^-согласованного по Хенстоку разбиения Т отрезка и для 
всех а выполняются неравенства 

Е fa(Ck)\Ak\ - 10 

= 1 

< е. 

О п р е д е л е н и е 1.19. Функции Fa: [a,b] —У X называются равномерно 
ACG*-функциями на множестве Е С [а, 6], если Е представимо в виде счётного 
объединения множеств, на каждом из которых все Fa являются АС*-функци-
ями. 

Л е м м а 1.20. Пусть семейство функции fa : [а, Ь] —У Ж поточечно ограни­
чено. Тогда если функции fa равномерно интегрируемы по Хенстоку, то их 
первообразные Fa: [a, b] —У Ж являются равномерно ACG*-функциями. 

З а м е ч а н и е . В [2] и [8] было дано несколько другое определение равномер­
ной обобщённой абсолютной непрерывности, и в утверждениях, аналогичных 
лемме 1.20, требовалась поточечная сходимость функций семейства. Однако, 
как видно из доказательства (см. [2] и [8]), лемма 1.20 также справедлива. 

2. Основной результат 
В работе [9] был доказан следующий результат. 

Т е о р е м а 2 .1 . Пусть X — банахово пространство. Тогда функция 
f: [a,b] —?> X интегрируема по Бохнеру тогда и только тогда, когда она 
ML-интегрируема. 

Наша задача — получить аналогичный результат для узкого интеграла 
Данжуа-Бохнера. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть X — банахово пространство. Тогда функция 
f: [a ,&]—?> X интегрируема по Данжуа-Бохнеру в узком смысле тогда и толь­
ко тогда, когда она HL-интегрируема. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
<^^ Пусть / является HL-интегрируемой и имеет первообразную F. По­

кажем, что / интегрируема по Данжуа-Бохнеру в узком смысле. Для этого 
необходимо доказать следующее. 

1. F почти всюду дифференцируема и F' = f п. в. 
2. F является АСС*-функцией. 
Проверим каждое из утверждений. 
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1. Для каждого натурального п введём множество Рп С [а,Ь] следующим 
образом: ( Е ? „ , если существует последовательность отрезков |Аг- } ._ , 
стягивающихся к t ж удовлетворяющих неравенству 

\\F(AP)-f(t)\AP\\\^^. (1) 

Ясно, что множество точек, где F недифференцируема или F'(t) ф f(t), содер-
оо 

жится в [J Рп- Предположим, \Рп\ > 0. Выберем положительную функцию 
п = 1 

8(£) из условия HL-интегрируемости для е = \Рп\/(2п). Семейство отрезков 

A<f} c(t-S(t),t + S(t)), tepn, 

покрывает множество Рп в смысле Витали. По теореме Витали о покрытиях 
(см. [10]) можно выделить конечный набор неперекрывающихся отрезков А г , 
1 <С r <С к, со свойством 

Х > Н ^ (2) 
r = l 

Объединяя (1) и (2), получим 

к 

г = 1 

что противоречит выбору £(£). Следовательно, \Рп\ = 0 для всех п. Поэтому 
оо 
U Рп = 0 . Следовательно, функция F почти всюду дифференцируема и 

п = 1 
F' = fn. в. 

2. Доказательство проведём, следуя [3], где рассмотрен случай функций, 
принимающих действительные значения. Выберем положительную функцию 
8(£) из условия HL-интегрируемости для е = 1 (без ограничения общности 
можно считать 8(£) < 1). Для каждого натурального га найдём максималь­
ное /, такое что а + //(2га) <С Ь. Положим для всех га и к, к <С / + 1, 

E*=<te ^ a + ^ ) n [ a , & ] : | | / W | U r a , ^ ) > l 

оо l + l 
Очевидно, что [а, 6] = (J (J Е^. Поэтому достаточно доказать, что F ЯВЛЯ-
ется VB*-функцией на каждом из множеств Е^. Фиксируем произвольные 
га и к, для которых множество Е^ не пусто. Рассмотрим произвольный на­
бор неперекрывающихся отрезков {[с8, с/8]} . с концами из Е^. Из постро­
ения множеств Е^ видно, что подразбиение {(с8, [с8, с/8])}._. является 8-со-
гласованным по Хенстоку. Так как функция F непрерывна (по лемме 1.16), 
существуют точки щ, г>8 G [с8, с/8], такие что 

\\F(vl)-F(ul)\\=bj(F,[cl,dl]). (3) 
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1 
• Ь 1 + гп • 

т 

1 

т 

Принимая во внимание равенство (3), определение множества Е^ и (5-согласо-
ванность по Хенстоку подразбиения, получаем 

f>(F , [с,-, d,-]) = J2 \\F{vi) - F(Ul)\\ <: J2 l № ) ~ F(ct)\\ + 
i = l i = l i = l 

n n 

+ J2 l № ) - F(Ci)\\ <C J2 l № ) ~ F(c') ~ /(c0(«.- " *)ll + 
i=l i=l 

n n 

+ E №)ll(«.- - a) + E l № ) " F^) ~ ЯС<Ж " C0II + 
г = 1 i = 

n 

+ £ № » . • - c , - ) < i -
8 = 1 

Итак, _F является УВ*-функцией на E1^. Рассмотрим семейство функций 
{x*f, \\x*\\ = 1}. Оно поточечно ограничено, так как для всех функциона­
лов с нормой единица выполняется неравенство |ж*/(2)| <С | | / ( i ) | | - В силу 
HL-интегрируемости / функции этого семейства являются равномерно ин­
тегрируемыми по Хенстоку. По лемме 1.20 их первообразные х*F будут 
равномерно АСС*-функциями. Это означает, что отрезок [а,Ь] представим 
в виде счётного объединения множеств Qn, на каждом из которых F является 
wACT-функцией. 

Таким образом, на множествах Е^ П Qn функция F будет одновременно 
VB*- и wACT-функцией. Принимая во внимание лемму 1.7, получим, что F 
является АС*-функцией на Е^ П Qn, то есть АСС*-функцией на [а, Ь]. Следо­
вательно, интегрируемость в узком смысле по Данжуа-Бохнеру доказана. 

==>• Предположим теперь, что функция / интегрируема по Данжуа-Бох­
неру в узком смысле, то есть существует почти всюду дифференцируемая 
АСС*-функция F, такая что F'(t) = f(t) п. в. Покажем, что / является 
HL-интегрируемой с первообразной F. Обозначим через D множество точек 
t £ [а,Ь], в которых F дифференцируема и F'(t) = f(t). Тогда Е = [a,b]\ D 
имеет меру нуль. В силу леммы 1.17 можно считать, что f(t) = 0 для всех 
t £ Е. Так как F является АСС*-функцией, Е представимо в виде счётного 
объединения множеств Еп, на каждом из которых F является АС*-функцией. 

Фиксируем произвольное е > 0. Положительную функцию 8(C) выберем 
следующим образом. Если ( £ D, то по определению производной можно 
выбрать 8(C) > 0 так, чтобы 

| | Е ( А ) - / ( 0 | А | | | < ^ ^ у | А | , если £ е Д С ( £ - < * Ш + <*(£))• (4) 

Так как F является АС*-функцией на Еп, найдётся такое 8п > 0, что для 
любого набора неперекрывающихся отрезков { А г } . _ , имеющих непустое пе-

т 
ресечение с Еп и удовлетворяющих условию J^ |А8-| < J„, выполняется нера-
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Е^Л*)<^Г- (5) 
8 = 1 

Множество Еп имеет меру нуль, поэтому можно выбрать положительную 
функцию 8(£) на Еп так , чтобы для любой совокупности непересекающих­
ся интервалов (£ — £(£),£ + 8{£) с £ G -Е"п выполнялось неравенство 

U (t-mu+m) 
teEn 

<8п. (6) 

Итак, 8(х) определена для всех точек отрезка. Рассмотрим произвольное 8-со-
гласованное по Хенстоку разбиение Т отрезка [а,Ь]. Объединяя соотношения 
(5) и (6) и учитывая, что f(t) = 0 при t £ Еп, приходим к неравенствам 

J2 | | / ( ^ ) | А л | - ^ ( Д л ) | | < ^ р г - (7) 
£кеЕп 

Используя неравенство (4), получим 

J2 \\f(b)\Ak\-F(Ak)\\<
£-. (8) 

Zk£D 

И наконец, применяя (7) и (8), можем заключить, что 
п 

£l№)|A f c |-F(A f c)| |<£ . 
к = 1 

Таким образом, функция / является HL-интегрируемой. 

3. Связь с интегралами Макшейна и Хенстока 
В работе [11] была доказана следующая теорема. 

Т е о р е м а 3 .1 . Пусть X — банахово пространство. Тогда эквивалентны 
следующие свойства: 

1) X — конечномерное пространство; 
2) функция/: [а, 6] —)> X интегрируема по Хенстоку тогда и только тогда, 

когда она HL-интегрируема; 
3) функция f: [а, 6] —У X интегрируема по Макшеину тогда и только то­

гда, когда она ML-интегрируема. 

Объединяя теоремы 2.1, 2.2 и 3.1, получаем следующий результат. 

Т е о р е м а 3 .2 . Пусть X — банахово пространство. Тогда эквивалентны 
следующие свойства: 

1) X — конечномерное пространство; 
2) функция/: [а, 6] —)> X интегрируема по Хенстоку тогда и только тогда, 

когда она интегрируема по Данжуа-Бохнеру в узком смысле; 
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3) функция f: [а, Ь] —> X интегрируема по Макшейну тогда и только то­
гда, когда она интегрируема по Бохнеру. 

Автор пользуется случаем поблагодарить профессора Скворцова В. А. за 
помощь в работе над статьей. 
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