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В работе предложены две разностные схемы для расчета течений несжимаемой вязко–
пластической среды Бингама в трубах. В качестве математической модели среды рассмат-
ривается вариационное неравенство Дюво-Лионса. Одна из разностных схем является ана-
логом известной МАС схемы на разнесенных сетках, другая использует одну сетку для
аппроксимации скорости и другую – для всех компонент тензора скоростей деформации.
Исследуется сходимость разностных схем и итерационного метода. Полученные результа-
ты сравниваются с известными из литературы. На основе предложенных схем проведен
расчет для среды Бингама с неоднородным пределом текучести.

FINITE-DIFFERENCE SCHEMES

FOR COMPUTATION VISCOPLASTIC MEDIUM FLOW IN CHANNEL

E.A. Muravleva

Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Department of
Computational Mathematics

We consider two finite-difference schemes for computation incompressible Bingham fluid flow
in channel. We use variational inequality by Duvaut-Lions as a mathematical model. One of
the schemes is an analogue of well-known MAC-scheme on staggered grids, second has one
mesh for velocity approximation and another – for all rate-of-deformation tensor components.
Convergence of finite-difference schemes and iterative process is investigated. Obtained results
are compared and consistent with known from literature. We use suggested schemes for modeling
flow of non-homogeneous Bingham medium.

1. Введение

Модель вязко–пластической среды впервые была предложена Шведовым [1] и, неза-
висимо от него, Бингамом [2] для описания движения суспензий в условиях чистого сдвига
(одномерная модель). Позднее Генки [3] и Ильюшин [4] предложили пространственное
обобщение уравнения состояния Шведова-Бингама и решили ряд задач для случая плос-
ких течений вязко-пластической среды, при исследовании задач о течении металлов. В
дальнейшем эта модель подробно исследовалась Олройдом [5] и Прагером [6], Мосоловым
и Мясниковым [7]–[9], а также Дюво и Лионсом [10].

В природе и технике существует широкий круг материалов, которые обладают пове-
дением среды Бингама, а именно: ниже определенного предельного значения напряжений
среда ведет себя как жесткое тело, выше этого предела – как несжимаемая вязкая жидкость.
Примерами могут служить геоматериалы (глины, грязи, тяжелые масла, сырая нефть, а
также сели, оползни, кристаллизующаяся лава), множество косметических (кремы, гели,
зубная паста) и пищевых (жидкий шоколад, фруктовые сиропы) продуктов, строительные
(свежий бетон, масляные краски) и химические (коллоидные растворы, порошкообразные
смеси, полимерные соединения) материалы.

Рассмотрим определяющие соотношения вязко–пластической среды Бингама:

σ = −pI+ τ , τij =

⎧⎪⎨
⎪⎩
2μDij(v) + τs

Dij(v)

|D(v)| , если |D(v)| �= 0,

|τ | ≤ τs, если |D(v)| = 0,

(1)
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где p – давление, τ – девиатор тензора напряжений 1, в механике |τ | называют интен-
сивностью напряжений. Используются стандартные обозначения: μ, τs – положительные
константы, – коэффициент вязкости и предел пластичности бингамовской среды соответ-
ственно; v – неизвестное поле скоростей, σ – тензор напряжений, D(v) = [∇v + (∇v)T ]/2
– тензор скоростей деформаций и |D(v)|2 = Dij(v)Dij(v),n – вектор внешней единичной
нормали на Γ.

Модель Бингама является двухпараметрической моделью. Если в определяющих со-
отношениях вязко-пластической среды положить τs = 0 или μ = 0, то эти уравнения фор-
мально перейдут в хорошо известные определяющие соотношения вязкой жидкости или
идеальной пластической среды. Если τs > 0, то в деформируемой области могут быть зоны,
в которых жидкость ведет себя как твердое тело (жесткие зоны). Как правило, традицион-
но рассматриваются два вида жестких зон: зоны застоя, в которых среда покоится, и ядра
течения, в которых среда движется как твердое тело. При возрастании τs эти зоны увеличи-
ваются, а при достаточно большом τs блокируют течение. Когда в области имеют место оба
вида движения, то говорят о существовании "предельной поверхности". Эта поверхность
разделяет две области с разным движением материала.

Таким образом, характерной особенностью задачи о течении вязко-пластической сре-
ды является необходимость строить решения в областях с неизвестной границей. Это об-
стоятельство создает значительные трудности при построении эффективных методов их
исследования и численного решения, в том числе построения разностных схем. Основная
сложность при численном моделировании течения вязко-пластической среды связана с син-
гулярностью определяющих соотношений (1) и невозможностью определить напряжения в
тех областях, где скорость деформации равна нулю. Для того чтобы преодолеть отмечен-
ные трудности, вводятся различные модификации модели бингамовской жидкости, так на-
зываемые регуляризованные модели. Они приближают поведение бингамовской жидкости,
когда скорость деформации стремится к нулю. Методы регуляризованной вязкости состоят
в аппроксимации определяющих соотношений гладкой функцией, которая описывает одно-
временно как жесткую зону, так и зону течения. Таким образом, среда рассматривается как
нелинейная вязкая жидкость (без образования предельной поверхности).

Одним из недостатков регуляризованной модели является следующее: при значениях
внешней нагрузки, меньших некоторого ненулевого критического значения, в среде Бинга-
ма течение в области отсутствует. При использовании регуляризованных моделей течение
имеет место всегда, хотя и с малыми скоростями. В случае нестационарной задачи регуля-
ризованная модель может неправильно воспроизводить поведение решения при t →∞, [12].
Кроме того, для регуляризованных моделей не определено понятие жесткой зоны и нали-
чие жесткой зоны вводится условием малости деформаций или условием Мизеса: (|τ | = τs).
Это иногда приводит к неточному решению и неправильной форме жестких зон. Однако
в случае развитого течения среды Бингама (когда отсутствуют жесткие зоны) расчеты с
использованием регуляризованных моделей дают хорошие результаты.

Альтернативой регуляризованным моделям могут служить вариационные методы,
впервые предложенные для данного типа задач Ильюшиным [4]. С помощью вариацион-
ных методов в [7, 8] было проведено исследование качественных особенностей течений
в цилиндрических трубах. Применение теории вариационных неравенств к задачам те-
чения жидкостей Бингама изложено в книге [10]. В монографиях [13, 14] разработаны
численные методы решения вариационных неравенств для среды Бингама, основанные на
нерегуляризованной модели Бингама и множителях Лагранжа. В последние годы подход к
решению данных задач, основанный на вариационных неравенствах, становится все более
популярным. Решению вариационных неравенств посвящены, в частности, работы [15]–[17].
О росте интереса к нему говорят многочисленные публикации последних лет: см., например,
[18]–[20] и обзор [12].

1Если задан произвольный тензор второго ранга с компонентами Tij , то разложение его на шаровую
часть и девиатор имеет вид Tij = Tδij + T D

ij , где T = Tkk/3 и T D
kk

= 0.
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Целью настоящей работы является построение и анализ двух разностных схем для
расчета течений Бингама в трубе, исходя из постановки задачи в виде вариационного нера-
венства. Как отмечалось выше, это позволяет избежать недостатков, свойственных регу-
ляризованным моделям. Разностные схемы рассматриваются вместе с итерационным ме-
тодом решения нелинейной задачи. Изучается сходимость итерационного метода, точность
разностных решений при различных пределах текучести. Проводится качественный анализ
течения Бингама в трубе с квадратным и прямоугольными сечениями. Рассматривается
течение вязко-пластической среды с неоднородным (зависящим от координат) пределом
текучести.

2. Течение бингамовской среды в цилиндре

Рассмотрим изотермическое стационарное ламинарное течение несжимаемой вязко-
пластической среды Бингама в бесконечно длинной цилиндрической трубе с поперечным
сечением Ω и границей Γ под действием перепада давления (так называемая антиплоская
задача). Предполагаем, что скорость жидкости направлена вдоль оси цилиндра 0x3, т.е.
v = (0, 0, v), Ω лежит в плоскости, параллельной 0x1x2. Для вязкой жидкости эта задача
называется задачей Пуазейля. Задача сводится к следующей постановке:

−μ∇2v − τs∇ ·
( ∇v

|∇v|
)
= c в Ω, v = 0 на Γ. (2)

Отметим, что соотношение (2) не имеет смысла (не выполняется) в жесткой зоне

Ω0 = {x|x ∈ Ω, ∇v(x) = 0}.

Стационарному ламинарному течению бингамовской жидкости в трубе посвящены
работы [7, 8, 9, 11], где была предложена вариационная постановка задачи, доказаны су-
ществование и единственность решения, и исследованы его свойства. В дальнейшем эта
задача изучалась в [10] методом, отличным от [11]. В [10] было предложено рассмат-
ривать несколько более общую задачу (поскольку то обстоятельство, что правая часть (2)
содержит константу c, несущественно): при заданном f ∈ L2(Ω) найти решение v ∈ H1

0 (Ω)
неравенства

μ

∫
Ω

∇v∇(u− v)dx+ τs(

∫
Ω

|∇u| dx−
∫
Ω

|∇v| dx) ≥
∫
Ω

f(u− v)dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω) . (3)

В монографии [10] доказана единственность задачи (3). Главная сложность при чис-
ленном решении вариационных постановок (3) связана с недифференцируемостью слагае-
мого

∫
Ω
|∇v|dx. Одним из наиболее удачных методов преодоления этой трудности является

метод множителей Лагранжа. Лагранжиан, соответствующий задаче (3), L : (H1
0 (Ω)×Q)×

Q → R(Q ≡ (L2(Ω))2) и расширенный лагранжиан Lr : (H1
0 (Ω) × Q) × Q → R(r > 0)

определяются следующим образом [14]:

L({v,q},λ) = μ

2

∫
Ω

|q|2dx+ τs

∫
Ω

|q|dx−
∫
Ω

fvdx+

∫
Ω

λ(∇v − q)dx , (4)

Lr({v,q},λ) = μ

2

∫
Ω

|q|2dx+τs

∫
Ω

|q|dx−
∫
Ω

fvdx+
r

2

∫
Ω

|∇v−q|2dx+

∫
Ω

λ(∇v−q)dx . (5)

При этом множители Лагранжа λ имеют смысл пластических напряжений, q/2 – тензора
скоростей деформации.
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Т е о р е м а 1. [13] Пусть L имеет седловую точку {v,q,λ} на H1
0 (Ω)×Q×Q; тогда

{v,q,λ} будет также седловой точкой Lr,∀r > 0, верно и обратное. Более того, v – это

решение (3) и q = ∇v.
Из теоремы следует, что решение задачи (3) сводится к нахождению седловой точки

({v,q},λ) ∈ (H1
0 (Ω)×Q)×Q функционала Lr, т.е.

Lr({v,q},χ) ≤ Lr({v,q},λ) ≤ Lr({u, γ},λ), ∀{{u, γ}, χ} ∈ (H1
0 (Ω)×Q)×Q. (6)

Для нахождения седловой точки Lr, которая совпадает с седловой точкой L, при-
меним следующий вариант метода типа Узавы из [13] (в литературе он часто называется
ALG2):

Пусть заданы произвольные q0,λ1 ∈ Q×Q.

Для n = 0, 1, 2, . . . выполняются следующие действия.

Шаг 1: находится vn, как решение уравнения Пуассона

−r�vn = f +∇ · λn − r∇ · qn−1, vn|Γ = 0. (7)

Шаг 2: вычисляется

qn(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, если |λn(x) + r∇vn(x)| ≤ g,

λn(x) + r∇vn(x)

μ+ r

(
1− g

|λn(x) + r∇vn(x)|
)

, иначе.
(8)

λn+1(x) = λn(x) + α(∇vn − qn). (9)

В работе [13] доказана сходимость алгоритма ALG2 для всех r > 0 и 0 < α < 2r. При
этом справедлива

Т е о р е м а 2. [14] Пусть Lr имеет седловую точку {v,q,λ} на H1
0 (Ω)×Q×Q. Тогда

выполняются следующие свойства сходимости: vn → v сильно в H1
0 (Ω), q

n → q сильно в

L2(Ω)2, λn+1 − λn → 0 сильно в L2(Ω)2, λn ограничено в L2(Ω)2.
Предложенный алгоритм использовался ранее только для конечно-элементной дис-

кретизации [12],[18]–[20].

3. Разностные схемы

Непосредственая дискретизация уравнения (2) затруднительна, поскольку заранее
неизвестна подобласть в Ω, где оно выполняется. Рассмотрим следующий подход: при-
меним метод конечных разностей для дискретизации вспомогательных подзадач (7), (8),
возникающих в итерационном методе нахождения седловой точки расширенного лагран-
жиана Lr. По этому принципу ниже построены две разностные схемы. Далее мы увидим,
что обе схемы демонстрируют 2-й порядок сходимости в сеточной L2 норме для скорости
и приводят к качественно правильным приближениям предельной поверхности. Предло-
женные схемы в дальнейшем предполагается использовать для решения плоской, а также
трехмерной задач.

В описанном выше алгоритме переменными являются не только компоненты вектора
скорости и давление, но и компоненты тензоров (напряжений и скоростей деформации),
которые также нуждаются в дискретизации. Рассматриваемые схемы популярны в вычис-
лительной гидродинамике для моделирования течений вязкой жидкости, обобщение этих
схем на случай вязко-пластической среды является новым. В некоторых случаях полу-
ченное разностное решение заметно зависело от выбора конкретного значения параметра
r. Параметр r не входит в исходную постановку задачи и является вспомогательным (в
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алгоритме он фактически выполняет роль итерационного параметра), поэтому такого ро-
да зависимость трудно считать приемлемой. В следующей лемме приводится достаточное
условие независимости разностного решения от параметра r.

Л е м м а.Пусть Δh, ∇h·, ∇h аппроксимируют дифференциальные операторы Лапла-

са, дивергенции и градиента соответственно. Предположим, что выполняется условие

Δh = ∇h · (∇h).

Более того, пусть |λn+1
h − λn

h| = 0. Тогда, решение vn
h , qn

h не зависит от параметра r > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку выполнено |λn+1

h − λn
h| = 0, то из (9 ) следует,

что qn
h = ∇h(v

n
h). Тогда

−r∇h · (∇h(v
n+1
h )) = ∇h · λn+1

h − r∇h · (∇h(v
n
h)) + f ⇔ ∇h · λn+1

h + f = 0

при условии |vn
h − vn−1

h | = 0.�

3.1. Схема на разнесенных сетках Схемы на разнесенных сетках весьма по-
пулярны в вычислительной гидродинамике (см., например, [21]). На равномерных сетках
они дают схожие дискретизации с методом конечных объемов, и, как следствие, облада-
ют хорошими консервативными свойствами. К недостаткам можно отнести возрастающую
сложность структур данных при переходе к бингамовским жидкостям и дополнительные
трудности при аппроксимации криволинейной границы.

Рассмотрим Ω = (0, 1)2. Положим h1 = N−1
1 и h2 = N−1

2 для заданных натуральных
N1, N2. Определим следующие сеточные области: Ω̄1 = {xij = (ih1, jh2) | i = 0, ..., N1, j =
= 0, ..., N2}, Ω̄2 = {xij = ((i − 1/2)h1, jh2) | i = 1, ..., N1, j = 0, ..., N2}, Ω̄3 = {xij =
= (ih1, (j − 1/2)h2) | i = 0, ..., N1, j = 1, ..., N2}. Взаимное расположение данных сеток
проиллюстрировано на рис.1.

Рис. 1. Разнесенные сетки.

� − Ω1, • − Ω2, ◦ − Ω3

Пусть V 0
h = {vij := v(xij) | xij ∈ Ω̄1, v0,j = v0,N1

= vi,0 = vN2,0 = 0} – пространство
сеточных функций скорости Через Vh будем обозначать пространство сеточных функций,
заданных только во внутренних точках Ω1. Первые компоненты градиента скорости и век-
торов q,λ находятся на сетке Ω2, а вторые – на сетке Ω3. Соответствующее пространство
векторных сеточных функций обозначим через Qh = T 1

h × T 2
h . Таким образом, qh ∈ Qh и

λh ∈ Qh.
Определим разностные аналоги дифференциальных операторов: Δh : V 0

h → Vh –
стандартная пятиточечная аппроксимация оператора Лапласа на сетках Ω1. Сеточные опе-
раторы градиента ∇h : V 0

h → Qh и дивергенции ∇h· : Qh → Vh имеют вид

(∇hvh)i,j =

(
vi,j − vi−1,j

h1
,
vi,j − vi,j−1

h2

)
, (∇h·λh)i,j =

(
λ1i+1,j − λ1i,j

h1
+

λ2i,j+1 − λ2i,j
h2

)
.
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Как отмечено выше, компоненты векторов∇hvh,λh заданы на разных сетках. Однако
соотношение (8) для вычисления qh требует задания |λh + r∇hvh|, при этом необходимо
знать обе компоненты векторов ∇hvh и λh в данном узле. Для доопределения недостающих
компонент использовалось простое усреднение по четырем точкам (см. рис.1а). Например,
для вычисления γ1i,j требуется определить (λh)

2 и (∇h)
2 в точке xi,j ∈ Ω2. Полагаем

(λh)
2
i,j =

1

4
((λh)

2
i,j + (λh)

2
i−1,j + (λh)

2
i,j+1 + (λh)

2
i−1,j+1),

(∇hvh)
2
i,j =

1

4
((∇hvh)

2
i,j + (∇hvh)

2
i−1,j + (∇hvh)

2
i,j+1 + (∇hvh)

2
i−1,j+1).

Таким образом, левая часть равенств определена на сетке Ω2, а все слагаемые, сто-
ящие в правой части – на сетке Ω3. Аналогично вычисляются дополнительные значения в
промежуточных точках для величин (λh)

1, (∇hvh)
1 – в точках xij ∈ Ω3.

i-1,j

i,j

i+1,j-1i,j-1

i+1,j

i+1,ji,j

Рис.1а. Схема для усреднения.

3.2. Разностная схема на неразнесенных сетках. С точки зрения удобства ре-
ализации и аппроксимации краевых условий более привлекательной представляется схема,
в которой обе компоненты векторов λh, (∇hvh),qh вычисляются в узлах одной и той же
сетки.

Как и в предыдущем параграфе рассмотрим Ω = [0, 1]2 и положим h1 = N−1
1 и

h2 = N−1
2 . Определим следующие сеточные области: Ω̄1 = {xij = (ih1, jh2) | i = 0, ..., N1, j =

= 0, ..., N2}, Ω2 = {xij = ((i+1/2)h1, (j+1/2)h2) | i = 0, ..., N1−1, j = 0, ..., N2−1}. Взаимное
расположение данных сеток проиллюстрировано на рис.2. Множества Ω1 и Ω2 обозначены
символами ” • ” и ”× ” соответственно.

Рис. 2. Неразнесенные сетки.

Определим V 0
h = {vij := v(xij) | xij ∈ Ω̄1, v0,j = v0,N1

= vi,0 = vN2,0 = 0} – про-
странство сеточных функций скорости. Через Vh будем обозначать пространства сеточных
вектор-функций, заданных только во ‘внутренних’ точках Ω1. Все компоненты (qh = {qij})
и (λh = {λij}) заданы на сетке Ω2. Соответствующее пространство сеточных функций
обозначим через Qh.
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Сеточные операторы вектора градиента∇h : V 0
h → Qh и дивергенции∇h· : Qh → Vh:

(∇hvh)i,j =

(
vi+1,j+1 − vi,j+1 + vi+1,j − vi,j

2h1
,

vi+1,j+1 − vi+1,j + vi,j+1 − vi,j

2h2

)
,

(∇h · λh)i,j =

(
λ11i,j − λ11i−1,j + λ11i,j−1 − λ11i−1,j−1

2h1
+

λ12i,j − λ12i,j−1 + λ12i−1,j − λ12i−1,j−1
2h2

)
.

Несложно проверить, что выполнение условия согласованности операторовΔh,∇h·,∇h

из леммы приводит к использованию для аппроксимации оператора Лапласа Δh : V 0
h → Vh

– на сетках Ω1 – не традиционного пятиточечного шаблона ”крест”, а девятиточечного
шаблона:

∇h · (∇hvh)i,j =
1

4h21
(vi+1,j+1 − 2vi,j+1 + vi−1,j+1 + 2vi+1,j −

− 4vi,j + 2vi−1,j + vi+1,j−1 − 2vi,j−1 + vi−1,j−1) +

+
1

4h22
(vi+1,j+1 + 2vi,j+1 + vi−1,j+1 − 2vi+1,j −

− 4vi,j − 2vi−1,j + vi+1,j−1 + 2vi,j−1 + vi−1,j−1),

при h1 = h2 = h получаем так называемый ”косой крест”:

(Δhvh)i,j =
vi−1,j−1 + vi+1,j−1 + vi+1,j+1 + vi−1,j+1 − 4vi,j

2h2
. (10)

Отметим, что в случае использования стандартного пятиточечного шаблона для оператора
Лапласа Δh при решении задачи с фиксированными g и μ численные эксперименты показа-
ли зависимость разностного решения от r (в первую очередь это было заметно по величине
жестких зон).

4. Численные результаты

4.1. Достоверность решения. Для трубы квадратного сечения аналитического
решения нет, но оно известно для круглой трубы:

u(r) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
1

4
(R− r0)

2, 0 ≤ r ≤ r0 (ядро течения),

1

4
[(R− r0)

2 − (r − r0)
2], r0 ≤ r ≤ R .

При этом скорость в жесткой зоне (в центре трубы) равна (R − r0)
2/4, а радиус

жесткой r0 = 2τs. ПустьK1 иK2 – соответственно максимальный круг, содержащийся в Ω, и
минимальный круг, содержащий Ω, а v1 и v2 – решения задачи 3 в кругахK1 иK2. Тогда для
функции v – решения 3 в области Ω, имеет место неравенство u1 ≤ u ≤ u2. Применив этот
полезный результат из статьи [7], постараемся оценить решение для квадрата, ограничив
его сверху и снизу описанной и вписанной окружностями соответственно. Так как схемы
дают очень близкий результат, расчеты для следующей таблицы проводились по первой
схеме при h = 1/128.

В табл.1 полученные значения оценены снизу точным решением для круглой трубы
радиуса R = 1 и сверху – решением при R =

√
2. Однако данные оценки являются до-

вольно грубыми. Рассмотрим сужение usqr аналитического решения uR для круга R =
√
2

с центром в точке (0,0) на область Ω = [−1, 1] × [−1.1]. Тогда, заменяя условие u|Γ = 0
на условие u|Γ = usqr мы получим решение uR на области Ω, что позволяет нам оценить
качество аппроксимации рассматриваемых разностных схем. Обозначим eh = v − vh, где v
– известное аналитическое решение, а vh – вычисленное нами разностное. Данные табл.2
показывают второй порядок сходимости обеих схем (ε = 10−3).
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Таблица 1. Оценка аналитическим решением для круглых труб.

Скорость ядра течения

τs круг R = 1 квадрат a = 2 круг R =
√

2

0 0.25 0.2946102266 0.5

0.1 0.16 0.1958038914 0.3685786437

0.2 0.09 0.1168638572 0.2571572875

0.3 0.04 0.0579190754 0.1657359312

0.4 0.01 0.0191676359 0.0943145750

0.5 0 0.0011258750 0.0428932188

Таблица 2. Сравнение с аналитическим решением.

Схема 1 Схема 2

h eh eh/e2h log2(eh/e2h) eh eh/e2h log2(eh/e2h)

1/32 7.47e-4 3.87 1.95 6.42e-4 3.91 1.96

1/64 1.93e-4 3.94 1.97 1.64e-4 3.98 1.99

1/128 4.89e-5 3.96 1.98 4.14e-5 3.98 1.99

1/256 1.23e-5 1.03e-5

4.2. Сходимость и количество итераций. Прежде, чем переходить непосред-
ственно к обсуждению результатов численных экспериментов и анализу полученных ре-
шений, проведем необходимое сравнение предложенных разностных схем и поясним выбор
конкретных характеристик расчетов.

Таблица 3. Максимальная скорость и число итераций для разностных схем в зависимости от
точности вычисления ‖∇vn+1 − γn‖.

Скорость Число итераций

‖∇vn+1 − γn‖ Сетка Схема 1 Схема 2 Схема 1 Схема 2

1e-3 32× 32 0.0047505 0.0047893 62 55

64× 64 0.0047854 0.0047959 33 34

128× 128 0.0047924 0.0047949 31 28

256× 256 0.0047943 0.0047950 29 29

1e-4 32× 32 0.0047481 0.0047875 147 174

64× 64 0.0047845 0.0047950 330 307

128× 128 0.0047920 0.0047941 273 245

256× 256 0.0047938 0.0047943 260 246

Во-вторых, важен вопрос определения точности вычислений и мелкости сетки, доста-
точных для получения качественного решения. Этот вопрос особенно актуален при рассмот-
рении более сложных задач (например, нестационарных или обладающих неоднородным
пределом текучести). Рассматриваемая в данной работе задача является, в определенном
смысле, тестовой и вспомогательной. Критерием остановки итерационного процесса, как
и во всех расчетах, приведенных в статье, служит малость величины ‖∇vn+1 − γn‖∞. В
табл.3 приведены максимальные значения скорости. Как и для предыдущей таблицы, те-
сты проводились на единичном квадрате при τs = 0.2 и r = 2. В качестве "эталонных"
значений используем u = 0.0047938 или u = 0.0047943 для первой и второй схем, соответ-
ственно (они найдены при h = 1/256 и ε = 10−4) – то есть схемы дают близкий результат.
Видно, что увеличение точности на порядок не дает существенного улучшения для значе-
ния скорости (меняется четвертая значащая цифра), а количество итераций значительно
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увеличивается 2, поэтому достаточно использовать ε = 10−3. Кроме того, достаточно брать
шаг h = 1/128, поскольку при этом значения скорости отличатся тоже лишь для четвертой
цифры по сравнению с "эталонными".

Для квадрата со стороной 2 (область [−1, 1]×[−1, 1], как и ранее, критерием остановки
является условие ‖∇vn+1 − γn‖ < ε, сетка 128 × 128, r = 2) в табл.4 приведены значения
скорости ядра течения при различных пределах текучести τs. Чем больше τs, тем больше
ядро течения (см. иллюстрации ниже), тем меньше скорость и медленнее сходимость.

Таблица 4. Число итераций и скорость ядра течения для различных значений τs.

Скорость Число итераций

τs ε = 10−3 ε = 10−4 ε = 10−3 ε = 10−4

0 0.2946102 0.2946102 1 1

0.1 0.1953002 0.1958038 14 43

0.2 0.1168631 0.1168638 31 443

0.3 0.0579193 0.0579190 61 616

0.4 0.0191690 0.0191676 61 559

0.5 0.0011322 0.0011258 63 566

4.3. Сравнение результатов. Один из первых примеров (по сведению автора)
численного моделирования течения бингамовской среды в трубах приведен в книге [13],
однако расчеты были выполнены более 30 лет назад (использовалась довольно грубая сетка
20×20). Мы будем использовать более поздние результаты, хотя материалов для сравнения,
в действительности, не очень много. Как было отмечено во введении, при моделировании
среды Бингама традиционно используется метод конечных элементов. В недавней работе
[18] использовались смешанные конечные элементы: P2−C0 для поля скоростей и P1−C−1
для переменных q,λ, в статьях [19] и [20] используются элементы P1 − C0 и P0 − C−1
соответственно.

На рис.3 представлены профили скорости для квадратной трубы со стороной 2 при
различных значениях предела текучести для срединного и диагонального сечений. Они
идентичны рисунку 12 из [20] и рисунку 12 из [18] . Кроме этого, в [20] вычислены макси-
мальные значения скорости для такой трубы: vmax = 0.117 при τs = 0.2, vmax = 1.92× 10−2

при τs = 0.4. Они хорошо согласуются с соответствующими значениями в табл.4.

5. Качественный анализ течения в трубах

Мосолов и Мясников проанализировали установившиеся течения бингамовской жид-
кости в трубе произвольного поперечного сечения в работах [7]–[9]. К особенностям течения
вязко-пластических сред относится, например, наличие жесткого ядра внутри области те-
чения и существование критического перепада давления, превышение которого необходимо
для поддержания стационарного движения с отличной от нуля скоростью. Существование
ядер течения является важной качественной характеристикой движения. 3 Оно означает,
что в трубе при движении по ней вязко-пластической среды всегда существует, по крайней
мере, одно ядро, имеющее конечные размеры при любом конечном перепаде давлений и дви-
жущееся как твердое тело с постоянной скоростью. Область течения обязана, по крайней
мере, на некоторых участках примыкать к стенкам трубы, границы застойных зон всегда
вогнуты в сторону застойной зоны и имеют в каждой точке кривизну не меньше τs/c, а
границы ядер в точках выпуклости, наоборот, имеют кривизну не больше, чем τs/c.

2Известно, см. теорему 2., что нелинейный итерационный метод (7)–(8) сходится, но отсутствуют оценки
скорости его сходимости. Результаты из табл.4 позволяют предположить, что в градиенте скорости схо-
димость может быть хуже, чем линейная, а при увеличении значения предела текучести метод сходится
медленно.

3Напомним, что ядром течения называется внутренняя подобласть Ω, на которой u(x, y) постоянна и
достигает своего локального максимума.
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Рис. 3. Профили скорости для различных τs: (а) – срединное сечение, (б) – диагональное сечение
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Рис. 4. Границы жестких зон: a – для квадратной, б – для прямоугольной трубы

При численном моделировании задач о течении вязко-пластической среды наиболее
сложным является построение предельной поверхности (т.е. границы жестких зон). На рис.4
изображены границы жестких зон в трубе квадратного и прямоугольного сечений при раз-
личных значениях τs (в центре – ядро течения, в углах – застойные зоны), которые очень
хорошо согласуются с теоретическими результатами [7]–[9].

Т е о р е м а 3. [9] Если в области Ω существует лишь одна замкнутая кривая L,

ограничивающая область Ω1 и дающая верхнюю грань отношению mesΩ
′

/mesΓ
′

, где Ω
′

–

подобласть Ω с границей Γ
′

, и если движение среды в Ω существует, то застойные зоны

движения вязко-пластической среды находятся вне области Ω1.
В ’момент’ блокирования течения жесткие зоны смыкаются на ’демаркационной ли-

нии’ L. Для квадрата и прямоугольника критические кривые L будет состоять из дуг
окружностей радиуса τs, вписанных в уголки, и отрезков сторон. На рис.5 изображены
зоны течения при значении τs, близком к τ crit

s ; они практически совпадают с критическими
кривыми.

В [7] было показано, что необходимым и достаточным условием отсутствия течения
в области Ω является условие c ≤ τ crit

s /K, где

K = sup(

∫
vdx/

∫
|∇v|dx), v ∈ H1

0 (Ω), v �= 0 . (11)
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Равенство c = τ crit
s /K определяет критическую величину перепада давлений между кон-

цами трубы, превышение которого обеспечивает стационарное течение с отличным от нуля
расходом. В [7] приведено значение K для квадрата со стороной a и прямоугольника со
сторонами a,b (a > b) соответственно:

K =
a

2 +
√

π
, K =

ab

a+ b+
√
(a− b)2 + πab

.

Вычисление величины τ crit
s служит важным показателем качества полученного чис-

ленного решения. Теоретическое значение для квадрата со стороной 2 при перепаде дав-
ления c = 1 равно K = (2 +

√
π)/2 ≈ 0.5301889. В статье [20] получено значение 0.52, в

[19] значение K = 0.66 (что значительно больше теоретического), в [18] получен хороший
результат K = 0.535. На основе конечно-разностных схем, предложенных в данной ста-
тье, вычислено значение τ crit

s =0.527, то есть приведенные здесь результаты являются более
точными, чем результаты других авторов, полученные с помощью конечно-элементных ап-
проксимаций. Аналогичное исследование проведено и для прямоугольника размером 2× 1.
Теоретическое значение K = (3 +

√
1 + 2π)/2 � 0.350954913 . . . . При расчетах вычислено

предельное τ crit
s = 0.349.

6. Течение сред с неоднородным пределом текучести

Будем рассматривать течение вязко-пластической среды с пределом текучести, зави-
сящим от координат. Такая неоднородность может быть следствием зависимости предела
текучести от температуры, плотности или других физико-механических свойств. Это харак-
терно, в частности, для геофизических приложений. При моделировании транспортировки
сырой нефти, движения кристаллизующейся лавы часто используют модель термовязко-
пластической среды Бингама. Для других геофизических течений (селевые потоки, ополз-
ни) рассматривают модель Бингама с неоднородным пределом текучести, зависящим от
плотности. Такие геоматериалы могут уплотняться под действием собственного веса, то
есть их плотность возрастает с глубиной. Следовательно, другие механические свойства
также могут зависеть от глубины.

Для неоднородной среды вариационная постановка отличается от (3) лишь тем, что
вместо постоянной τs рассматривается функция τs(x1, x2): при заданном перепаде давления
c найти решение v ∈ H1

0 (Ω) неравенства

μ

∫
Ω

∇v∇(u− v)dx+

∫
Ω

τs(x)(|∇u| − |∇v|)dx ≥ c

∫
Ω

(u− v)dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω). (12)

Как отмечалось, для бингамовской среды характерно свойство блокирования течения: когда
τs становится достаточно большим, течение останавливается (v ≡ 0 при ненулевом перепаде
давления). Легко показать (аналогично [7]), что необходимым и достаточным условием
блокирования течения является условие∫

Ω

τs(x)|∇v(x)| dω ≥ c

∫
Ω

v(x)dω.

Очевидным является и следующее достаточное условие: в случае, если τs(x) ≥ K · c, K
определено в (11), течение блокируется, то есть всё сечение трубы является застойной зоной.

В качестве примера приведем решение задачи для случая линейной зависимости τs =
= τs(x2) – это может моделировать течение уплотненной под действием силы тяжести сре-
ды. На рис.6 приведены жесткие зоны для течения среды Бингама с линейным распреде-
лением предела текучести: τs(x) = 0.1 + 0.2x2,x ∈ [0, 2]× [0, 1].

Если распределение τs является кусочно-постоянной функцией, то данная постанов-
ка задачи соответствует течению в канале двух (или более) вязко-пластических жидко-
стей с различными пределами текучести. На практике такой тип течений достаточно рас-
пространен, к ним относятся процессы коэкструзии, ламинирования и покрытия. В [19]
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Рис. 5. Критическая кривая(τs = 0.348).
Рис. 6. Жесткие зоны для среды с неоднород-

ным пределом текучести.
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Рис.7. Течение двух бингамовских сред.

приведен расчет течения двух вязко-пластических жидкостей в круглом канале с двумя
ядрами течения. Течение в прямоугольном канале представляется более интересным, так
как в круглой трубе не может быть застойных зон. Даже для наиболее простого случая
симметричного течения двух бингамовских сред реализуется несколько вариантов взаим-
ного расположения жестких зон в зависимости от соотношения пределов текучести, что
проиллюстрировано на рис.7. Расчетная область [0, 2] × [0, 1] разделена на три области
x1 ∈ [0; 0.6]

⋃
[1.4; 2] − τ1, x1 ∈ [0.6; 1.4] − τ2. Случай (а) соответствует одному ядру тече-

ния в центральной области, (б) – трем ядрам в каждой из областей соответственно, (в)
– одно ядро течения, захватывающее все три области. Во всех трех случаях в углах есть
застойные зоны. В последнем случае (г) течение имеет место только в центральной области.

Предложены конечно-разностные схемы для расчета течений среды Бингама в ка-
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нале. Полученные численные результаты хорошо согласуются с теоретическими, а также
работами других авторов, использовавших конечно-элементную дискретизацию.

Автор благодарит Л.В.Муравлеву за постановку задачи и внимание к работе и
О.Илиева за полезное обсуждение.
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