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1. Введение. Многие задачи дифракции и теории упругости сводятся к решению интегрального 
уравнения с логарифмической особенностью в ядре 
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- [u(t)\n—l—dt+ [u(t)M(t,T)dt = e(r), - 1 < т < 1 . (1.1) 
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Численному решению этого уравнения посвящено большое число работ (см. [1]). Разлагая неизвестную 
функцию по системе функций и(т) — ^2n=i c n ^ n ( ^ ) . г Д е 
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интегральное уравнение можно преобразовать к бесконечной системе вида 

+оо 
Сп + ] Р CmMmn = Сп, 1 < П < + 0 0 , (1.2) 
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которая при определенных ограничениях на ядро M(t,r) будет системой Фредгольма второго рода, а 
приближенное решение, найденное методом усечения, будет сходиться к точному решению. 

Аналогично для решения интегро-дифференциального уравнения 
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используется разложение по функциям [2] 

/ 2 
срп(т) = \ — sin[n arccos(r)], п = 1,2,... 

V 7ГП 
Уравнения (1.1) и (1.3) можно включить в семейство уравнений с параметром. 
2. Об одном классе интегральных уравнений. Введем уравнения с параметром s (—1 < s < 

< +оо) 
Asu + Bu = v, (2.1) 

где As - положительный интегральный оператор вида 
-f оо 1 

(А8и)(т)= j \x\2s j u(t)exp(ix{t-T))dtdx, - 1 < т < 1. (2.2) 
— o o —1 

Семейство уравнений (2.1) включает в себя многие известные уравнения математической физики. 
В самом деле, при s — 0 оператор As с точностью до постоянной совпадает с единичным оператором. 
При 5 = 1 оператор As совпадает с оператором двойного дифференцирования, a s — 1/2 - с первым 
слагаемым в левой части уравнения (1.3). Оператор Ах/2 является симметричным и положительно-
определенным в 1,2 [—1,1] [3]. 

Когда — 1 < s < —1/2, оператор As содержит неинтегрируемую особенность в нуле. Поэтому необ­
ходимо рассматривать видоизмененные операторы, интегрируемые на всем промежутке (—оо,+оо). 
После соответствующей регуляризации оператор As при s = —1/2 в точности будет совпадать с 
интегральным оператором, имеющим логарифмическую особенность в нуле. 
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Таким образом, семейство уравнений (2.1) при частных значениях параметра s содержит многие 
важнейшие уравнения математической физики. Поэтому исследование уравнения (2.1) имеет большое 
теоретическое и прикладное значение. 

Рассмотрим уравнение (2.1) при s > О в пространстве L2[—1,1]. Оператор As является положи­
тельным и поэтому он имеет обратный А~1. Применяя к обеим частям уравнения (2.1) оператор Aj1, 
получаем 

u + AjxBu = A~lv. (2.3) 
Уравнение (2.3) рассматривается в энергетическом пространстве оператора As. Если окажется, 

что оператор А~1В вполне непрерывен в этом пространстве и v принадлежит области определения 
оператора А ^ 1 , то уравнение (2.3) будет уравнением Фредгольма второго рода. В связи с этим предста­
вляется важным изучение энергетического пространства положительного оператора As и построение 
ортонормированного базиса. 

3. Пространство решений. Энергетическое пространство As положительного оператора совпа-
о 

дает с пространством Соболева-Слободецкого на отрезке. Это пространство на отрезке iJs[—1,1] опре­
деляется как пополнение множества бесконечно дифференцируемых финитных функций (т.е. функций, 
обращающихся в нуль вне некоторого интервала [—а, а], 0 < а < 1 ) CQ°(—1,1) по норме 

-f со 

1Н12= / \й(х)\Ч1 + \х\)**<ь, (3.1) 
— с о 

где й - преобразование Фурье функции и, т.е. й(х) = j\u{t) exp(itx) dt. 
о 

Пространство iJs[—1,1] является гильбертовым пространством относительно скалярного произве­
дения 

+оо 
(u,v)8 = j u(x)v(x)(l + \x\)2sdx. 

Справедлива 
Теорема 1. Норма (3.1) при s > 0 эквивалентна норме 

\\и\\2

Л= j \й(х)\2\х\*'dx. (3.2) 

Доказательство этой теоремы можно получить из результатов работы [4]. 
Остановимся на особенностях нормы (3.2) и соответствующего скалярного произведения 

+ С О 

(u,v)si — j u(x)v(x)\x\2s dx. (3.3) 
—oo 

В данной работе будет доказано, что полиномы Гегенбауэра с соответствующим весом ортогональ­
ны в смысле скалярного произведения (3.3) и неортогональны, если взять скалярное произведение, 
соответствующее норме (3.2). Поэтому введена норма (3.2) и рассматриваются положительные инте­
гральные операторы в виде (2.2). 

4. Построение ортонормированного базиса в пространстве Соболева-Слободецкого. 
Ортонормированный базис в пространствах Соболева-Слободецкого будем конструировать на основе 
полиномов Гегенбауэра. Сначала приведем известные соотношения, содержащие полиномы Гегенбауэра 
C^(t). Интегралы от четных полиномов имеют вид [5] 

1 

j(1 _ t 2 ) A - l / 2 cos(6t)C2

A„(t) dt = ax

nJ2n+x{b)lb\ (4.1) 
- 1 

где = (—1)п-27гГ[2А+2п]/[(2п)!-2АГ[А]], n = 0 , 1 , . . . , а интегралы, содержащие нечетные полиномы, 
записываются в виде 

1 

| ( 1 - tr-1/2sm(bt)C2\+1(t)dt = tiJ2n+£xib\ (4.2) 
- i 
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где /3£ = ( - 1 ) п • 2тгГ[2Л + 2п + 1]/[(2п + 1)! • 2АГ[А]], п = 0 , 1 , . . . Здесь Г - гамма-функция, Jk -
функция Бесселя к -го порядка. 

Формулы (4.1) и (4.2) справедливы при ограничении А > —1/2. Введем в рассмотрение систему 
четных функций 

<fL-i № = а й в _ 1 / 2 ( 2 « - 3/2 + ^ ( l - * 2 ) ' С & У 2

2 ( « ) , п = 1,2,. . . , 

преобразование Фурье которых имеет вид ^ I n - i W = — 3/2 + s)1^2 J2n-z/2-{-s{x) l x l ^ 2 + s -
Введем также систему нечетных функций 

<P2n(t) = ( - г ) # Г * _ 1 / 2 ( 2 п - 1/2 + 8)^(1 - t2yc£l{2(t), п = 1,2,. . . , 

преобразование Фурье которых определяется формулой 

ф°2п{х) = (2п - 1/2 + в ) 1 / 2 J 2 „ - i / 2 + . ( a : ) / a ! 1 / 2 + ' . 

Введенные функции ортонормированы в смысле скалярного произведения (3.3), что непосредствен­
но проверяется с помощью табличного интеграла [5] 

+оо 

/ dx = — - sin — — 7 Г , V + fl > 0. 

0 
А полнота введенных функций следует из полноты полиномов Гегенбауэра. Таким образом, определен 
ортонормированный базис в пространствах Соболева-Слободецкого для случая 5 > 0. 

5. Базисы в пространствах Соболева-Слободецкого для случая — 1 < s < 0. В случае 
— 1/2 < s < 0 применимы все построения предыдущего пункта. Перейдем к построению базиса в 
случае —1 < s < —1/2. Норму определять формулой (3.2) не удается, так как интеграл расходится. 
Поэтому норму и скалярное произведение определим следующими формулами: 

(u,v)8i = Csu(0)v(0) + j (u(x)v(x) - u{0)v(0))\x\2s dx + j u{x)d(x)\x\2s dx, 
\ x \ < l \ x \ > l 

(u,u)al =Cs\u(0)\2+ I ( | f i ( a : ) | 2 - | u (0 ) | 2 ) | x | 2 e di :+ J \u(x)\2\x\2s dx. 
\ x \ < l \ x \ > l 

Когда одно из чисел m или п больше единицы, то 

№т,<Рп)=йгпп, (5.1) 

где 6тп - символ Кронекера. И наконец, 

( ^ ¥ > ; ) . i = C . | # ( 0 ) | 2 + J Шх)\2-\<Р'(0)Ш2'<Ь+ J №(x)\2\x\2sdx. (5.2) 
|а:|<1 |х |>1 

Можно подобрать постоянную Cs таким образом, чтобы правая часть равенства (5.2) была по­
ложительной величиной. Это условие вместе с условием (5.1) обеспечивает корректность введения 
нормы. 
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