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СРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ МНОГОЧЛЕНОВ 
И ИХ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ 

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: R n , 
Еп — тг-мерные евклидовы пространства, Zn — множество мультииндексов, 
т. е. /г-мерных векторов с целыми неотрицательными компонентами.j Для 

g ЕЕ R m a E Z Î положим g a g? 1 . . . С Z)« - Z)?1 ... £ > п П , где Dk - 4 " ( и л и 

1 d n 

D f c = TdïT' x&£n) (k — 1, . . ., я); j a I = ^ a j - Положим также 

n 

Rn}-={1; | Е Л т П ^ 0 ) ; P ( 9 = 2 v a £ a ; (P) = {a; а Е Й , уафО). 

j = i J a 

Всюду будем считать, что (P) — конечное множество. 
О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что дифференциальный оператор 

P (Щ = 2 j Y a ^ a (с постоянными коэффициентами) мощнее дифференциаль-
а 

лого оператора Q (D) = ^уаБа, если для некоторой постоянной С ^> 0 
| < 2 Ш | < С ( | Р ( i ) | + l ) V t Œ R n , 

где P (g) и Q (g) характеристические многочлены (символы) операторов соот­
ветственно P (D) и Q (D). 

Если оператор P (D) мощнее оператора Q (D), то будем говорить также, 
что многочлен P (g) мощнее многочлена Q (g) и писать Q < Р (или P ^> Q). 

Будем пользоваться следующим определением гипоэллиптичности. 
О п р е д е л е н и е 2 (см. [1, теорема 4.1.3]). Оператор P (D) (много­

член P (g) ) называется гипоэллиптическим, если для всех v ЕЕ Zn, | v | Ф 0 
\D*P(l)\/\Pß)\-+0 при 1~^ос. 

Здесь мы находим некоторые условия гипоэллиптичности, связанные с 
обобщенно-однородными частями данного оператора Р. При этом мы обоб­
щаем теорему Л. Хёрмандера (см. [2]) о знакоопределенности старшей части 
гипоэллиптического оператора второго порядка с вещественными коэффици­
ентами на случай операторов с постоянными коэффициентами любого порядка 
(см. также [3]). Мы также обобщаем и уточняем соответствующие результаты 
ряда авторов, в частности, мы освобождаемся от ограничения «постоянной 
кратности характеристик», которое ставилось при рассмотрении условий ги­
поэллиптичности операторов с постоянными коэффициентами в наших за­
метках [4] и [5]. 
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Обобщается и уточняется также результат Б. Пини [6], относящийся 
к нахождению эквивалентной главной гипоэллиптической части гипоэллип­
тического оператора. 

Для данного многочлена Р (?) определенного класса здесь дается описа­
ние множества многочленов {Q (?)}, удовлетворяющих условию Q < Р. Ока­
зывается, что эта задача тесно связана с задачей о нахождении условий ги­
поэллиптичности данного оператора. 

§ 1. СРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ ^-ОДНОРОДНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 

О п р е д е л е н и е 1.1. Характеристическим многогранником (х. м.) 
или многогранником Ньютона 91 (Щ данного набора мультииндексов 3Î = 
= {a?}ii называется наименьший выпуклый многогранник в Rn, содержащий 
все мультииндексы а? (/ ;= 1, . . ., iV). 

Характеристическим многогранником (х. м.) 31 (Р) оператора P (D) (мно­
гочлена Р (?)) называется х. м. набора (Р). 

О п р е д е л е н и е 1.2. Многогранник 3Î C Z R n с вершинами из Zn на­
зовем полным, если$1 имеет вершины в начале координат и (отличных от нее) 
на каждой оси координат 

Грани размерности / многогранника 31 обозначим через 9l| (i = 1, . . • 
. . M], j = 0, 1, . . ., п — 1). 

О п р е д е л е н и е 1.3. Грань 31| многогранника 3Î называется главной f 

если среди внешних (относительно 91) нормалей этой грани существует нор­
маль, хотя бы одна координата которой положительна. Если же среди 
внешних нормалей грани 31| существует нормаль, все координаты которой 
положительны, то грань Щ назовем вполне правильной (в. п.). 

Многогранник 31 назовем вполне правильным (в. п.), если а) 31 — полный 
многогранник, б) все (п — 1)-мерные некоординатные грани 91 вполне пра­
вильны. 

Точку а Е 31 назовем главной (соответственно вполне правильной (в. п.)), 
если а принадлежит замыканию хотя бы одной главной (соответственно в. п.) 
грани многогранника 31. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Грань 3Î* многогранника 31 — 31 (Р) опера­
тора Р (D) назовем Р-регулярной, если Pl>i (?) Ф 0 га/ж? ЕЕ Rn\ гдеР1^ (?) — 
подмногочлен многочлена Р (?), отвечающий грани Щ, т.\ е. определяемый 
формулой 

г 

Если существует точка r\ e R n

0 ) такая, что Р%д (rj) =̂ 0, то грань 3î| 
назовем Р-нерегулярной. 

Легко видеть (см. [7]), что подмногочлен Р1>э (?) является Я-однородныи 
многочленом для любого вектора X, являющегося внешней (относительна 
31 (Р)) нормалью этой грани, т. е. существует число d (X) такое, что 

(К a)=d(X) 

Очевидно, что для произвольной внешней нормали X грани 31? полного 
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многогранника 91 d (X) > 0, если 9î| — главная грань, и d (X) = 0 в про­
тивном случае. 

Если все главные грани полного х. м. 91 (Р) оператора P (D) Р-регулярны,. 
т 0 Q <С Р» к а к только 91 ((?)<= 31 (Р). Это непосредственно следует из резуль­
татов работы [7] В. П. Михайлова (для неполных многогранников см. [8]). 
Здесь мы будем рассматривать случай, когда некоторая главная грань мно­
гогранника 31 (Р) многочлена Р (?) Р-нерегулярна. При этом для простоты 
будем считать, что Р-нерегулярной могут быть только (п — 1)-мерные глав­
ные грани. Более сложный и громоздкий случай наличия Р-нерегулярной 
грани размерности m <^ п — 1 рассматривается методами настоящей за­
метки и заметки [9]. При этом на протяжении всей работы будем считать, что 
Р-нерегулярна только одна (п — 1)-мерная главная грань. В случае нали­
чия более одной (п — 1)-мерной Р-нерегулярной грани, условия ставятся на 
каждую такую грань. 

Пусть R (?)— Я-однородный многочлен порядка du, т. е. R (^?) = R (tXitv 

. . *Чп) ^ tdRR (?), * > 0. Введем следующие обозначения: 
2 (R) = {т); т] ЕЕ А I т) I = 1, R (г,) -= 0}, 

« (л, R) = {v; v ЕЕ Z+, DVR (т|) Ф 0}, 
А (т|, R) = m i n (X, v ) . 

V G ^ ( T l , R ) 

Рассмотрим сначала случай, когда многочлен P (£) ^-однороден и прет 
этом все грани (неполного) многогранника 3Î (Р) Р-регулярны, кроме од­
ной (п — 1)-мерной грани, совпадающей с 3Î (Р). Тогда имеет место 

Т е о р е м a l . Пусть P (D) и Q (D) — Х-одпородные операторы порядков 
соответственно dp и dQ (dp > do). 

Для выполнения соотношения Q < Р необходимо каждое из следующих ус­
ловий 1) — 3) и достаточно одновременное выполнение условий 1) и 2): 

1) » (Q) S SR 1(Р) и {0}]; 
2) для каждой точки г\ ЕЕ 2 (Р), ? г) 

|<г©Г° = с d p ( t ) ^ o ; (i.i> 

З а м е ч а н и е 1. В случае п = 2 эта теорема доказана в работе [10]. 
При этом в случае п = 2 условие 2) настоящей теоремы является следствием 
условия 3) и соотношения 2 (Р) çz 2 (Ç). Это непосредственно следует из 
леммы 2.1 работы [11]. С другой стороны, очевидно, условие 2 (P) çz 2 (Q) 
необходимо для Q <^ Р. В случае w > 2 в [9] получены условия справедли­
вости Q <[ Р, при этом на исследуемые Я-однородные многочлены наклады­
вается ограничение, обеспечивающее выполнение условия 2) при выполне­
нии условия 3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Необходимость. Докажем, что 
выполнение условия (1.1) влечет выполнение условия (1.2). Пусть для неко­
торой точки г] ЕЕ 2 (Р) 

dQ A(T),Q) 
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Для точки т) ЕЕ 2 (Р) составим набор 9t (YJ, Q) и обозначим через 31 (9t) 
х. м. этого набора. Очевидно, он не является полным, так как, например, 
О = (0, . . ., 0) ЕЁ 31 (91). Из выпуклости многогранника 31 (9t) следует, 
что для любого 8 0 существует вектор а, | а | < е, такой, что Я8 = X + о — 
внешняя нормаль к некоторой вершине ß многогранника 31 (9t), т. е. 
V а Е 31 (9t), а ф ß (Хг, ß) < (Я8, а). 

Положим YJ* = Y]e + t 1 (i == 1, . . ., гг), t ^> 0. Тогда по формуле Тей­
лора 

l<?(V)l = (л*— 
(%, а)>Д(т), Q) 

а! 
(?., а » Д ( ч , Q) 

•(Х'.а) Р"9(П) 
а! 

(1.4) 

(1.4') 

Для многочлена Р (?) аналогично имеем 

| Р (Л*) К С*~А ( Л' Р ) - ( а ' а ) , 

где а — некоторый мультииндекс. 
Так как | а \ ̂ > 0 можно брать произвольно малым, то представления 

(1.4), (1.4') вместе с условием (1.3) показывают, что для нашей последова­
тельности {т|*} 

i i 

Ä ( V ) = | C ( V ) l d Q /\P(^)f со. (1.5) 

Это значит, что нарушается условие 2) теоремы 1. 
Теперь докажем, что Q Р, если нарушается условие 2) теоремы. Пусть 

для некоторой точки т) ЕЕ 2 (Р) и для некоторой последовательности {rf}, 
vf —>• Y) справедливо соотношение (1.5). Положим 

1 

dp Is = *.У. s = l,2, 
Очевидно, ï s ->• оо при s-*- оо, поэтому и | £s | -*• оо . На этой последова­

тельности {Is} Р (Is) = 1 , s=l ,2 , . . . , Q (Г) = td

sQ. Q (rf) td

sQ [R (т|*)Г*« x 
Id /ci * 

X I P (Y)s)| q p = [ i ? * ( Y | S ) ] - > oo. Это значит, что Q P и доказывает не­
обходимость условий 2) и 3). Необходимость условия 1) для Q <^ Р доказы­
вается просто, от противного, рассмотрением ?' — t°, где £ + со, а — 
внешняя нормаль вершины 3Î (Ç), не содержащейся в 31 [(P) U {0}]. 

Достаточность. Докажем, что при одновременном выполнении условий 
1), 2) теоремы Q <^ Р. Пусть, наоборот, при выполнении условий 1), 2) су­
ществует последовательность {£s} такая, что | s - > - с о и 

I С? (Г) I / (I * (Г) I + 1) - о о . (1 .6 ) 
В дальнейшем внешнюю относительно многогранника 31 нормаль а грани 
3li назовем 31-нормалыо грани 31|. 

Не умаляя общности, можно считать, что все координаты векторов ? s 

положительны. Положим 

Р = ехр Г2( 1 п И 
4=1 J 

Х{ = In ??/Jnp, i = 1,. , ft. 
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Тогда, очевидно, 

0 S 

где Xs = ( À Î , . . Хп) — единичный вектор и ps -»- о о , если [ ? s | — о о И Л Е Г 

если некоторая координата g s стремится к нулю. 
Так как векторы {Xs} единичны, то у последовательности {Xs} есть пре­

дельный вектор и за счет взятия подпоследовательности можно считать, 
что Xs -> Из выпуклости х. м. 3Î [(P) U {0}] следует, что X00 является 
31-нормалыо к некоторой (и только одной) грани х. м. 3Î [(P) (J {0}]. 

Возьмем в ïta какой-нибудь ортогональный базис (е1*1, е 1 ' 2, . . е1»71) с. 
n 

e M j = Тогда X s = 2 X s i , i ^ ' \ причем, так как Xs -+Х°° = в1»1, 
^1,г — Ö (Ài,i) При Î = 2, 3, . . . , 72, 5 - > о о . 

Если за счет возможного выбора подпоследовательности при всех доста-
n 

точно больших 5 ^ А ^ е 1 ' г = 0, то базис (е1»1, . . ., е1»™) обозначим через 
(е1, . . ., еп). В противном случае за счет возможного выбора подпоследова­
тельности можно считать, что 

2 Кле1Л Ф0 и 
г = 2 2 х м * 2 , 2 

г = 2 

Перейдем в подпространстве, натянутом на (е1»2, . . ., -e1'71), к какому-ни­
будь новому ортогональному базису (е2>2, . . ., е^п) с определенным выше* 

вектором <*>*. Тогда V К**1 + % %l ie*'\ Л|,а = о ( ^ Д ) Д ^ = о (Л£,а),. 
г = = 2 

i =3,...,ft, s —>- о о . 
Поступая аналогично в подпространстве с базисом (е2>3, . . ., е2>п) и т. д.,. 

п. 
получим в итоге (после переобозначений), что Xs = ^ и?£г » Г Д е • • • 

г=1 

...,еп} — ортонормированный базисх^ -> 1, х | + 1 = о (х*), £ ~ 1, . . ., ft — 1,. 
5 о о . При этом существуют числа m и s0 такие, что для всех 5 s 0

 H i =7^ О 
(г = 1, т), х | = 0 (г—т?г+ 1, . . ., ft). Без ограничения общности можно 
считать, что sQ = 1 и что для всех 5 х | ^> 0 (i = 1, . . ., ттг). 

Рассмотрим грани х. м. 91 = 31 [(P) \J {0}] : ülii, . . ., 31*™, удовлет­
воряющие тем условиям, что 3lfj лежит в опорной гиперплоскости к 31 
с внешней нормалью e1, а каждая грань ЗЦ? (/ = 2, . . ., m) либо совпадает 
с предыдущей, либо является ее подгранью, и в обоих случаях лежит в той 
ортогональной к опорной гиперплоскости к (рассматриваемой изолированно) 
предыдущей, для точек а которой (е\ а) наибольшее. 

Из построения граней {3li?}J* видно, что их размерности связаны отноше­
нием кг > к2 > ... > /Vm. 

Пусть, как и выше, Р%^ (?) — подмногочлен многочлена Р (?), отве­
чающий грани 3V, т. е. 

i 
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1~ . 

P(5) = i 

/ r - i \ n + i 

l a . S V ) Г f 2 х 4 еЛ . "J 

(a, 2 K j e i j r / S , H j e A -j 

/ r \ n-fi 

<? (Ю = PV ^ ' ' [ ^ W 1
 ' ^ » ( P ' ) ] . (1.8) 

При этом подмногочлен (|) определяется по многочлену Q (|) и 
по вектору ё аналогично многочлену Ръгкз (|), a и ß — некоторые мульти-
индексы из 31 [(P) \J {0}]. 

По нашим предположениям имеем 
п+1 

h i=r+l 3 ier+1 

Очевидно, при всех t = 1, . . ., n 0 <^ л* < oo. 
Рассмотрим два возможных случая: I) (e1, a) > 0; II) (e1, a) = 0. 
Случай I. Пусть сначала 1) p V f t r (rj) ^= 0. Тогда для многочленов 

P (I) и Q (I) имеем из (1.7) и (1.8) соответственно 

(ос £ x-ei) 

P(Ê) = p a ' ' = l V А (л) ( l + o ( l ) ) , (1.9) 
(ß, 2 Xjei) . 

< ? ( Ö = P

 j==1 А ' г (л) (*+ *(*))• ( 1 . 1 0 ) 

Из условия 1) теоремы 1, из положительности щ (/ = 1, . . ., г) и из опре­

деления векторов в1, . . £г легко получаем, что (ß, ^ X j ^ ) ^ (a, ^ х ^ ) # 

j = i J = I 
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а а — произвольный мультииндекс, принадлежащий всем 3ïij\ т. е. a ЕЕ 

••ЕЕ 3l*m. Сравним при p s —>оо, | s = p s

 1 поведение многочленов P (| s) и 
Ç (I s). При этом ради простоты записи опустим в обозначениях индекс s. 
За счет возможного выбора подпоследовательности, можно считать, что при 
некотором г (1 < ; г <; т) 

(при г = m = п положим по определению х п + 1 = 0,] еп+1 — любой единич­
ный вектор). 

Тогда из ^-однородности многочленов Ргг1гз (|) у QlrYtd (|) ? из выпуклости 
х. м. 31 [(P) (J {0}] и 31 (Q) и их граней получаем при некоторых положитель-
Н Ы Х fîj, . . . , 87*, £ j , • . . , Ej* 

Г [ E K i e J ) 1 

n-fi 

Г ( -3 K i e J N | 1 = p(a, Xie4-K2e2) | ^ p ^ > te \ p . ? - 3 / _|_ Q ^ - E e - y ^ J 



Тогда представления ' (1.9) и (1.10) вместе противоречат (1.6) (так как 
j P ( | s ) ] - > - о о ) и завершают рассмотрение случая 1.1). 

Случай I. 2) jPV f e r (rj) Î= 0. По предположению о Р-регулярности всех 
А-мерных граней х. м. 31 (Р) при к <^ п — 1, отсюда имеем, что kr = п — 1, 
Р*г'*т (I) = p (I), ç V * r (g) = Q (I), <д Я. Тогда т) ЕЕ 2 (Р) и 

Р (|) = р < а , х Л > / > ( Р Ь ) , (1.11) 
Q (l) = p ( ß ' X l Ä ' ) C(p h ) . (1.12) 

При этом, так как х х 1, то (а, %гХ) dp, (ß, х х Ä,) -> dQ. С другой сто­
роны, так как ph -> г] ЕЕ 2 (Р), то по условию 2) для достаточно больших р 

\Q(9h)\<C\P(ph)\dp (1.13) 
Из (1.12), (1.13) имеем 

\Q(l)\<Cp®'«M\P(ph)\dp . (1.14) 

Обозначив | P (ph) I = i / d p из (1.11), (1.14) и dQ < d P , имеем 

[ I Q (I) I / ( I P (I) I + 1) < С {p^y)d4 ( (p^y)dp + 1 ) < C r 

Это противоречит (1.6) и завершается рассмотрение случая I. 
Случай II рассматривается аналогично соответствующему случаю II лем­

мы 1.1 работы [9], если заметить еще, что в этом случае грань многогранника 
3Î [(P) (J {0}],*; внешняя] (относительно 31 [(P) (J {0}]), нормаль которой яв­
ляется вектор е1, Р-регулярна. 

Теорема 1 доказана. 
С л е д с т в и е 1. Пусть Р (|) — Х-одиородный многочлен. Заметим, что 

всякий многочлен Q (|) представим в виде суммы Х-однородных многочленов 
<?©= 2<?;©= 2 S vSr, ô 1 > ô a > . . . > ô w > o . (1.15) 

j=i i=ia,cc)=ôj 
Соотношение Q<CP имеет место тогда и только тогда, когда условиям 1) — 
.3) теоремы 1 удовлетворяет каждая Х-однородная пара {Qk, Р), где Qk взяты 
из (1.15), Ä 1, . . ., N. 

Доказательство достаточности очевидно. 
Необходимость. Пусть Q < Р. Тогда Q (H) < P (^|) Ä * d p P (|). Сле­

довательно, Ç (^|) <^ P (I) для всякого положительного t. Выберем N по­
ложительных чисел t v . . ., îv. Тогда из (1.15) имеем 

fc=l 

и матрица (ф) /, k = 1,1. . ., iVjj является невырожденной. Поэтому каждый 
из многочленов Ç f t (|) (А = 1, . . ., N) представляет собой линейную комбина­
цию многочленов Q (^|) и, следовательно, Ç f t <^ P (А = 1, . . iV). 

§ 2. СРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ ОБЩИХ МНОГОЧЛЕНОВ 

Пусть P (I) — многочлен с полным х. м. 3Î (Р), все главные грани кото­
рого Р-регулярны, за исключением одной (п — 1)-мерной Р-нерегулярной 
главной грани 31Г"1. Пусть X — внешняя нормаль этой грани и (X, а) ~ d0 — 
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уравнение (n — 1)-мерной опорной гиперплоскости, проходящей через эту 
грань. Обозначим 

d1 = max (к, а) 
а е ( Р ) \ ^ п ~ 1 

рг(1) = ра1(1)= S т^Г. 

Пусть Ç (I) — произвольный многочлен с х. м. 91 (Q) çz 31 (Р). По 
данному вектору X представим многочлен Q (?) в виде (1.15). Очевидно, если 
Qk <^ P (к = 1 , . . N), то Q < Р. Поэтому? естественно сначала сравнить 
Я-однородные [многочлены с общим многочленом Р (?). 

Итак, пусть Q (?) — À-однородный многочлен порядка dQ. Из условия 
31 (Ç) Q 31 (Р) следует, что dQ <^ d 0 . Наша цель в этом пункте — найти усло­
вия, при которых (общий) многочлен Р (?) мощнее ^-однородного многочле-
на Q (Е). 

Будем сначала предполагать, что Рг (г)) ф О для всех точек г) ЕЕ 2 (Р0)* 
В работе [9] доказано, что при приведенном выше предположении о мно­

гочлене P (?), если гдля каждой точки rj ЕЕ 2 (Р 0) существует окрестность 
О (г)) такая, что Р 0 (?)Рх (?) > 0 V ? ЕЕ О (rj), то имеет место неравенство 

S | Г | < С ( | Р ( Е ) | + 1) VlŒRn, 

где 
9Î* = 91* (P) = {[x; fx Œ Zn П » , ц) < 

Отсюда следует, что если 9î (Q) çz 31* (Р), то Q <^ Р. 
Поэтому будем считать, что 91 (Q) ç£ 91* (Р), что для Я-однородного мно­

гочлена Q (?) означает dQ d x . Будем далее считать, что для каждой точки 
г] ЕЕ 2 (Р 0) существует окрестность О (п) такая, что 

p0(l)P1a)>o v g e O ( T i ) . (2.1) 
Это условие является необходимым для оценки Q <^ Р для произвольного 

Я-однородного многочлена Ç (?) порядка dQ > d x , что показывается так же, 
как в работе [12]. 

Т е о р е м а 2. Пусть 9Ï (Р) полный х. м. многочлена Р (?), 917"1 —-
единственная главная Р-нерегулярная грань 91 (Р) гг Р г (rj) 7^ 0 тгри rj ЕЕ 
ЕЕ 2 (Р 0). Пусть многочлен Р (?) удовлетворяет условию (2.1) для #<?&г точек 
г] ЕЕ 2 (Ро) и Ç (?) — %-однородный многочлен порядка dQ (dx <С dQ ^ d 0 , 
91 (Ç) ç^ 91 (Р)). Тогда для Q <^ Р необходимо каждое из нижеследующих ус­
ловий 1)— 2) и достаточно условие 2): 

2) для каждой точки ц ЕЕ 2 (Р 0) 
d 0 — d i 

|<?(Е)| = С \ 1 ^ о © | " ° " ' / п р и б и л . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия 1). Пусть для неко­

торой точки т) ЕЕ 2 (Р 0) 

^ Q — ^ 1 А (Л» Q ) V ; 
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Положим (9 = (Qv . . 8n) E jRn) 

it - tit + ®i rÄ X i), к > О, î = 1, . . п. 
Тогда по формуле Тейлора имеем 

Q (I) = tdQ Q (т, + er**) = i d Q (r,) = 

(A,, а ) = Л ( л , Q) 

Выберем вектор 0 так, чтобы 

(Ä, ,a )=A (Ti ,Q) 

Существование такого вектора с вещественными компонентами, очевидно, 
«следует из определения числа A (rj, Q). Тогда 

\Q(l)\ > CtdQ~m^QK (2.3) 

Для многочленов Р0 (?) и РГ (?), очевидно, имеем 
\P0ß)\<Ct«*-*4r\.P4, j Р ± (g) j ^ ^ р х (т|) (1 + о (1)). (2.4) 

Из очевидных геометрических соображений многочлен 
r(l) = Pa)-lP0(l)+P1(l)]>=o(^), t^oo. ( 2 . 5 ) 

Выберем число к так, чтобы d0 — кА (г), Р 0) = d1 < ^ ÉZQ — M (и, Ç), 
i T O возможно в силу (2.2). Тогда в силу (2.4), (2.5) , (2.3) 

I P (I) | < (1 + о (1)) = о ( I Q (I) I ) при * + оо, 

-откуда следует, что | Q (?) | / ( | Р (?) | + 1) - > • оо при t - > + оо. Это до­
казывает необходимость условия 1) для Q <С Р. 

Необходимость условия 2) . Пусть для некоторой точки г) ЕЕ 2 (Р 0) су­
ществует последовательность {rf} такая, что rf rj, Р 0 (rf) Ф О, 5 ^=1, 2, и 

d g — d i 

Л № = I <? Ol") l/l Po ( îf) I d 0 _ d l ^ oo. (2.6) 
Положим 

= I (rf) I , Г = *.V, s = 1, 2 , . . . 
Так как rf -*• r\ SE S (P 0), то̂  f s - > oo при s -* -oo . Тогда вследствие 

Я-однородности многочленов Р0 (g), Р1 (|) и Ç (g) имеем при s оо 
\Po(îs)\^tds°\P0(rf)\^tf, (2.7) 
\P1(V)\=&\P1W)\*=&\Pi(r\)\ V+o(l)), (2.8) 

г (Г) *= о (?*•)• (2.9) 
Представления (2.7) — (2.9) показывают, что при s ->- оо 

| Р ( ? ) | < С б (2.10) 
Для многочлена Ç (£) аналогично при допущении (2.6) имеем 

IÇ (£«) I = tdQ I <? (rf) [ = (rf) I Po (rf) I d°~dt = Ä (îf) tf*. (2.11) 
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Оценки (2.10), (2.11) вместе с условием R (ц8) —>- оо при s-+- оо показы­
вают, что 

I Q (Is) \/(\Р (Is) I + 1) - ч - о о при s о о . (2.12> 

Этим необходимость условия 2) для Q <^ Р доказана. 
Достаточность. Пусть при выполнении условий теоремы Q Р, т. е. 

существует последовательность {? 5} такая, что ? s - > o o и имеет место (2.12). 
Поступая, как при доказательстве теоремы 1, получим представления 

(1.7) и (1.8) для (общего) многочлена Р (?) и ^-однородного многочлена Q (?),, 
при этом случай 1.1) и случай II рассматриваются аналогично. Рассмотрим 
случай 1.2) Р*г>*г ( л) 0. В этом случае Р*г>*г (£) == р о (g), çV kr(g) = 
= Ç (?), е1 ~ X. Представления (1.7) и (1.8) превращаются в представления 

p ( | в ) = р(нЛ, а) р о ( p h ) + р (хЛ, ß) р х ( ph) + 0 ( р ( х Л , ß)), ( 2 . 1 3 ) 

Q (Is) = p?**» ô><? (р*), (2.14), 

где при s - > оо (xjX, а) -> d 0 , ( И ] Х ß) dx, (%iÀ, ô) dQ. 
Так как при s-> оо р£ г] ЕЕ 2 (PQ), Т О Д Л Я достаточно больших s (т. е. 

для достаточно больших ps) выполняется условие 2) теоремы. Тогда из (2.14) 
получаем для достаточно больших s 

dq—dt 
IQ (Is) I - ô ) f Q (p?) I < p < * ô ) I Po (Ph) I т а г . (2.15) 

По условию (2.1) теоремы для достаточно больших s Р0 (р^).Рг (р^1) > 0,. 
поэтому из (2.13) получаем, что для г (?) == Р (?) — [Р0 (?) + (?)] на 
нашей последовательности {? s} | r (?s) | / | P (?s) | 0, что в свою очередь 
показывает, что при s - > оо 

I P (Es) I > С I р?Р0 (ps

h) + р ? ^ (Ps) |. ( 2 . 1 6 > 

Применим теперь неравенство (у ЕЕ [0, 1], # ^> 1, а х ]> 0, а2 ^> 0) 
dq — dt 

xdQ у do~dl
 < С (1 + а^оу _|_ Ä 2 ^ d i ) 

(которое доказывается просто, если заменить у = zd o~d l) для многочленов 
i 3 (?) и Ç (?). При этом, очевидно, можно считать, что для достаточно боль­
ших s ps *= x > 1, I Р0 (ph

s) I = y Œ [0, 1]. 
Получим 

^Q — dt 
pîQ I Po (p") î 1 ^ < С (I pf»Po (p,h) + P'i'Pi (Ps

h) 1 + 1) . 

Это вместе с оценками (2.15), (2.16) противоречит (2.12) и доказывает теорему 2. 
З а м е ч а н и е . Очевидно, теорема 1 является частным случаем теоремы 2,. 

если считать, что Рг (?) = 1. Но их мы сформулировали отдельно, так как, 
на наш взгляд, теорема 1 представляет самостоятельный интерес при желании 
подчеркнуть значение À-однородного случая. 

Далее нас будет интересовать следующий вопрос: пусть многочлены Q (?)> 
и Р (?) удовлетворяют условиям теоремы 2, так что Q <[ Р\ какие А-одно-
родные многочлены R (?) порядка dR (dx <^ dn <С d0) можно добавлять к Р (?)„ 
чтобы Q <С P + R? 
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Помимо самостоятельного интереса, решение этой задачи имеет важное 
значение также и при рассмотрении условий гипоэллиптичности операторов. 

Решение этой задачи дается следующим предложением: 
Т е о р е м а 3. Пусть многочлены Ç (?) и P (I) удовлетворяют условиям 

теоремы 2 и, следовательно, Q <^ Р. Пусть Х-однородный многочлен R (?) 
•порядка d,R (d1 <^ d^ < d0) удовлетворяет условиям: 

1) 31 (R) Q 31 (P), S (Л) S (Л); 
2) для каждой точки ц ЕЕ 2 (Р0) 

\Ra)\^=o{\P0(l)\~^) при g -* т,. (2.17) 

Тогда а) \ R (?) | / ( | P (?) | +-1) -> 0 при ? - > оо , б) Q < P + Q. 
З а м е ч а н и е 1. Так же как при доказательстве необходимости усло­

вия 2) теоремы 2, можно показать, что условие (2.17) необходимо для Q <[ 
<P+R. 

З а м е ч а н и е 2 . Для многочленов Q (?) и Р (?), удовлетворяющих ус­
ловиям теоремы 2, условие (dQ — d1)/(d0 — dj ~ A (r), Ç)/A (и, Р 0 ) для не­
которой точки г] ЕЕ 2 (Р 0) не влечет | Q (?) | / (| Р (?) | + 1) -> 0 при ? оо. 
Покажем это на следующем примере: пусть п = 2, Р (?) — (? х — ? 2) 8 + 
+ rU (Й + Й)2, <? (?) - (?i - ? 2) 4 (Й + Й). Очевидно, Ç < Р. Однако 
положив %i = t (1 + £~1/г), i 2 — t-* получим при t - > ОО j Q (I) I / 
УI P (l) К 1 - Здесь для точки г, €Е S (Р 0) т| = ( J = , ^ (dQ - <y/(do - d,) = ' 
= А (ть Ç)/A (Î), Р 0 ) = V 2 . 

Взяв ту же последовательность {?}, легко убедиться, что P <^ P — Q. Это 
показывает, что в данном примере нельзя в качестве «младшего члена» R (?) 
брать многочлен R (?) = — Q (?). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Очевидно, достаточно доказать 
утверждение пункта а), так как пункт б) является следствием а) и условия 
Q <^ Р. Пункт а) доказывается аналогично достаточности теоремы 2 с не­
большими модификациями. Поэтому мы его не проводим. 

§ 3. ПРИМЕНЕНИЕ К ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТИ ОПЕРАТОРОВ 

Пусть 31 (Р) — вполне правильный (в. п.) многогранник многочлена 
Р (?) — 21 Ycc?a с вещественными коэффициентами, Л — множество единич­

ен 
ных внешних1 нормалей вполне правильных (в. п.) граней 31* (i ~ 1, . . . 
. . ., Mk, k = О, . . ., n — 1) х. м. 31 (P), Л? = Л (P1*) — множество единич­
ных внешних нормалей грани 3lf (i = 1, . . ., k = 0, . . ., п — 1). Тогда 
имеет место 

Т е о р е м а 4. Пусть многочлен Р (?) гипоэллиптичен. Представим для 
каждого вектора À Е Л| многочлен Р (?) в виде суммы Х-однородных многочле­
нов 

P(l)= S Pdj(x)(?) = 2 S ь ? а , (3.1) 
j=0 j=0 (X, a)=dj(A.) 

где d0 (X) > ^ (X) > ... > d N (Jt) > 0, P d û ( , } (?) = PS* (?). 
Д^сшь для точки r\ e i?n, Ф 0, P d j W (rj) = 0, 0 < / < r, Pdra> Ol) =^ 0. 
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Тогда или для всех таких т) Pd {%) (rj) ^> 0, или для всех таких r) Pd (%) (rj) <3 
<о. 

С л е д с т в и е . Если Р1^ (?) — подмногочлен многочлена Р (?), отве­
чающий некоторой в. п. грани 31? х. м. 3Î (Р), то 

PU* (I) > 0 « 0) V I Œ Д„. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть для некоторой грани 

31™ существует пара точек г)1 и т]2 и вектор À ЕЕ ЛГ такие, что 

Pd j (x)№) = 0, 7 = 1 гх — 1 , P ( i r i ( W (4 1 )>0 ; 
Pd j (w (ri2) = 0, ; = 1 , . . . , г 2 - 1, Р^ы (т]2) < 0. 

Положим ?* ( £ ) t = £Чр (î 5 = 1, 2), где £ > 0. Тогда из представления (3.1) 
многочлена Р (?) и из определения точек т)1, г]2 имеем 

i> = P ^ ( w ( ^ ) + S * ^ .«(ч 1 ) , (3.2) 

d (k) dt(K) 

P(mt)) = tr*{)Pdr2a)(4*)+ 2 * P d j W (n 2 ) - (3.3) 
i=r-2+i 

Из геометрических соображений ясно, что при t - > • с ю 

I Р ( g l ( 0 - P v w ( g i ( 0 ) I - о (A ( X ) ) , » « 1 , 2 . 

* Поэтому из представлений (3.2), (3.3) получаем при t ->- оо 
Р ( I 1 (f)) -> + оо, Р ( | « ( 0 ) - > - о о . 

Это означает, что на некоторой последовательности x s -> оо P (T S ) — 0Г 

т. е. многочлен Р (?) не гипоэллиптичен. Теорема 4 доказана. 
Следующее предложение доказывается просто. 
T е о p е м а 5. Многочлен веторого порядка с постоянными вещественными 

коэффициентами гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда он эллиптичен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

Р ® = S YcT + S Val* + Po = P*(D + Px(l) + Po. (3.4) 
| a | = 2 N = 1 

Гипоэллиптичность эллиптического" многочлена известна (см. [1, теорема 
4.1.7]), так что надо лишь доказать эллиптичность гипоэллиптического мно­
гочлена. 

Пусть Р2 (rj) у= 0 для некоторой точки rj ЕЕ i?2> Ц ф 0. Если Р1 (ц) 0, 
то из (3.4) получаем, что Р (Щ) Р0 ограничен при всех t. Это противоре­
чит определению гипоэллиптичности. Если Р± (и) Ф 0, то Р (ty\) — tPx (т|) + 
+ Р 0 принимает значения разных знаков, следовательно, и нулевые, вне 
любой сферы, что также противоречит гипоэллиптичности и доказывает тео­
рему. 

Т е о р е м а 6. Пусть St?""1 — единственная в. п. Р-нерегулярная 
грань в. п. х. м. 31 (Р) многочлена Р (?) (вообще говоря, с комплексными ко­
эффициентами). Обозначим через 31' множество в. п. точек из множеств а 
31 П (Р) == (Р) и положим 

3 УаГ+ 3 Y a Ê e = S Va l " , 

KG3Î' a s ( P i ) \ ! R ' aött'U(^i) -
многочлен Рг (?) = P d l (?) для данной грани 31?""1 определяется, как в § 2. 154 



Пусть Vî] Е Е 2 (Po) = (2 (P'>n-i) Р г (и) ф О. Тогда многочлен Р (?) ггг-
поэллиптичен в том и только в том случае, когда гипоэллиптичен SP (?). 

Для гипоэллиптического многочлена Р (?) назовем SP (?) его гипоэллип-
тической главной частью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть SP (?) гипоэллиптичен 
и О ^ а е Zn. Имеем 

I D 0 ^ (5) + D°V (Ç) I D R P (I) 
P&) 45) + r « ) | 

Р а ^ ( £ ) / ^ > ( S ) + J > ° T « ) / ^ « ) | ß ^ 
| l + r (£)/#> (Ç)| 

Докажем, что при | a | > 0 | D a ' r (?) | / | SP (?) | -> 0 при | SP (?) | - > 
—>• oo. По лемме 2 заметки [12] 

S I f K C ( | # ( 9 | + i) П е д „ , (3.6) 

где 91* J= {a; a ЕЕ 9Î f] z n ' (^ a) < d j . 
Так как все точки множества (Dar) являются неглавными точками (пол­

ного) многогранника 91*, то (см. [7]) для любого числа ô >̂ 0 существует по­
стоянная С (о) >̂ 0 такая, что 

S | ? v | <ô S |?V | + C ( Ô ) VlŒRn. 

Отсюда и из (3.6) получаем 
I D« r (?)K ô-C I SP (?) I + Ô-C (б) I V ? s Л п . (3.7) 

Это показывает, что при | SP ( ? ) | - > оо отношение | Z)ar (?) | / j ^ (?) I 
становится сколь угодно малым. 

Так как по предположению SP (?) гипоэллиптичен, то | SP ( ? ) | - > оо при 
? - > о о (что следует и из теоремы 2 заметки [5]). Тогда из (3.5), из гипоэллип­
тичности 5° (?) и из полученных отношений (3.7) имеем, что при ? оо , 
I a I Ф О j D a P (?) I / I Р (?) I -> 0. Это значит, что многочлен Р (?) гипо­
эллиптичен. 

Необходимость. Рассуждая, как и выше имеем, что для любого мульти-
пндекса а ЕЕ Zn | Z)ar (?) | / | Р (?) j -> оо , если ? - > оо и Р (?) гипоэл­
липтичен. Меняя в соотношении (3.5) местами многочленов Р (?) и SP (?), по­
лучим гипоэллиптичность SP (?). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 7. Пусть З?™-1 — единственная в. п. Р-нерегулярная грань 
•в. п. х. м. 91 (Р) многочлена Р (?) с вещественными коэффициентами, при 
этом Р1 (ц) Ф 0, если г) ЕЕ 2 (Р 0). 

Для того чтобы многочлен Р (?) был гипоэллиптическим, необходимо и 
достаточно одновременное выполнение следующих условий: 

1) 91* — полный многогранник', 
2) d0 - А (т], Р 0 ) < di. Vî] €Е S (Po); 
3) Ро(1)>0 (<0) V | Œ i ? n ; Л (л) > 0 КО) У т ) е = 2 ( Р о ) ; 
4) обозначим через 2 (grad Р 0) — {л; i E 2 (Po), grad Р 0 (ц) — 0}. 

Для каждой точки r) 6Е 2 (grad Р 0), яри | т) 

[ад. (1)1 = о (I Po (i) I d °" d l ) , i = l , . . . , B . (3.8) 
З а м е ч а н и е . Легко видеть, что из условия 2) настоящей теоремы 

следует, что 1 — Kt/ (d0 — dx) < A (rj, ß^P 0)/A (rj, P 0) для всех точек n e 
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ЕЕ 2 (grad Po), i — 1, . . п. С другой стороны, при n = 2, а при произволь­
ном п также и для тех многочленов Р (?), все характеристики подмногочленов 
Р0 (?) которых имеют постоянную кратность, имеет место соотношение f 

I D {P„ (i) I = о (I P„ (I) |Д(Т>' W*1*' p% i = l,...,n, (3.9) 

для всех точек i) E 2 (grad P 0) и для любой последовательности ? -»- п. 
Поэтому в этих случаях условие 4) является следствием условия 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. Необходимость условий 1) и 2)̂  

доказана в работах [11] и [12]. Необходимость условия 3) содержится в тео­
реме 4 настоящей заметки. 

Докажем необходимость условия 4). Пусть для некоторой точки г) ЕЕ 
ЕЕ 2 (grad Р 0 ) существует последовательность {rj s} и номер г, 1 <^ г ̂  тг, та­
кие, что Ï ] S —>- Y) и 

1 — 

# г (Л5) - I ^Ро (Л8) И Po (Л5) I d ° ~ d l > er > 0. (3.10> 

Поступая, как при доказательстве необходимости условия 2) теоремы 2„ 
получим оценку (2.10) для многочлена Р0 (?). 

Для многочлена Di(P0 (?), применяя (3.10), аналогично получаем 

I Я Л (?s) I - г I ßiPo (rf) \ > o t s

 1 \ *-* ' 0 ' s ' 

Так как, очевидно, при ts ->• оо и г Р — Р0 

\Dir(?)\^o(tf), 
то при s ->• оо I DtP (Г) I > otf\ (1 + о (1)). 

Это значит, что при ? s —>• оо 

|Z) ; P ( Г ) | / | Р ( Г ) | А 0 , 

что и доказывает необходимость условия 4). 
Достаточность. Если в условиях теоремы многочлен Р (?) не является ги­

поэллиптическим, то для некоторой последовательности {? s,} ? 3 - > о о и для 
некоторого мультииндекса (достаточно считать, что | v | = 1, см. [1]) имеег 
место оценка 

\D*P(la)\/\P(ls)>o>0. (3.11) 

Поступая, как при доказательстве теоремы 1, получаем представление 
(1.8) для многочлена Р (?). При этом здесь мы будем рассматривать лишь 
случай 1.2), когда вектор e1 = X является внешней нормалью грани 3Î?""1 

и Р0 (ц) = P1*71'1 (г)) = 0. Другие возможные случаи рассматриваются 
аналогично соответствующим случаям теоремы 1. 

Так как р^->т), то в силу условия 4) теоремы для любого фиксированного 
числа 8 ̂ > 0 при всех достаточно больших s (и, для определенности, v ~ 
— (1, 0, . . ., 0)) верна оценка 

I DxPo (? s) j = р(**. I DiPo (ps

h) I < ep<**. j P0 (p*) I . (3.12> 
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Из очевидных геометрических соображений для многочлена г (£) ^= 
*= Р Ц) - Р0 (t) имеем 

\D1r(V)\=o(Pï), 

при этом при s ->• оо х г ï = X i ->- 1, (х^ , а ) - > d 0 . 
В отмеченном случае 

P (g*) ^ р ^ « ) р 0 (р*) + р ™ ^ (ps

h) + о (р™>), (3.13) 

где (х х Я, ß) при 5 - > оо. 

Так как для достаточно больших 5 выполняется также условие 3) теоремы, 
то для таких s из (3.13) получаем 

I P (V) \>С\ р*Р 0 (р5) + р*Р х (pî) |. (3.14). 

Из того же условия 3) теоремы и из представления (3.14) следует, оче­
видно, что при s - > оо 

1 Dxr (g») I / |Р I 0. (3.15) 
Покажем, что для любого наперед заданного числа ô 0 существует 

номер SQ такой, что при s ]> s 0 

I ад (?) I /1 P (6*) I < е. (3-16) 
Для этого согласно оценкам (3.12) и (3.14) достаточно доказать, что при: 

s > s0 

е. p*-** IР 0 (р*) I < ô. I р^Р 0 (Рл) + pJiPj (pj )|. (3.17) 

Неравенство (3.17) эквивалентно следующему: 

« • ( р , - г ) И , - Ч в - | ( р | г ) И + Pi (Р8

л) I, 
которое получается из (3.17) заменой | PQ (ph) | = 2 d o _ d l . Последнее 
неравенство, очевидно, выполняется, так как Рг (р )̂ Р х (т|) ]> 0, а число 
г^>0 можно выбирать сколь угодно малым. Соотношения (3.15) и (3.16) 
вместе доказывают теорему 7. 

Наша цель, в дальнейшем, описать то множество «младших членов», 
добавление которых к гипоэллиптическому многочлену, удовлетворяющему 
условиям теоремы 7, сохраняет его гипоэллиптичность. При этом «младшими» 
мы называем многочлены, мультииндексы мономов которых а ЕЕ 91 (P) \ 
\ (»' (P) и (Pi))-

Любой многочлен R (?) можно представить в виде суммы ^-однородных: 
M 

многочленов: R (?) = 21 ^j(?)- Если для любого мультииндекса а ЕЕ (R) 
3=1 

(X, а) <С dv то из гипоэллиптичности Р (?) следует гипоэллиптичность 
Р (?) + R (?). Пусть поэтому для некоторых многочленов R t (?) ащ ^> dlf 

где dß i — порядок À-однородности многочлена R t (?) (i =̂ 1 ,. . ., M). 
Не умаляя общности, можно считать, что это условие выполняется только для 
одного многочлена. 

Итак, пусть R (?) — А-однородный многочлен порядка dß такой, что 
dx < dR < d0. 

Всюду, далее, не умаляя общности, будем предполагать, что Р0 (?) > О 
V? ЕЕ Rn (см. теорему 4). 
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Обозначим через со (R) множество тех точек г] ЕЕ 2 (Р0) f] 2 (R), для 
которых существует последовательность {rf} такая, что rf -> r], i? (rf) О, 
5 1, 2 , . . . . 

Тогда имеет место 
T е о p е м а 8. Пусть многочлен Р (?) удовлетворяет условиям теоремы 7 

и, следовательно, гипоэллиптичен. 
Пусть i? (?) — ̂ -однородный многочлен порядка dR такой, что 31 (R) çz 

çz 31 (Р). Тогда многочлен Q (?) ;= P (?) + i? (?) гипоэллиптичен в том и 
только в том случае, когда одновременно выполняются следующие условия: 

1) R (г,) > 0 VT) ЕЕ 2 (Po) \ 2 (i?); 
2) для каждой точки ц ЕЕ со (/?) 

- di ^ А (л, Д) 
d 0 - d 1 А(г), Р 0) ' 

3) для каждой точки т] ЕЕ со (i?) и каждой последовательности ? ->- г) 

I Ä с© i = о d />„ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия 1) следует из теоремы 4. 
Необходимость условия 2) доказывается аналогично необходимости условия 1) 
теоремы 2. Необходимость условия 3) доказывается аналогично необходи­
мости условия 2 ) теоремы 3. 

Достаточность. Поступая, как при доказательстве теоремы 7, т. е. пред­
полагая, что имеет место (3 .11) для многочлена Q (?), получим, что ps т). 
Если Q7riKr (yj) ф 0, Т О рассмотрения ведутся' аналогично. Если же 
Сгг'кг (г|) := 0, то надо различать следующие три возможных случая: 

1) Л ЕЕ 2 ( Р 0 ) \ 2 (R), 2) TIGE со(R), 3) г , е (2 (Р0) П 2 (R) \ со (R)). 
В случае 1 ) противоречие с ( 3 .11 ) получается благодаря условию 1 ) тео­

ремы. В случае 2) противоречие получается благодаря тому, что по теореме 3 
и условию 3) теоремы 8 

| Д ( Е ' ) | / ( | * > ( Г ) 1 + 1 ) - * 0 п р и | Ё | - * о о . 

В случае 3) по определению множества со (R) в некоторой окрестности 
О (rj) точки r] R ( ? ) > 0. Так как многочлен Р (?) удовлетворяет условию 3) 
теоремы 7. т. е. Р0 ( ? ) > 0 при ? ЕЕ О (г)) (rj) > 0, то для достаточно 
больших s I (?s) | > | P (?s) |. Это противоречит ( 3 .11 ) и доказывает тео­
рему. 

З а м е ч а н и е . Пусть Р (?) и Q (?) (? ЕЕ i? n) — Х-однородные многочле­
ны с порядками dp, dQ, при этом dQ < ; dp, 2 (P) çz 2 (Q). При n ^= 2, 
a в случае ?г 2 для многочленов с характеристиками постоянной крат­
ности, 

I Q (?) |'/Г^ГоГ = 0 (| Р (?) р Ь т ) Vrj е 2 (Р). (3.18) 

Поэтому в этих случаях сформулированные предложения имеют более 
компактный вид. Например, в теореме 8 условие 3) является следствием ус­
ловия 2) и аналогично в других предложениях. 

Нам не известен ответ на следующий вопрос: является ли условие (3 .18) 
следствием условия 2 (P) çz 2 (Q) для ^-однородных многочленов Р (?) 
и Q (?) в общем случае, когда п > 2? 
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