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Получены оценки сходимости различных вариантов метода штрафов 
для поиска максимина со связанными переменными, согласно которым 
оптимальными являются методы с негладкими подынтегральными вы­
ражениями в функциях штрафа. 

1, Рассмотрим задачу поиска максимина со связанными переменными: 

(1) ' и° = max min F (х, у), min F (х\ у) 

где Y(x)=p{y^Y\%(x, у)>0, Ki<m}, функции F(x, у), <р4(#, у), l ^ i ^ m , 
непрерывны по совокупности аргументов на компактах Х<=ЖР, F<=EZ, 
F(x, у), фДя, г/), К К ш , и удовлетворяют условию Липшица по перемен­
ной |/ равномерно по х^Х с константами L ж L1 соответственно; замыка­
ние множества { г / ^ 7 | ф г ( ^ , г/)>0, равно и Y(x)^0 для 
всех a;eF. Этих условий достаточно для корректности постановки задачи 
(максимум в (1) достигается). 

При помощи метода штрафов задачу (1) можно свести к задаче мате-
матического программирования методом 

(2) . и° = lim max Lq(x, щ C n ) , 
C r i->oo I X [ M i , M 2 ] 

/ Д О . 

Lq щ Cn) ^u-Cn J I min (0, F (x, г/) - в ) |* efy, 
Г ( * ) 

I ^ m i n f f e i / ) , I 2 = m a x F ( ^ ? / ) , 

2 Х Г 1 X Y 

или, дважды используя метод штрафов, 

13) uQ= l im lim max L * (ж, w, C n , D n ) , 
где 

L / (я, ii, C\ Dn) ^u~Cn J min 0, F (ж, у) - a + 

+ |min(0 ,<p , ( s ,y ) ) | 2 

Метод (2) решения задачи (1) при q=2 был рассмотрен в [ 1 ] , а в [ 2 ] , 
[3] рассмотрен метод (3) для q=2. С использованием дифференцируемо-
сти подынтегральных выражений в функциях L2(x, и, Сп), L2*{x, и, Сп

1 Dn) 
в этих работах были получены оценки погрешности методов (2) и (3) 
решения задачи (1 ) 0 
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В настоящей статье получены оценки погрешности методов (2) и (3) 
при g = i . Исследованы методы (2) и (3) в задаче (1) при произвольном 
д > 1 и показано, что использование функций Lt (х, и, Сп), Li* (я, щ C n , Dn) 
является оптимальным (обеспечивает наилучшую сходимость согласна 
полученным оценкам). Аналогичные оценки были получены в [4] для 
решения задачи на максимин с распадающимися неременными (Y(x) = Y' 
для всех х^Х). 

2. Рассмотрим метод (2) решения задачи (1) . Введем обозначения, 

max L 4 (я, и, Сп) = L, (хп\ ип\ Сп), 
XX[Mi,M2] 

min F{xn\y)=F{xn\yn°) 

и докажем лемму. 
Л е м м а 1. При всех п>1 имеем 

(4) F{xn\ уп»)^и^ЬАхп\ в» 0 , Сп)<ип°. \ 

Действительно, 

u° = max min F(x,y)> mm F (xn\y)=F (xn\ yn°). ' 
x<=X yeY(x) y€=Y(x°n) 

Кроме того, 
u°= min F(x\y) 

yt=Y(x°) 

и, следовательно, u°^F(x°, у0) для всех y<^Y(xn°), т. е. 

u°=*u0-Cn F I min (0, F (ж0, y)-u°) \dy = 
Y(xP) 

= = =Li (я 0, u°, C n ) < L 4 (я я°, в п°, C w ) < в п ° . 
Лемма доказана. 

Предположим, что множество Y(x) является локально выпуклым те-
лом [ 3 ] , т. е. выполнено 

У с л о в и е 1. Найдутся такие а и 6°, что для произвольных х^Хх 

y^Y(x) существует круглый конус Оа(у) с вершиной в у и углом а 
(/-мерный круглый конус задается формулой х*+ . . . +х\_х =Xi2 tg2 а)г 

пересечение которого с шаром Оь°(у) радиуса 6° с центром в у целиком 
принадлежит Y(x): 

0,°(y)(]Oa(y)=0,a(y)^Y(x). 

Указанное условие накладывалось в [3] при получении оценок для метода 
(3) при q=2. 

В [1] при получении оценок погрешности метода (2) при q=2 накла­
дывалось другое условие регулярности. 

У с л о в и е Г. Найдутся такие С и 6°, что для произвольных х^Х, 
y^Y(x) при любом 6>0 , 6^6°, существует /-мерный куб со стороной б, 
целиком принадлежащий Y(х) (Q&(y)^Y(x)), для которого расстояние 
в Е1 от точки у до куба Q6 (у) не превосходит С б: 

р((?Лу), у)<С8. 

Если выполнено условие 1, то выполняется и условие 1'. Обратное, 
вообще говоря, неверно, хотя пример множества, для которого верно ус-
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ловие Г, а условие 1 не выполняется, является довольно нетривиальным. 
Поэтому в дальнейшем будем, следуя [3 ] , использовать условие 1. 

Условие 1, очевидно, выполняется в случае выпуклости множества 
Y(x) при всех х^Х. Еще один пример класса задач, для которых верно 
условие 1, дает 

У т в е р ж д е н и е . Пусть выполнены все условия задачи (1) при £=1, 
тв е. Y(x) = {y^Y, СРО, у)>0}, функции Ф(#, у) и дц(х, y)\dyh 

удовлетворяют условию Липшица по переменной y^Y равномерно по 
х^Х с константами L и & соответственно и д,ля всех х^Х, y^Y таких, 
что ф {х, у) =0, выполняются неравенства 

В этом случае задача 1 удовлетворяет условию регулярности 1. 
Это утверждение доказывается на основе теоремы о неявной функ­

ции [ 5 ] . 
Докажем теорему, в которой устанавливается оценка погрешности ме­

тода (2) для решения задачи (1) при q=l. 
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия задачи (1) , функция F(x, у) 

удовлетворяет по у условию Липшица с константой L равномерно по всем 
х^Х и выполнено условие 1. В этом случае верна оценка 

где 6°, а — из условия 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим 

По условию (1) , для всех 6>0 , б<б° , существует 06

а(уп°)<=F(хп°). 
Пусть a=un

0—F(xn

0, уп°). По лемме 1 имеем а>0. 
Введем множества 

ду(х, у) ду(х, у) 

дуг ду> 
> 0 . 

дщ>(х, у) 
дх{ 

> Р > 0 ViJ, 1</<Z. 

G={y^Q^{yn")\F{xn\ у)<ип

0}, 

И=={у^(Уп°)\Цу-Уп°\\<а}. 

Покажем, что H^G. Действительно, для всех у^Н 

un°-F(xn\ y)=un°-F(xn\ yn°)+F(xn\ уп*)-

~F{xn\ y)>a-L\\yn°-y\\>0. 

Таким образом, 

Т(Х) 
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I [F(xn

0,y)-un°)dy\ = J \mm{0,F(xn°, y)-un°) \dy • 

[F(xn°, I) —F(xn°, yn°) +F{xn\ yn°) -un°]dy > 

(L\\y-yn°l\-a)dy<v(l,a)8l J (6L^z-zn°\\-a)dz, 

П-II [ 0 , 1 ] . 
i = i 

'Последнее равенство следует из определения множеств Я, QJ(yn°) и из 
симметрии подынтегральной функции; v (Z, а) — отношение объема тела, 
ограниченного поверхностями y2Jr . . . +у*_г ^у? tg2 a, yf + .. . +z/I 2=i? 2, 
к объему 1-мерного шара yf+ . . . +yt

2=R2. 
Величину v(l, а) нетрудно вычислить для каждого конкретного I. 
Аналогично [ 1 ] получим 

1 [F{xn\y)-un

Q]dy^-v{l,a)mm\bl \ (a-bL\\z-zn%)dz\ 

П - Ц [ О , 1 ] . 

Здесь использовано то, что Если 

<5) а>1ЬЬ, 8<a/(lL), 
то 

J [ У)-u,:']dy=-v(Z, а)б<(а-Ш2), 
Н 

л следовательно, 

/ « = | | min (0, y ) - u B ° ) | d p > * 

y(Z, о с ) б г ( « - £ б / 2 ) . 

Использовав последнее неравенство, перепишем (4) в виде 

F(xn\ г , п

0 ) < и ° * £ в п ° - С М * , а)8'(а-Ь8/2), 

т. е. a>Cnv(h a)8'(a-L5/2). 
Обозначим Cn=Cnv{l, а). Итак, А^^БЧА-Ь'Б/г), или я(1-С"Б Г )> 

>{-U81+\/2)Vn. Пусть 

(6) 1-С"б г <0. 

В этом случае можем записать a(Cn8'—l)<(L8l+l/2)Cn и 

(7) a<CnL8l+l/[2(Cn8l-t)]. 

Воспользуемся неравенством (5 ) : 

lL8<CnL8l+1/[2(Cn8'-i)], 
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т. е. 81Сп (21-1)^21. Положим 8= {21/\Cn(2l-l)]}i/l, Таким образом, 
б удовлетворяет неравенству ( 6 ) и, кроме того, найдется такой номер п01 

что для всех п, п>п0({Сп}, Z, 6°), будет 

21 У п Г 21 V / l

 с 0 ) 

Подставив б в (7) , получим 

21 
а<Ы\ 

•v(l, a)Cn(2i-i) 
Итак, при сделанных предположениях существует такой номер. 

щ( {Сп}, I, б°), начиная с которого 

г 21 1 1 / 1 

L i;(Z,a)C»(2Z-l)U 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. При использовании функции Li(х, и, Сп) погрешность метода-
штрафов (2) для решения задачи (1) составляет 0 ( 1 / С п ) а при использовании 
Li(x, к, Сп)п составляет 0(l/Cn)i/(<l+ih Таким образом, использование функции: 
Li(x, и, Сп) обеспечивает более высокую скорость сходимости. 

3 . Исследуем погрешность метода (3) для решения задачи (1) . Пред­
положим, что задача (1) удовлетворяет следующему условию регулярно­
сти, дополняющему условие 1. 

У с л о в и е 2 (см. [6J). Существуют р, б > 0 такие, что для всех х^Х' 
и всех y^[V&(Y (x))\Y (х)} П7 справедливо неравенство 

m i n <Pi(x,y)<-$p(y, Y(x)). 

Введем функцию 

ф ( х , | / ) = min yi{x,y). 

Условие 2 означает, что в окрестности множества Y (х) фудкцият 
ф(х, у) уйывает быстрее, чем некоторая линейная функция от расстояния 
до множества Y(x). 

Можно показать, что если задача (1) удовлетворяет условиям нашего-
утверждения (см. п. 2) , то верно условие регулярности 2, 

Следующая лемма устанавливает связь между погрешностями мето­
дов (2) и (3) в задаче 1 для всех q^i. 

Л е м м а 2. Пусть выполнено условие регулярности 2. Тогда для. всех; 
{Сп}, { D n } - > 0 , (х, и)^ХХ[Ми Ж 2 ] , q^l имеем 

m a x Lq*(x,u,Cn,Dn)-u° 
(x,u)f=XX[Mi,M2] 

max 1 max _ y v . , _ , 
( x , M ) e I X [ M i ! M 2 ] ^ 

К 1 
Lq{x,u,C«)-u\ — ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как было показано в [ 2 ] , 
го 

max min JV (ж, у) + Dn Ĵ j j min (0, фг- (х1 у)) |2 J = 
Х(=Х у е У i = = i 

max L q ° (х, г г ,С п , / ) п ) . 
( x s « ) e X X [ M i s M 2 ] 
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Кроме того, поскольку задача удовлетворяет условию регулярности 2, то, 
•.согласно [ 4 ] , 

т 

B 0 - | L S £ m a x m m [ F{x,y)+Dn^ |min(0,q>< (*,?/)) | 2 ] , 

аде Ж — константа, зависящая от L7 L\ р и { D n } e ^ 
-Комбинируя эти неравенства, имеем 

К 
и°~ — ^ max L / ( x , в, С\ Dn). 

^ ' ( x , u ) e I X [ M i , M 2 ] 

Согласно [ 4 ] , • 
и0 ̂  max Lq(x\u,Cn). 

Заметим, что для всех (х, и)^XX[MU М2], С п , D n •' будет 
W (х, и, Сп, Dn)<:Lq(x, щ Сп). Действительно, 

W(Х, и, Сп, Вп) = и-Сп| MIN(o,F(x,y)-u+ 

• Dn 2^ I MIN 
г = 1 

( 0 , ф , ( а , » ) ) Г ) dy = 

Y(x) Y\Y(x) 

-=u-Cn J \mm(0,F(x,y)-u)\(idy-Cn J min( 0, F(x, -

) —u+Dn 7 , J MIN (0, ф г (x, i/) ^ 

=Lg (x, и, C n ) — Cn j MIN 
Y\Y(x) 

+ Dn 7_j I MIN (0 ,<P* (* , ! / ) ) I" ) 

Таким образом, 

или 

К 
и max W(x,u, Сп, Dn)^ 

DV (x,u)^XX[Mi,M2] 

^ max Lq(x, zz, C n ) , 
(х ,«)е1Х[М ) ,М2] 

I MAX 1 , 9 * ( ж , и , С я , 1 ) п ) - и 0 | < 
(X,li)ElX[M|,M2] 

f JO 
< max J max Lq (x, и, C n ) —и 0 , —J. 

" (x,m)6IX[Mi ,M 2] 

Лемма 2 для всех g > l позволяет выразить погрешность метода (3) 
для решения задачи (1) через погрешность метода (2) . На основе [1] по­
дучим оценку сходимости метода (3) при q=2, аналогичную оценке из [2 ] . 
Итак, верна 
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Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия регулярности 1, 2. Тогда 

| max L2'(x,u,Cn,Dn)-u0\^ 
( x , u ) e = X X [ M i 3 M 2 ] 

где G=*2(LL*)l/{l+1\ U=L max (С//, 1) , б°, С —из условия 1. 

З а м е ч а н и е 2. В [2 ] получена оценка 

| max £ 2 * (о:, и, С», Я») - » ° j < 
(x ,u )eXXtMi ! M 2 ] 

£ 2 ' / ^ ~ 1 > ( £ + Z ) n £ 1 ) < / < < + 1 > 
. max"" И — , 

Dn (cny/(i+i) 

Предположим, что штрафные константы С'\ Dn согласованы между собой следую­
щим образом: Сп= (D11) % > 0 . Согласно [ 4 ] , такая связь штрафных констант 
позволяет перейти в соотношении (3) от повторного предела к двойному. В этом., 
случае 

| max L2*(х, it, Сп, Dn)-u°\ = 
{x,u)eXXlMi,M2J 

= m a x ( 0 ( ( £ > ) ~ 1 / ( I + 5 0 ) , 0((Cn)-[ Z/u+-/)3/(z+i))) 

жри всех 0 < % < 1 . 1 

Погрешность минимальна при 

i % 1 ' ..: 
1 + % 1 + % Z+1 

т. е. при x=l+i, ж равна 

| max W (х, и, 0 \ Dn) ~и° | = (Сп)-i/(2z+i)e 

(X,U)<=XX [Mi,M2] 

Таким образом, при дополнительных по сравнению с [2 ] условиях регулярно­
сти 1' получена более точная оценка погрешности метода (3) для задачи (1) при 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия регулярности 1, 2. Тогда для 
всех п^п°(6°) имеем 

| max Lt*(x, u,Cn,Dn)-u°\^ 
(x,u)eaXX[Mi,M2] 

•. max 
4 ? » ' \ v ( l a ) C n ( 2 l - i ) < 

(6°, а — из условия 1) . 
З а м е ч а н и е 3. Легко видеть, что при Сп = (D11)1+% будет 

| max [Li*(x, и,Сп,Dn)-~и°]\< 
(x,u)GXXiMl,MzI 

< mzx(0({Cn)~ini+*))i о ( ( С п ) ) =0((О)1+х)), 

т. е, при %<1 использование д = 1 обеспечивает более высокую скорость сходимости 
по сравнению с q=2. 

В [1] —[3] был рассмотрен случай д=2 . Это ограничение является 
существенным только в [1] при оценке сходимости метода (2) , 

Следующая теорема дает оценку погрешности метода (3) для задачи: 
(1) при произвольном i < g < 2 . 
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Т е о р е м а 4. Предположим? что в задаче 1 верно условие регуляр­
ности 20 В этом случае 

| max Lq(S, u,C\Dn)-u°\^ 

I x 2{l+q~2)/il+q~i) (L+DnLi)l/{l+q~i) 

1П 8 Y I _ _ _ _ _ • j • — — ^ — ^ ^ ^ . ^ . s ^ ^ I D n ' ^nyi/(^ + g - l ) 

где К — константа, зависящая от L, L\ {Dn}, P. 
Теорема 4 доказывается аналогично соответствующей теореме из [ 2 ] . 
С л е д с т в и е . Предположим, что Cn=(Dn)l+%„ В этом случае 

| max Lq'(x,u,Cn,Dn)-u°\-+0, 
( x , u ) e I X [ M i , M 2 ] 

.причем 
I max Lq (x, и , C \ D n ) - u ° \ = 0 ( ( C n ) ~ T ) , 

( x ) « ) e I X [ M i ! M 2 ] 

:где 

= m i n ( _ i _ , U__L1 * ) 
лри достаточно малых %. 

З а м е ч а н и е 4. Таким образом, погрешность метода (3) для задачи (1) мо­
нотонно растет с увеличением д. 

Естественно предположить, что при всех 1 < д < 2 погрешность метода 
(2) для задачи (1) составит 

(8) | max Lq(х, щ Сп)-и0 \ = 0 ( ( С п ) . 
(.х,гг)еХХ[М 1 5 М2] 

Получение этого соотношения позволило бы улучшить оценку сходимости 
для метода (3) из теоремы 4. Поэтому есть основания считать ее неточ­
ной. Строго говоря, нельзя утверждать, что случай д=1 является опти­
мальным, хотя, как следует из теорем 1—3, случай q=l предпочтитель­
нее случая q=2. Однако доказательство (8) слишком громоздко и вы­
ходит за рамки данной работы, ограниченной случаем д=1 , 2 как наи­
более употребительным на практике. 
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