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ИЗМЕНЕНИЕ ЖОРДАНОВОИ СТРУКТУРЫ
G-САМОСОПРЯЖЁННЫХ ОПЕРАТОРОВ И САМОСОПРЯЖЁННЫХ

ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ ПРИ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ

Рассматривается задача об изменении длин жордановых цепочек при
переходе от Go-самосопряжённого оператора Аа к G-самосопряжённому
оператору А, если величина \\А—ЛоН + IIG—Goll достаточно мала. Выясня-
ется роль, которую играют при этом так называемые знаковые характе-
ристики. Полученные результаты переносятся на малые возмущения го-
ломорфных самосопряжённых оператор-функций.

Введение

В работах [1—3] было получено описание возможной области изме-
нения длин жордановых цепочек линейных операторов и голоморфных
оператор-функций при малых возмущениях. В этой работе аналогичные
задачи рассматриваются в классах G-самосопряжённых операторов и
самосопряжённых голоморфных оператор-функций (о. ф.).

Для описания основных результатов введём некоторые обозначения
(подробности см. в § 1—3). Пусть 3 — гильбертово пространство и
L(3) —множество всех линейных операторов в 3- Если Яо— изолиро-
ванное фредгольмовское собственное значение (с. з.) оператора А, то
через тпДЛДо) ( i = l , . . . , г=сПтКег(Л—ко1)) обозначим длины соот-
ветствующих жордановых цепочек (частичные кратности), занумеро-
ванные в порядке невозрастания. Для удобства положим пг{(А,Х0)=0
при i>r. Ограниченную область й (<=С) назовём нормальной для опе-
ратора Л е Ь ( З ) , если на её границе нет точек спектра А, а весь спектр
А в Q состоит из конечного числа фредгольмовских с. з. {^}Д Положим
в этом случае

Если м={М(}1°°, v={vi}l

c° — две невозрастающие финитные последо-
вательности целых неотрицательных чисел и выполняются соотношения

то будем писать
В [1—3] было показано, что

{т,(Л0, 0)}<{т,(Л, Q)} (0.1)

для любого оператора А, достаточно близкого к Ао. Была доказана так-
же обратная теорема: если оператор Ло имеет в Q единственное с. з. Ка

(общий случай легко сводится к этому) и если заданы натуральное чис-
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л о р и невозрастающие последовательности {щ}7=\ ( / = 1, • • •, р) такие,
что

{гщ(А0,

то в любой окрестности оператора Ао найдётся оператор А, который
имеет в Й ровно р с. з. {А.;}Л причём тг(А, К>)=т{}'.

Мы рассматриваем задачу об изменении частичных кратностей для
случая, когда исходный оператор Ло является G^-самосопряжённым (т. е.
G0A0=A(>"G0, где G o — обратимый самосопряжённый оператор), а возму-
щённый оператор А является G-самосопряжённым. При решении этой
задачи весьма существенным является то обстоятельство, что жорданов
базис, отвечающий с. з. "к0, G-самосопряжённого оператора А можно вы-
брать так, чтобы каждой цепочке был приписан определённый знак.
Иными словами, каждой частичной кратности т{(А,к0) ставится в со-
ответствие число Ег(А, GДо) = ± 1 , называемое знаковой характеристи-
кой (определение знаковой характеристики приведено в § 2; см. также
[4,5]).

В § 2 доказан следующий результат, устанавливающий связь между
изменением частичных кратностей и знаковых характеристик при малых
возмущениях (теорема 2.2). Пусть й — область, нормальная для G-са-
мосопряжённого оператора Ао. Если А является G-самосопряжённым
оператором и \\А—>1O|| + | |G—Go | | достаточно мала, то

к
Ia k (A, G, Й) — ak(Ао, Go, Й) | < ^ ( m { A , Й ) - щ ( Л о > Q)), k = 1, 2 , . . . , (0,2)

i=i

где ah(A,G,Q) —сумма знаковых характеристик всех жордановых це-
почек нечётной длины с номером, не превосходящим k, отвечающих ве-
щественным с. з. из Й. Заметим, что правые части неравенств (0.2) не-
отрицательны в силу (0.1).

В этом же параграфе приводятся некоторые аналоги неравенств (0.2)
для цепочек чётной длины. Отметим, что доказательства результатов § 2
основаны на полученных в § 1 утверждениях об изменении линейных
оболочек нескольких первых жордановых цепочек оператора при его
малом возмущении (напомним, что цепочки нумеруются в порядке не-
возрастания их длин).

В § 3 получены аналоги результатов § 2 для самосопряжённых голо-
морфных оператор-функций. При этом частичные кратности понимаются
в смысле М.. В. Келдыша [6], а знаковые характеристики — в смысле
А. Г. Костюченко и А. А. Шкаликова [7].

В § 4—6 рассматриваются обратные задачи, т. е. отыскиваются огра-
ничения на числа т{/ ( t = l , 2 , . . . ; / = 1 , . . . , р ) , при которых в любой
окрестности G-самосопряжённого оператора Ао найдётся G-самосопря-
жённый оператор А, имеющий в Й р с. з. {Xt}ip, причём тг(А,Х,)=т^'
(в некоторых случаях эта задача видоизменяется, о чём будет сказано
ниже).

Самым простым является рассматриваемый в § 4 случай, когда об-
ласть й не содержит вещественных точек спектра оператора Ао. Если
при этом она не содержит также ни одной пары сопряжённых точек
спектра, то в нашей задаче не появляется никаких дополнительных огра-
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ничений по сравнению с работами [1—3] (хотя методы доказательств
другие).

В § 5 изучается случай вещественного спектра, но при этом отыски-
ваются ограничения не на частичные кратности /и,(ЛД,), а на суммар-
ные величины тщ(А,п) (числа Гохберга — Касхука). Оказывается, что
и здесь не приходится налагать на эти числа никаких других ограниче-
ний, кроме (0.1).

С другой стороны, результаты § 2 показывают, что при рассмотрении
нашей обратной задачи для самих частичных кратностей, отвечающих
вещественным с. з., могут возникнуть дополнительные ограничения. На-
пример, если одинаковы знаковые характеристики всех цепочек нечёт-
ной длины, отвечающих вещественным с. з. оператора Ло из области Й„
то в силу (0.2) у возмущённого оператора А количество цепочек нечёт-
ной длины, отвечающих вещественным с. з. из Q, будет не меньше, чем у
Ло. Некоторые результаты, относящиеся к этой (наиболее сложной) си-
туации, получены в § 6. Здесь предполагается, что операторы Ло и А
имеют в Q единственное с. з. Яо (XoeR). Показано, что неравенства

к
1т-<-т^Ао>'ко))> * = 1 , 2 . . . , (0.3)

где Y* (соответственно ч/)—количество нечётных чисел среди {/п,(Л0,
^o)}ift (соответственно {т{(А, X0)}ik), вместе с условием (0.1) являются
достаточными для того, чтобы в любой окрестности G-самосопряжённо-
го оператора Ао нашёлся G-самосопряжённый оператор А такой, что
тг(А,К0)=т/. В случае, когда для оператора Ло выполнено так назы-
ваемое знаковое условие [8], т. е. числа е,(Л0, G,X0) зависят только от
чётности чисел /п<(Л0)А,0), условия (0.3), очевидно, совпадают с (0.2),
и поэтому они вместе с условием (0.1) дают полное решение рассмат-
риваемой задачи.

Все результаты § 4—6 переносятся на самосопряжённые голоморф-
ные о. ф.

Для удобства все результаты, относящиеся к линейным операторам,
излагаются в случае конечномерного пространства. Общий случай сво-
дится к этому, если перейти к рассмотрению сужений операторов Л и Ло

на прямые суммы корневых подпространств, отвечающих с. з. из Q (эти
прямые суммы имеют одинаковые размерности, и их можно надлежа-
щим образом отождествить).

Основные результаты этой статьи анонсированы в [9].
Автор, пользуясь случаем, выражает глубокую благодарность

А. С. Маркусу за постановку задачи и полезные обсуждения.

§ 1. Изменение линейной оболочки жордановых цепочек
оператора при малом возмущении

1. Пусть 3i, Зг — гильбертовы пространства и L(3i, З2) —множество
всех линейных операторов, действующих из 3i в Зг- Вместо L(3, 3) бу-
дем писать L(3). В § 1—6 предполагается, что пространства, обозначае-
мые буквой 3 (с индексом или без него), являются конечномерными.

Обозначим через mi(A,'k)'^.. .^тТ(А,'к) порядки всех жордановых
клеток (частичные кратности) оператора A^L(S), отвечающие его
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с. з. X. Для удобства положим тг(А,К)=0 при i>r. Выберем некоторый
жорданов базис

ф{, i = 0, 1,..., т, — 1; / = 1 , . . . , г , (1.1)

в корневом подпространстве 52(АД), отвечающем числу X (т. е.
(Л—А,/)фо'=0, (А — XI) ф/ = ф{_ь причём векторы {<po

j}ir образуют базис
в собственном подпространстве (Кег(Л—XI)). Здесь /п,-=/п3(Л, Я),
r=d\mKev(A—Xl).

Для натурального & ( ^ г ) обозначим через @lh(A,X) линейную обо-
лочку векторов ф/ ( г = 0 , . . . , т,— 1; / = 1 , ...,&) и через Й?Й(Л, Я) — ли-
нейную оболочку всех остальных векторов из (1.1). При k~>r считаем

Если спектр а(А) оператора А в некоторой области Q ( с С ) состоит
из р различных с. з. {Хг}^, то положим

Л (Л, Q) = Я (A,XX) + • • • + Я (Л, *,„),
^ f e (Л, О) = ^ & (Л, ^ ) + • • • + J? (Л, Яр),
J?fc (Л, Q) = Ĵ ft (Л, ^ ) -f • • • + Яи (Л, Хд).

Заметим, что подпространства @lh{A,Q) и ^?4(Л,Й) определяются не-
однозначно и зависят от выбора жордановых базисов в подпространст-
вах 1%{А,к{) ( i = l , . . . , p ) . Говоря в дальнейшем о выборе подпро-
странств &Lh{A,u) или &h(A,Q) с некоторыми свойствами, мы будем
иметь в виду выбор жорданового базиса такого, что отвечающие ему
подпространства 52Й(Л,£2) и 3£h(A,Q) обладают этими свойствами. Оче-
видно, что при фиксированном жордановом базисе подпространства
{52*(Л, Q)}i°° (соответственно {&h{A, Q)}i°°) образуют возрастающую
(соответственно убывающую) цепочку, т. е. 3t(A, Q)a&h+i(A, Q)

Р

(&k+l(A, Q)cz&h(A, Q)). Числа т{(А, Q)=^tm(A, %j) называются чис-

лами Гохберга — Касхука оператора Л в области Q.
Область Q ( с С ) назовём нормальной для оператора As=L(3), если

её граница <3Q, состоящая из конечного числа простых замкнутых спрям-
ляемых кривых, не содержит точек спектра оператора Л.

Для подпространств 91 и Ш пространства 3 положим

%(Ш, Щ = max min \x — y\\.

Симметризованная величина 0(91,2ft)=max{f60(9l, ЗЛ), Э0(Ш1,91)} хорошо
известна и называется раствором подпространств 31 и SW. Она совпадает
с нормой разности ортогональных проекторов на эти подпространства.
Величину 0О(Э1, 9И) можно назвать полураствором подпространств Э1 и 2И.

Подпространство 91сЗ называется инвариантным относительно опе-
ратора Л (А-инвариантным) если Л91сЭ1. Через Л|Э1 обозначим сужение
оператора Л на Л-инвариантное подпространство 91.

Если пространство 3 представляется в виде прямой суммы подпро-
странств 3i, • • •, 3m, то оператор Л е ! ( 3 ) удобно записывать в виде опе-
раторной матрицы Л = ( Л ч ) и = 1 т, где Ae<=L(3i, 3i)-

2. ЛЕММА 1.1. Пусть Х0 — с.з. оператораЛеЬ(З). Для произвольных
чисел е>0, ^ e N и любых q векторов {tyh}iq из М(А,Х0) можно выбрать
цепочку подпространств {S2s(A,A0)}i°° так, что найдутся векторы ф^е
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, Яо) (k=l,..., q), удовлетворяющие неравенствам

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что доказательство достаточно про-
вести для случая, когда <7<r=dim Кег(А—Я*/).

Искомый жорданов базис построим с помощью q шагов. Пусть {flk}
(i=0,l,...,nij—1; / = l , . . . , r ; k=0,. .., q)—жордановы базисы в
М(А,Хо), первый из которых {f'i0} произволен, а каждый из остальных
связан с предыдущим следующим образом. Для натурального s^[l,q]
рассмотрим подпространства Я'~1(А,%0) и 52,_,(ЛД0), отвечающие жор-
данову базису {A',s_i}. Пусть ipe=i|>.1+1l>»2 — разложение вектора fs, от-
вечающее разложению подпространства 91{А, Хо) в прямую сумму под-
пространств 31'-' (А, л0) и зг.-^ЛДо). Базис {//s} получается из {fl^)
заменой жордановой цепочки {/ts-i}iJii оператора А цепочкой

Гь = S s / U + (А - \I)ms ~'~\j& i = 0 ms - 1. (1.2)

При этом положительное число б„ удовлетворяющее условию

выбирается так, чтобы первый вектор fos цепочки (1.2) не входил в ли-
нейную оболочку собственных векторов fis-i {r^s) из остальных цепо-
чек. Так как i|)s

2eS2s_i(.A,A,0), то отсюда вытекает, что система векторов
{Pis} является жордановым базисом в 52(АД0). Из неравенств (1.3) вы-
текает, что векторы ф/г == -фи -f- fmk-i,q (k=l,..., q\ тк=гпк(А, Ко)) удов-
летворяют утверждениям леммы.

ТЕОРЕМА 1.2. Пусть Q—область, нормальная для оператора

i4 0 eL(3), и выбрана некоторая цепочка подпространств {52*(ЛО, Q)}i°°.
Существует число К>0 такое, что для каждого оператора Л е £ ( 3 ) мож-

но выбрать цепочку подпространств {St (Л, Q)}!°°, удовлетворяющую не-

равенствам
— Л„||, £ = 1 , 2 , . . . (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим вначале, что Q=C и что опе-
ратор Л, имеет лишь одно с. з. Яо, при этом без ограничения общности
можно считать, что Я0=0. Пусть подпространства {^?*(Л0, 0)}!00 отвечают
жорданову базису /у ( t = 0 , . . . , т{—\; /=1„ ..., г) оператора Ло

и {h}iv — полный набор различных с. з. оператора Л. Пусть fmi-i =
= % i + " . • • + %1Р (/= h •• -, г) — разложение вектора fmri по прямой
сумме подпространств М(А,Х1)+- • .+5?(ЛД Р ) . Согласно лемме 1.1 для
любого 6 > 0 МОЖНО выбрать цепочку подпространств {J?'(Л, Яг)}/̂ =1 т а "
кую, что найдутся векторы %i^^(A, Я;) (/=1, •••,''; 1=1,... ,р), удов-
летворяющие неравенствам

ll<Pii—tiilKfi. (1.5)

Положим №(А, С)=5г)'(ЛД1)4-. • -h&(A,W (/= 1»2,...). Очевидно, что

( Р | \

2 "ф/ г (i=0 rrij—l) принадлежат подпро-

странству Я'(А,С) ( / = 1 , . . . ,/•). Кроме того, так как число б в (1.5)
5 Серия математическаля, № 5 1025



можно считать сколь угодно малым, то имеют место неравенства

причём число /С4>0 зависит только от исходного жорданова базиса {f/}
оператора Л„. Таким образом, для случая, когда спектр оператора А*
состоит из одной точки, теорема доказана.

Перейдём теперь к общему случаю. Пусть {Я;} i — все различные с. з.
оператора Ао, лежащие в Q. Выберем открытые кружки G, ( е й ) с цен-
трами в точках Xi (1=1, • • •, t) столь малых радиусов, что Ghf]Gi=0 при
кф1. Как известно, найдётся положительное число е такое, что при усло-
вии \\А—-40||<е у операторов Л и Л, совпадают суммы кратностей с. з.,
лежащих в G, (/=1, . . . , / )- Легко видеть, что неравенства (1.4) доста-
точно установить только для таких операторов А, так как всегда
60 (К, 2R) < 1 (91, SDJ<=3) • Рассмотрим оператор

S = / - 2 ( Р ' (Ло) - Pi (A)) -Pi (Ao),

где

Pt(A) = —
2л i

— риссовский проектор на подпространство 52 (Л, G,) (проектор Pt(A0)
определяется аналогично).

Нетрудно показать, что существует зависящее только от оператора
4о и кругов d число /Ci>0 такое, что

«/-SIK./CJIX-A.II. (1.6)

Легко проверить также, что в силу равенства 32(Л0, A,i)=02(S~MS, G,)
"з установленного в первой части доказательства вытекает, что можно
выбрать цепочку подпространств {Mk(S~1ASt G<)}"=i таким образом,
чтобы при k=\, 2 , . . . ; 1=1,... ,t выполнялись неравенства

Эо {Мк (Ао, Я,,), Як (S-iAS, Gi)) К К21 (S-iAS - Ао) \ Я (Ло, К,) ||, (1.7}

где /С2>0 зависит только от оператора Л„. Положим

J? (A, Q)=S {Jt (S-MS, Gj) + • • • + Лк (S-MS, Gt)).

Как легко видеть,

90 (Лк (Л0) Q), Як (A, Q)) < 90 (Jt (Ao, Q), fe

Отсюда и из неравенств (1.7), (1.6) с учётом очевидного соотношения
60(Э1, S31) ^ | | / — S | | вытекает, что подпространства {9t(A, Q>)}Y°° удов-
летворяют неравенствам (1.4). Теорема доказана.

3. Следующая теорема является обобщением хорошо известной (и
вытекающей из неравенства (1.6)) оценки величины 9(5?(Л0, Q)>
3i(A,Q)) через ||Л—Л„||.

ТЕОРЕМА 1.3. £сли в теореме 1.2 для оператора Л е £ ( 3 ) «ры кеко-
тором k^N выполняется равенство

k и

% пи (А, Й) = 2 т ' ( Л о - ^ ) .
1 = 1 i=i
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то в k-ом из неравенств (1.4) 80 можно заменить на 6. В этом случае
можно также считать, что подпространство Лк{А, Q) удовлетворяет не-
равенству

Л , п),@ь(А, Q))<^K\\A—A0\\. (1.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение очевидно, так как
е0 (91, Ш) = 0 (% Ш) при dim*W=dim9J. Далее, согласно теореме 1.2 можно
•считать, что подпространства SLh{A,Q) и 52(A,Q) удовлетворяют нера-
венствам

6 (Як (Ао, Q), J? (A, О)) < Кг || А - Ао ||,
9 {Я (Ло, Q), ДО, Q)) < Кг || Л - Ао ||.

Нетрудно подобрать обратимый оператор T e L ( 3 ) , переводящий под-
пространства 9Lh(A0, Q) и 52(А,Й) соответственно в подпространства
Mh(A, Q) и 5?(Л, Q) и удовлетворяющий неравенству

-А0\\, (1.9)

где число /<2>0 зависит только от оператора Ло. Легко убедиться, что
оператор Ai=T~iAT удовлетворяет следующим равенствам: ^?(Л0, Q) =
=5?(Л,, Q), 52fe(A0, О)=5?*(ЛЬ Q). Пусть Аа и ^ — сужения операторов
Л о и А, на подпространство 5?(A0)Q). Запишем матрицы операторов Жо

и At относительно разложения подпространства 52(Ао, Q) в прямую сум-
му подпространств 5?к(Л0, Q) и 52ц(Л0, Q):

л0 = fл" ° V л, = f
Поскольку подпространство 52" (J^j, Q) (=Mh(A0, Q)) обладает ^-инва-
риантным дополнением, то оператор JT, можно привести к диагонально-
тму виду. Легко видеть, что это приведение можно осуществить с по-
мощью оператора подобия

причём X оказывается решением уравнения BltX—XBz2=Bi2. Рассмот-
рим трансформаторы Q(X)=AiXX—ХА2 2 и R(X)=BltX—Х522, дейст-
вующие в пространстве L(5?V(AO, Q), 5йк(Л0, Q)). Из [10, с. 202—203] вы-
текает, что размерности ядер этих трансформаторов совпадают и равны

ао

k V пг,(А0, £1). Поэтому для всех А, достаточно близких к Ло (а тео-
i—k-vi

рему достаточно доказать только для таких Л), уравнение R(Z) = Y
(если оно разрешимо) имеет решение Z такое, что ||2||^/Сз11^11, где
Кз>0 зависит только от ЛО. В частности, можно считать, что

Ш</С.11Я,,||. (1.11)

Расширим оператор 5 на всё пространство 3. положив его равным
тождественному оператору на подпространстве 5?(Л0, С \ Й ) . Из (1.10)
и (1.11) вытекает, что оператор S удовлетворяет неравенству

A-i4,| | . (1.12)

Так как величина ||Л—Ао\\ достаточно мала, то в силу (1.9) и (1.12)
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можно считать, что операторы Г и S обратимы. Кроме того, легко ви-
деть, что

Полагая &"(А, Q)=TS{&h{Aa, Я)) и ЯЛА, Q) = 7\S(#»(i40, Q)), с по-
мощью (1.9) и (1.12) убеждаемся в справедливости равенства (1.8).
Теорема доказана.

§ 2. Изменение знаковых характеристик и частичных кратностей
G-самосопряжённого оператора при малом возмущении

1. Будем рассматривать в 3 наряду с обычным скалярным произве-
дением (•, •) также индефинитное скалярное произведение

[x,y] = (Gx,y), Х,УЕЕЗ,

заданное с помощью обратимого самосопряжённого оператора
Теория пространств с индефинитной метрикой и линейных операторов в.
таких пространствах изложена во многих книгах (см., например, [4, 5„
11]). Здесь мы только напомним основные определения.

С помощью скалярного произведения [ •, • ] естественно определяется
G-ортогональность векторов и подпространств.

Подпространство 91сЗ называется G-вырожденным, если найдётся
ненулевой вектор хе91, G-ортогональный всему подпространству 91. Если
подпространство й не содержит таких векторов, то оно называется G-не-
вырожденным. Оператор Л e L ( 3 ) называется G-самосопряжённым, если
равенство [Ах,у] = [х,Ау] выполняется для всех векторов x,y^S, или
же, другими словами, справедливо тождество GA=A*G. Из последнего
соотношения вытекает, что спектр оператора А симметричен относитель-
но вещественной оси, и, более того, Шг(А,Х)=т{(А,Х) ( f = l , 2 , . . . ) , где
Х<ЕЕО(А).

Если А, — вещественное с. з. G-самосопряжённого оператора Л е Ц З ) ,
то согласно [4, п. 28.1] (см. также [5, теорема 1.3.3]) в корневом под-
пространстве Я (Л, X) оператора Л, отвечающем числу X, можно выбрать
жорданов базис ср/ ( t=0, . . . , т,—1; / = 1 , . . . , г) оператора Л такой, что.
для некоторых чисел е,(Л, G,A)=±1 ( / = l , . . . , r ) имеем [фД<р„!] =
=Ej(A, G,X), если /=/ и i + k=mj-, [ц>/,ц>к']=0 во всех остальных случаях.
Числа Ej{A,G,X) называются знаковыми характеристиками G-самосо-
пряжённого оператора Л, отвечающими его с. з. A^R, и определяются
с точностью до порядка нумерации тех из них, которым соответствуют
одинаковые частичные кратности тп^А,Х). Если же X — невещественное
с. з. оператора Л, то можно выбрать жордановы базисы ср/ и г|}/ (J=0, . . .
. . . , т.,— 1; / = 1 , . . ., г) в подпространствах $2(Л, X) и 5?(Л, X) соответст-
венно такие, что [срЛфл

!] = 1, если j=l и i + k=m{, и [<рД ф^]=0 во всех
остальных случаях.

Представим пространство 3 в виде прямой суммы:

3«= •#!+•.. +^5, (2.1)
где каждое из слагаемых является либо корневым подпространством
оператора Л, отвечающим его вещественному с. з., либо суммой его кор-
невых подпространств, отвечающих паре сопряжённых невещественных
с. з. Объединив жордановы базисы, выбранные в каждом из под-
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пространств 52,- ( t = l , . . . , s), способом, указанным выше, получим жор-
данов базис G-самосопряжённого оператора А, который мы будем на-
зывать его G-нормальным базисом.

2. ЛЕММА 2.1. Пусть заданы G-самосопряжённый оператор Ле1ДЗ}
и обладающее А-инвариантным дополнением подпространство 8 с З , ко-
торое само является А-инвариантным. Предположим также, что опера-
тор А | й подобен своему сопряжённому. Каково бы ни было положитель~
ное число е, найдётся G-невырожденное А-инвариантное подпространств
во <3c=3i обладающее свойством

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим разложение (2.1) пространства1

3 и положим 8;=8Г$& ( i = l , . . . , s ) . Легко видеть, что подпространство-
8 разлагается в прямую сумму G-ортогональных Л-инвариантных под-
простарнств: fi=Si-f-. ..-+-&«• Пусть 9it — корневое подпространство опе-
ратора А, отвечающее его вещественному с. з. А,,-. Обозначим через 91/
линейную оболочку векторов одной из цепочек {gj}i* какого-нибудь
жорданова базиса оператора А\$ц и через ЗИ/ —линейную оболочку
всех остальных векторов этого базиса. Если 91/ является G-невырожден-
ным подпространством, то полагаем 9^=91/, в противном случае счита-
ем 9ti линейной оболочкой векторов {gj+8fj}i*, где б>0, a {̂ }i* — какая-
нибудь цепочка длины t из какого-нибудь G-нормального базиса в
&(A,ki). Существование такой цепочки вытекает из наличия Л-инва-
риантного прямого дополнения у подпространства 8. Если бы под-
пространство 914 было G-вырожденным, то в силу G-самосопряжённости
оператора А его собственный вектор gi+ftfi (e9l4) был бы в этом случае
G-ортогонален подпространству %. Так как [fi,/(] = ± l , то [g!+8fly

gt + SfA^O при достаточно малых б, и поэтому можно считать, что SRt

является G-невырожденным Л-инвариантным подпространством. Поло-
жим Й4'=911+9ЭТ/. Легко видеть, что за счёт выбора б величину 8(#,-, 8,')
можно сделать сколь угодно малой.

Обозначим через S34 множество всех векторов из SU, G-ортогональ-
ных подпространству %. Хорошо известно, что при переходе от под-
пространства 9}i к подпространству S9d сохраняется свойство быть G-не-
вырожденным и Л-инвариантным подпространством. Положим ПЯ1=Й<1П
n®i. Действуем далее в подпространстве ЗИ± точно так же, как мы дейст-
вовали в подпространстве 8,-: выбираем некоторую цепочку из произ-
вольного жорданова базиса оператора Л|ЗЛЬ рассматриваем, при необ-
ходимости, её возмущение с помощью цепочки той же длины из неко-
торого G-нормального базиса оператора Л |S3t и продолжаем этот
процесс, пока не построим G-невырожденное Л-инвариантное под-
пространство @j=8i9 (<7=сИт(Кег(Л—Я,,/)П8.)), причём число 0(й„ ®()<
можно считать сколь угодно малым.

Сходным образом доказывается существование такого подпростран-
ства 6 | И в случае, когда М\ представляет собой прямую сумму двух кор-
невых подпространств, отвечающих комплексно сопряжённым с. з. Поло-
жим ©=©!-}-. . .-j-<3s. Очевидно, что подпространство @ обладает всеми:
требуемыми свойствами. Лемма доказана.

3. Пусть К — вещественное с. з. G-самосопряжённого оператора-
Л е Ь ( З ) . Обозначим через ah(A, G,X) (соответственно р*(Л, G,K)) сум-
му чисел e.i(A, G, X), отвечающих нечётным (соответственно чётным и
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не равным нулю) числам среди {т г (ЛД)}Д Очевидно, что числа
та* (Л, G, X) и рА(Л, G, X) зависят от выбора нумерации чисел et(A, G, X)
и поэтому определяются неоднозначно. Тем не менее, если при некото-
ром k справедливо неравенство mk+l(A,X)>mh(A, X), то числа ak(A, G,X)
и рь(Л, G,X) определяются единственным образом. Если среди с. з. опе-
ратора Л, лежащих в области Q ( с С ) , содержится п вещественных
{Я;} А ТО ПОЛОЖИМ

п

ак (Л, G, Q) = ^ ak (A, G, X/).

И наконец, если £2 вообще не содержит вещественных с. з. оператора Л,
то будем считать ah(A, G, Q)=0.

ТЕОРЕМА 2.2. Пусть Q — область, нормальная для Go-самосопря-
жённого оператора Л о е1,(3). Предположим также, что зафиксирован
порядок нумерации знаковых характеристик вещественных с. з. опера-
тора Ло, лежащих в Q. Тогда существует число б > 0 такое, что для лю-
бого самосопряжённого оператора G<=L(3) и любого G-самосопряжён-
мого оператора Л с Ь ( З ) при условии \\А—J4J + | | G — G o | | < 6 нумерация
знаковых характеристик вещественных с. з. оператора А, лежащих в Q,
может быть осуществлена таким образом, чтобы выполнялись неравен-
ства

J ah (A, G, Q) — ak (Ло, Go, Q) | < 2 (.Щ (Л, Q) - т, (Ло, Q)), ft = 1, 2, . . .

(2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, теорему достаточно доказать для
случая, когда Q не содержит невещественного спектра оператора Ло.
ТТусть цепочка подпространств {^?"(Л0, Q)}i°° отвечает некоторому
G-нормальному базису в 5?(Л9, Q). Согласно теореме 1.2 для любого
е > 0 найдётся б>0 такое, что можно выбрать цепочку подпространств
ЩН(А, £2)}i°°, обладающую свойством

ео(5?"(Ло, Q), &h(A, Q ) ) < e , ft=l,2,... (2.3)

Т1ри этом из леммы 2.1 вытекает, что подпространства Й?*(Л, Q) (k=
= 1,2,...) можно считать G-невырожденными, или, другими словами,
что цепочка {£%h(A, Q)}!°° отвечает некоторому G-нормальному базису
в Я(А, Q). Из [4, с. 323] вытекают следующие равенства:

ah{A0, G0,Q)=sig[Pk(A(l)G0\&k(Al>,Q)],
(2.4)

ак(А, G,Q)=sig[Pk(A)G\Mk(A,Q)],

где Ph(A0) (соответственно Рк(А)) —ортогональный проектор на под-
шространство Як{А0, Q) (соответственно 5?*(Л, Q)), а через sig Я обозна-
чается разность между числом положительных и отрицательных с. з.
самосопряжённого оператора Я (сигнатура Н). Из (2.3) вытекает, что

•существуют подпространства 5?"с=5?'!(Л, Q) (k=\,2, ...) такие, что
•в(ЗР(А0, Q),02*)<e ( f t=l ,2, . . . ) , и поэтому dim5P=dim &"(A0, Q); Чис-
ло б можно считать настолько малым, что выполняются равенства

sig[Pk(Aa)G0\^"(A0,Q)]=sig[PhG\^.k], ft=l,2,..., (2.5)

:где Ph — ортогональный проектор на подпространство 9t. Оператор
.Pk(A)G\3t(A,Q) имеет не меньше положительных с. з. (с учётом крат-
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ностей), чем оператор PkG\&" (см., например, [12, гл. 3, задача 238])_
Аналогичное утверждение справедливо и для отрицательных с. з. этих:
операторов. Поэтому

\slg[Ph(A)G\%h(A, Q) ]-sig[PAG| <%*] | ^dim 9t(A, Q)—dim Я\
A = l , 2 , . . .

Отсюда, с учётом (2.4), (2.5) и того, что

dim Mk (A, Q) = 2 т! (A, &)>

к Ц
dim Mk = dim Як (Ао,[Q) = ^ mt (Ao, Q),

/=i

и вытекает утверждение теоремы.
При достаточно больших к правая часть неравенства (2.2) обраща-

ется в нуль, и поэтому (2.2) переходит в равенство ah(A,G,Q) =
=ah(A0, Go, Q). Это равенство содержится в теореме III.1.1 из [5], где
обсуждается также вопрос о возможных значениях разности между ко-
личествами вещественных с. з. операторов А и Ао в области Q.

4. ТЕОРЕМА 2.3. Пусть выполнены, условия теоремы 2.2. Предполо-
жим также, что вещественный спектр оператора Ло (соответственно Л)
в области Q состоит ровно из одной точки Хо (соответственно Xi). Тогда
нумерацию чисел е,(Л, G, Х{) можно осуществить таким образом, чтобы
кроме неравенств (2.2) выполнялись также и неравенства

IP» (A, G, ^ ) - Ы Л . 00, \ , ) l < 2 (m<(A> Я) -«/(4». ®))+Ck, Ik =\l, 2,...,

(2.6)-

где Cft=max{0, k—dim Кег(Л— XJ)}.
В том простейшем случае, когда mj(A,Xl)=mi(A0,X0), из теорем 2.2

и 2.3 вытекают равенства е3(Л, G, Х{)=в,(А0, Go, Хо) ( / ^ 1 . •••. г), где
r=d\m Кег(Л„—XJ). Этот результат известен [5, с. 283].

ТЕОРЕМА 2.4. Пусть выполняются условия теоремы 2.2. Предполо-
жим также, что вещественный спектр оператора Ао в Q состоит из одной
точки Хо, а оператор А не имеет в Q вещественных с. з. Тогда, наряду с
неравенствами (2.2), справедливы неравенства

|pfe (Ао, Go, X o ) | < 2 (m,-(A, Q) -ni j(A o , Q))_+ k, А = 1, 2, . . . (2.7)-

Теоремы 2.3 и 2.4 будут доказаны в § 5, так как для этого нам пона-
добятся некоторые сведения из теории голоморфных самосопряжённых
матриц-функций.

5. Говорят [8], что G-самосопряжённый оператор Л е ! ( 3 ) удовлет-
воряет знаковому условию в точке AoeR, если знаковые характеристики
Ъг(А, G, Хо), отвечающие с. з. Хо оператора А, зависят только от чётности
числа т , (ЛД 0 ) . Если {Х3}±

s — полный набор вещественных с. з. операто-
ра А, лежащих в нормальной для него области Q, и оператор А удов-
летворяет знаковому условию в каждой точке X} (/=1, . . •, s), то будем
говорить, что оператор А удовлетворяет знаковому условию в области Q.
В случае, когда область Q вообще не содержит вещественных с. з. опе-
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ратора Л, мы также будем считать, что А удовлетворяет знаковому
условию в Q.

В [8, 13] было установлено, что знаковое условие играет важную
роль при изучении устойчивости специальных инвариантных подпро-
странств оператора А, а также при изучении устойчивости специальных
решений матричных уравнений Риккатти. Там же приведён пример,
в котором знаковое условие перестаёт выполняться при переходе от Go-
самосопряжённого оператора Ао к G-самосопряжённому оператору А,
где величину \\А—Л0|| + ||С?—GJ можно считать сколь угодно малой.
Из этого примера следует, что свойство оператора удовлетворять зна-
ковому условию, вообще говоря, не является устойчивым. Следующие
две теоремы показывают, что это свойство является устойчивым в неко-
торых классах G-самосопряжённых операторов А.

ТЕОРЕМА 2.5. Пусть Q — нормальная область для G^-самосопряжён-
ного оператора A0^L(%), в Q содержится ровно одна точка 10 вещест-
венного спектра оператора Ло, причём Ао удовлетворяет знаковому
условию в точке %0. Тогда существует число б > 0 такое, что для любого
самосопряжённого оператора G e L ( 3 ) и любого G-самосопряжённого
оператора Л е ! ( 3 ) , имеющего в Q только одно вещественное с. з. (ска-
жем, Ki), при условии \\А—/1O|| + | |G—G o | | справедливы следующие
утверждения:

а) оператор А удовлетворяет знаковому условию в точке hiy и, более
того, знаковые характеристики гг(А, G,Xt) и е,(Л0, G0,X0), отвечающие
.нечётным (чётным) числам nii(A,Xi) и т ; ( Л 0 Д 0 ) , одинаковы.

б) количества нечётных чисел в последовательностях {mi(A,Xi)}i'° и

;{т;(Л0Д0)}1°° совпадают.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим г=сНтКег(Л0—X0I), rl = A\va Ker (А—

-—XJ). Из неравенств (2.2) и (2.6) при k = r вытекают соотношения

а, (Л, С?Д 1 )=а г (Л 0 ,О,Д в ), (2.8)

| р\ (Л, G, %,) —р г (Ло, Go> X.) | ^r—r,. (2.9)

Из (2.8) следует, что количество нечётных чисел среди {mi(A,Xl)}i

r

•во всяком случае не меньше величины |а г (Л 0 , G0,A,0)|. С другой сторо-
ны, из неравенства (2.9) вытекает, что это количество не может быть
строго больше, чем |аг(Л„, G0,A,0) | . Таким образом, свойство б) доказа-
ло. Утверждение а) непосредственно следует из условия б) и соотноше-
ний (2.8) и (2.9). Теорема доказана.

С л е д с т в и е 2.6. Пусть Q — нормальная область для Go-самосопря-
жённого оператора Л 0 е £ ( 3 ) и оператор Ло удовлетворяет в Q знаково-
му условию. Существует число б>0 такое, что G-самосопряжённый опе-
ратор Л е / д З ) удовлетворяет знаковому условию в Q, если \\А—Ло||—
— \ \ G — G J < 6 , и число вещественных с. з., лежащих в Q, у оператора А
не больше, чем у оператора Ло.

§ 3. Самосопряжённые оператор-функции и их возмущения

1. Пусть Q — некоторая область в С, @ — комплексное гильбертово
пространство и W(X)—голоморфная в Q оператор-функция (о. ф.) со

.значениями в Ь(Щ. Множество всех точек Х о ей, для которых оператор
W(X) необратим, назовём спектром о. ф. W(\) (в области Q); если урав-
нение №(ло)фо=О имеет ненулевое решение <р„, то Ко называется собст-

венным значением (с. з.) W(%), а <р0, — собственным вектором W(%), от-
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вечающим числу Яо. Следуя М. В. Келдышу [6], введём понятие крат-
ности с. з. голоморфной о. ф. (и частичных кратностей). Векторы
Фь. . . , q>m называются присоединёнными к собственному вектору ф„, если

^ ±wis)(X)ipi4S=0, t = l m.

Число т+ 1 называется длиной цепочки ф 0 , . . . , ф т из собственного и при-
соединённых к нему векторов. Если длины всех цепочек, отвечающих
собственному вектору <р0, ограничены, то максимальная из них называ*
ется кратностью вектора ф„. Если же эти длины неограничены, то усло-
вимся считать кратность ф0 бесконечной.

Если собственное подпространство Ker W(%0) конечномерно и крат-
ность каждого вектора ф^Кег W(X0) (ф^О) конечна, то канонической
системой собственных и присоединённых к ним векторов о. ф. W(k), от-
вечающих числу Хо, называется система

ц>{, i = 0, . . . , ж, — 1; / = 1, . . . , г = dim Ker W (Ko),

где ф(/ — собственный вектор кратности mh Ф(, • • •» Фт.,-1 —цепочка
присоединённых к нему векторов, причём т 4 — максимальная из крат-
ностей всех собственных векторов, отвечающих Хо; т, ( / = 2 , . . . , г) —
максимальная из кратностей всех собственных векторов, не принадле-
жащих подпространству, натянутому на векторы {фо}*=1. Числа Шр
{ ч а с т и ч н ы е к р а т н о с т и ) б у д е м о б о з н а ч а т ь ч е р е з m j ( W ( X ) , Ko) 0 = 1 , ••-

. . . , г ) . Для удобства положим т3-(ИР(Л) Д 0 ) = 0 при />г. Число

называется кратностью с. з. Ко. Если dim Ker W(K0)=oo или кратность
хотя бы одного вектора из Ker W(X0) бесконечна, то положим

Ограниченная область Qc:C, граница dQ которой состоит из конеч-
ного числа простых замкнутых спрямляемых кривых, называется нор-
мальной для голоморфной в Q и непрерывной в Q о. ф. W(%), если опе-
ратор W(X) обратим для всех X^dQ и является фредгольмовым опера-
тором (т. е. dim Ker W(k)<oo, dim@/Im W(X)<oo) для всех AeQ. Хо-
рошо известно, что весь спектр о. ф. W(X) в нормальной для неё областш
Q состоит из конечного числа с. з. {Я,}А каждое из которых имеет ко-
нечную кратность [14]. Поэтому для такой области можно ввести сум-
марные величины

m (W(M, О) = 2

называемые числами Гохберга — Касхука о. ф. W(X) в области Q.
Известно [6], что главная часть о. ф. W~l(X) в окрестности её полю-

са Я,=Я0 имеет вид

где

ф/, t = 0, . . . , т у — 1; / = 1, . . . . г, (3.2)
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— каноническая система собственных и присоединённых векторов голо-
морфной о. ф. W(X), отвечающая числу Хо, а

уЦ, i = 0, ..., т , — 1; / = 1, . . . , г , (3.3)

— каноническая система собственных и присоединённых векторов го-
ломорфной о. ф. (W{X))r, отвечающая числу Я,о, которая однозначно
определяется, если система (3.2) уже выбрана. В [7, лемма 1.1] пока-
зано, что если Хо—вещественное изолированное, фредгольмовское с. з.
самосопряжённой голоморфной о. ф. W{X) (т. е. W(X) = (W(X))*), то си-
стему (3.2) в разложении (3.1) можно выбрать таким образом, что век-
торы (3.3) определяются следующими соотношениями:

о)ф<, » = 0 m , - l ; / = 1 г, (3.4)

где Zj(W(k), ко) = ± 1 (приведённый результат сформулирован в [7] для
квадратичного пучка, но его доказательство сохраняет силу и в случае
голоморфной о. ф.). Числа Sj(W(X), Хо) будем называть знаковыми ха-
рактеристиками о. ф. W(X), отвечающими с. з. Ко- Эти числа определя-
ются с точностью до порядка нумерации тех из них, которым соответ-
ствуют одинаковые числа m,j(W(X), k0).

2. В дальнейшем нам понадобится понятие спектрального узла го-
ломорфной о. ф. Мы будем придерживаться определения из [15] (име-
ются и другие варианты).

Пусть © — гильбертово пространство и W(X) —голоморфная в неко-
торой области Q о. ф. со значениями в L(@). Предположим также, что
спектр W(X) в Q является компактным множеством. Квинтет 0=(Л, В,
€, @, ©) называется спектральным узлом о. ф. W{X) в области Q, если
4S — гильбертово пространство, а операторы A^L(<3), BeL(@, <3), С е
•^L(<3, ©) удовлетворяют следующим условиям:

1°. а ( Л ) с Й ;
2°. о. ф. W~l(X)—С(Х1—А)-1 В аналитически продолжается на всю

область Q;
3°. о. ф. W(X)C(XI—A)~l аналитически продолжается на всю об-

ласть Q;

= {0}.

Различные свойства спектральных узлов можно найти в работах
115—17] (см. также цитированную там литературу). Здесь мы отметим
только некоторые из них. Для любой о. ф. W{X) с компактным в Q
•спектром спектральный узел всегда существует и определяется с точ-
ностью до подобия, т. е. если 0 1 =(Л 1 , Ви Си <31; ©) и 0 2 = (А2, Bz, C2,
<S2, ©) являются спектральными узлами голоморфной о. ф. W(X) в Q,
то Al = S~lAiS, Ci = CzS, Bi = S-lBz для некоторого обратимого самосо-
пряжённого оператора Se=L(@i, <32). который определяется единствен-
ным образом, если узлы 94 и 62 уже выбраны. Известно, что оператор А
(называемый главным оператором узла Э) является спектральным ли-
неаризатором о. ф. W(X) в области Q, т. е. наряду с условием 1° он удо-
влетворяет также для всех A,eQ равенству

W(X) 0
\=E

0 )
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где /@ и /@ — тождественные операторы в пространствах © и ®, а Е(Х}<
и F(X)—голоморфные и обратимые всюду в Q о. ф. со значениями »
L(®4-@). Очевидно, что спектр и с. з. оператора Л совпадают со спект--
ром и с. з. о. ф. W(X) и что кратности с. з. и частичные кратности у них;
также одинаковы.

3. Используя понятие спектрального узла, можно дать ещё одно опи-
сание знаковых характеристик самосопряжённой о. ф., отвечающих её
вещественному с.з. Пусть 6= (А, В, С, @, ®) —некоторый спектральный
узел голоморфной самосопряжённой о. ф. W(X) в области Q. Согласно.
[15, теорема 2.8] квинтет 8*= (А*, С*, В*, ©, ©) также является спект-
ральным узлом W(X) в Q, причём осуществляющий подобие между 0*
и 0* оператор S^L(<8) оказывается самосопряжённым (см. [15, равен-
ство (1.3а)]). Если область Q нормальна для самосопряжённой голо-
морфной о. ф. W(X) (в этом случае пространство © с необходимостью»
оказывается конечномерным), то из сказанного вытекает, что оператор1

А является 5-самосопряжённым, причём знаковые характеристики ве-
щественных с. з. этого оператора не зависят от выбора конкретного узла
6. Покажем, что эти знаковые характеристики совпадают со знаковыми:
характеристиками тех же с. з. о. ф. W(X). Достаточно рассмотреть слу-
чай, когда в области Q лежит лишь одно с. з. Х0^К о. ф. W(X). Пусть»
3 — гильбертово пространство размерности m(W(X), Х„) с ортонормиро-
ванным базисом е? (£=0 тг—1; / = 1 , . . . , г), где r = dimKer W(X0),.
/п3- = т3-(ЩЛ), Хо). Зададим операторы A, S e L ( 3 ) , C«=L(3, <3), B e

3) равенствами Ae<j = 0, Aef

i=e'{_1 (£=1, . . . , т}—1), Se{ =
o)eLri-i,Ce/ = ^ (£ = 0, . . . , т—1; / = 1, . . . , г), B - S - ' C , где

Ф,-3' (£=0, . . . , т,— 1; / = 1, . . . , г) — каноническая система собственных и;
присоединённых векторов голоморфной самосопряжённой о. ф. W(X) та-
кая, что система т|)/ из (3.1) удовлетворяет условиям (3.4). Непосред-
ственная проверка показывает, что 0=(Л, В, С, 3. @) (а значит, и 0*)
является спектральным узлом о. ф. W(X) в области Q. Легко убедиться
т а к ж е , что п о д о б и е м е ж д у у з л а м и в и в * осуществляет с а м о с о п р я ж ё н -
ный оператор 5 и что знаковые характеристики S-самосопряжённогол.
оператора А совпадают со знаковыми характеристиками о. ф. W(X):

г((А, S, Х„)=г*(№(Х),Хо), » = 1 , . . . , л

4. Обозначим через ah(W(k), Яо) (соответственно $k(W(X), Хо)) сум-
му чисел Ei(W(X), Хо), отвечающих нечётным (соответственно чётным и;
положительным) числам среди {mt(W(X), Я0)}Л Очевидно, что числа;
ak(W(X), Хо) и $k(W(X), Хо) определяются неоднозначно и зависят от
способа нумерации чисел et(W(X), Хо), отвечающих одинаковым частич-
ным кратностям m((W(X), Xo).

В § 2 (теоремы 2.2—2.4) указаны ограничения на область изменения
знаковых характеристик и частичных кратностей операторов, самосо-
пряжённых относительно индефинитной метрики, при малых возмуще-
ниях. Следующие теоремы показывают, что аналогичные ограничения
справедливы и для малых возмущений голоморфных самосопряжённых
о. ф.

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть ® — гильбертово пространство и Q — нормаль-
ная область для голоморфной в Q и непрерывной в Q самосопряжённой
о.ф. W0(X) со значениями в L(®). Предположим также, что зафиксиро-
ван порядок нумерации знаковых характеристик вещественных с.з. о.ф.
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W0(k), лежащих в области Q. Тогда существует число 6>0 такое, что
£2 является нормальной областью для любой самосопряжённой о. ф.
W(X) со значениями в L(®), голоморфной в Q, непрерывной в Q и удо-
влетворяющей условию

При этом нумерация знаковых характеристик вещественных с. з. о. ф.
W(X) из Q может быть осуществлена таким образом, чтобы при k =
= 1,2,... выполнялись неравенства

| ak (W (X), Q) - a* (Wo (X), Q) | < 2 («/ <W (*•), Й) ~ Щ (^о (*-), О))- (3.5)

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Предположим
также, что вещественный спектр о.ф. W0(X) {соответственно W(X)) в
•области Q состоит ровно из одной точки Ха (соответственно А,,). Гогда
нумерацию знаковых характеристик для W(X) можно осуществить та~
ким образом, чтобы кроме неравенств (3.5) выполнялись также нера-
венства

Хх) - pfc (Г о (Я), У | < 2 (m, (W (X), Q) - ш, (Wo (Ч Q)) + С*

(Л=1,2, ...),где Cft=max{0, k—dim Ker
ТЕОРЕМА 3.3. Пусть выполняются условия теоремы 3.1. Предполо-

жим также, что вещественный спектр о. ф. Wo (X) в Q состоит из одной
точки Хо, а о.ф. W(X) не имеет в п ни одной точки вещественного спект-
ра. Тогда, наряду с неравенствами (3.5), справедливы неравенства

I pfc (wo (X), ?g | < 2 К- OF (М.й) - «/ О̂ о М. й)) + ft, * = 1,2, . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 3.1, 3.2 и 3.3. Пусть 0О=(ЛО, Во, Со,
,3, ®)—спектральный узел голоморфной самосопряжённой о.ф. W0(X)
м области Q и G o eL(3) —самосопряжённый оператор, осуществляющий
подобие между 0О и 90*. В [16, теорема 4.5] было показано, что при до-
статочно малом б у о. ф. W(X) найдётся спектральный узел &=(А, В, С,
3, ®) в области Q такой, что величину \[А—А„\\ + ||5—Б011 + \\С—Са\\ мож-
но считать сколь угодно малой. В силу [15, равенство (1.3а)] сколь
угодно малой будет также величина \\G—Go\\, где G — самосопряжён-
ный оператор из L(3), осуществляющий подобие между спектральными
узлами 0 и 0* голоморфной самосопряжённой о. ф. W(X) в области Q.
Так как вещественные с. з., лежащие в Q, а также их частичные крат-
ности и знаковые характеристики у о.ф. W(X) и W0(X) и соответствен-
но операторов Л и Л, совпадают, то для завершения доказательства до-
статочно сослаться на теоремы 2.2, 2.3 и 2.4.

§ 4. Обратная задача в случае невещественного спектра

1. Пусть F — множество всех невозрастающих финитных последова-
тельностей целых неотрицательных чисел, кроме нулевой последова-
тельности. Если u={ut}l°° и &={y1}i~—последовательности из F, то бу-
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дем писать u-^v, если выполняются следующие соотношения:

В [1—3] был получен следующий результат. Пусть заданы оператор
Л 0 е 1 ( 3 ) и нормальная для него область Qc=C. Существует число 6>0
такое, что соотношения

{ШГ(Л0, Й)}<{т ( (Л, Q)} . (4.1)

выполняются для любого оператора Ле/, (3) , удовлетворяющего нера-
венству ||Л— Л о | |<6.

Отметим, что это утверждение можно получить как следствие тео-
ремы 1.2. Для этого надо лишь воспользоваться очевидными равенст-
вами

к

= 1, 2

и тем, что неравенство Qo(% Ш)<\ (где % 2Яс=3 — произвольные под-
пространства) влечёт за собой неравенство dim9t<dim2Jl.

В [1—3] была доказана также обратная теорема: если оператор Ло

имеет в нормальной для него области Q единственное с.з. Яо (общий
случай легко сводится к этому) и если заданы натуральное число р и

последовательности {m(-/}£Li s f (/= 1, . . . , р) такие, что

(Р
{т, (Л0) Хо)} - < .

то в любой окрестности оператора Ло найдётся оператор Л, который
имеет в Q ровно р с. з. {Я,}4

Р, причём т ( (Л, Ks) = m t j .
Этот результат означает, что соотношения (4.1) являются единствен-

ными ограничениями на возможные изменения частичных кратностей
линейных операторов при малых возмущениях. Следующая теорема по-
казывает, что при A,0£?ER это утверждение сохраняет силу и для случая,
когда как исходный оператор Ло, так и его малое возмущение Л явля-
ются G-самосопряжёнными.

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть £2 — нормальная область для G-самосопряжён-
ного оператора Л о е/,(3) , содержащая лишь одно его с.з. %а, причём
Aoe£R. Предположим также, что заданы натуральное число р и после-
довательности {т,/}м G F (/= 1, . . . , р) такие, что

(4-2)

Тогда в любой окрестности оператора Ло найдётся G-самосопряжённый
оператор Ле/,(3) , который имеет в Q ровно р с.з. {Kj}ip, причём
m,(A, h)=mtj ( i = l , 2, . . . ; / = 1, . . . , р).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим самосопряжённый операторный
пучок L(k) — GA0—KG. Из [17, теорема 7.1] вытекает, что существует
операторный пучок R(X) с коэффициентами из L(3), имеющий в Й лишь
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одну точку спектра к0, и целая (т. е. голоморфная во всей плоскости)
о.ф. Q{k) такие, что

L(k) = Q (к) R (к) = (R (к))* (Q (%)У, 1 Е С ,

причём оператор Q(k0) обратим. Согласно [16] найдётся целая о. ф.
F(k) такая, что оператор F(k0) обратим и (Q{k))*=F(k)R(k) при лю-
бом к^С. Таким образом, самосопряжённый пучок L(k) допускаетсле<
дующую факторизацию:

L (к) = (R (к))* F (к) R (к), Х е С , (4.3)

причём из (4.3) вытекает, что о.ф. F(%) является самосопряжённой, а
частичные кратности, отвечающие числу ка, у пучков L(k) и R(к) оди-
наковы.

Обозначим через Q4 открытый круг с центром в точке к = 0 столь
большого радиуса, что в него входят как область Q, так и весь спектр'
оператора Ао (или, что то же, спектр пучка L{k)). Из результатов;
[1—3] и теоремы 4.3 из [16] вытекает, что существует голоморфная в
Q, и непрерывная в Q4 о.ф. Р(к), имеющая в Q ровно р с. з. {kj}ip с ча-
стичными кратностями гПг{Р{к), к,) =тф причём величину

max\\P(k)-R(k)\\ (4.4)
XedQ

можно считать сколь угодно малой. Рассмотрим голоморфную в Q, са-
мосопряжённую о. ф.

W (к) = (Р {к)У F (к) Р (к), к^пг.

Очевидно, что спектр о . ф . W(k) в Q состоит из р с.з. {Я,}^,

т{(Ш{к), к3)=тц ( t = l , 2, . . . ; / = 1 , . . . , р) и, кроме того, справедливо

неравенство

1 W(\)-L (к) \ < Кг max | P(X)-R (к) ||, (4.5)
яеай

где Ki>0 зависит только от исходной факторизации (4.3). Нетрудно
проверить, что квинтет 0=(ЛО, G~\ I, 3, 3) является спектральным уз-
лом самосопряжённого пучка L(k) в области Qt и что подобие между
спектральными узлами 8 и 6* осуществляет оператор G. В силу [16,
теорема 4.5] при достаточно малой величине (4.4) у о.ф. W(k) найдёт-
ся спектральный узел Qt= (Аи Ви Си 3. 3). удовлетворяющий неравен-
ству

| | (4.6)

Отсюда согласно формуле (1.3а) из [15] вытекает, что самосопряжён-
ный оператор G 4 e L ( 3 ) , осуществляющий подобие между спектральны-
ми узлами 6j и Э4* о.ф. W(k), удовлетворяет неравенству

IGi — G||<К3max ||W(k) — L(к)||. (4.7)

Отметим, что положительные константы /С2 и Ка зависят только от пуч-
ка L(k) и его спектрального узла 6.

Таким образом, нами построен О,-самосопряжённый оператор Л 4 е
<=L(3), имеющий в Q ровно р с.з. {к,}^ с частичными кратностями
т , ( Л ь kj)=mih причём из неравенств (4.5), (4.6) и (4.7) в силу произ-
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вольной малости величины (4.4) вытекает, что число 1И,—Л0|| + 1Ю1—G||
можно считать сколь угодно малым. Для завершения доказательства
надо воспользоваться следующей леммой.

ЛЕММА 4.2. Пусть задан G'-самосопряжённый оператор Л 0 е £ ( 3 ) .
Для любого е > 0 существует б>0 такое, что если самосопряжённый опе-
ратор Gt ( e L ( 3 ) ) и Gi-самосопряжённый оператор At ( e L ( 3 ) ) удо-
влетворяют неравенству \\At—^4O1I-hIIС?±—G||<6, то найдётся G-самосо-
пряженный оператор Л е £ ( 3 ) , обладающий свойством \\А— Л 0 | |<б, при-
чём с. з. и их частичные кратности, а также знаковые характеристики
вещественных с. з. у операторов А и At одинаковы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим вначале, что при достаточно малых
б самосопряжённые операторы Gt и G имеют одинаковое число положи-
тельных с. з. (с учётом кратностей). Поэтому операторы G, и G конгру-
энтны, т. е. G = TGJ для некоторого обратимого оператора 7 e L ( 3 ) .
В работе [18] было показано, что оператор Т может быть выбран так,
что

G||, (4.8)

где число Ki зависит только от оператора G. Нетрудно проверить, что
оператор A = T~1AiT является G-самосопряжённым. Кроме того, из не-
равенства (4.8) вытекает, что

где число Кг зависит только от исходных операторов Ао и G. Легко ви-
деть, что с. з., их кратности и частичные кратности у операторов А и At

совпадают. В силу [5, теорема 1.3.6] знаковые характеристики вещест-
венных с. з. у них также одинаковы. Лемма доказана.

G помощью результатов этого параграфа легко рассмотреть случай,
когда область Q содержит несколько невещественных точек спектра
оператора Ао, никакие две из них не сопряжены друг другу. Если же в
Q имеются сопряжённые точки спектра оператора А„, то расщепление
таких с. з. при возмущении будет происходить совершенно одинаковым
образом.

§ 5. Обратная задача для чисел Гохберга — Касхука
в случае вещественного спектра

1. Нам понадобится следующее описание знаковых характеристик
вещественных собственных значений самосопряжённых матриц-функций
(м.ф.) (см., например, [5, теорема 11.3.3]). Пусть задана голоморфная

в С самосопряжённая м.ф. W(X) со значениями в L(3)- Тогда сущест-
вует голоморфная м.ф. вещественного аргумента UiX), значения кото-
рой являются унитарными матрицами, такая, что при XeR

(5.1)

где n = dim3, a fx4(A,), . . . , цЛМ являются голоморфными функциями
вещественного аргумента. Через diag((ii, . . . , |хп) обозначается соответ-
ствующая диагональная матрица. Если Хо— вещественное , с. з. ;м. ф.

), то справедливы равенства >/ (Ц — (А. — ^ 0 ) m / v/ (%), причём -щ =

Яо), а при

1039



Пользуясь этим описанием знаковых характеристик для м. ф., мы
можем доказать теоремы 2.3 и 2.4.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.3. Рассмотрим наряду с опера-
торами Ао, Go, A, G самосопряжённые пучки W0(k) = G0A0—kGa и
W(k) = GA—kG. Как уже отмечалось, 0О= (Л„, Go-1, /, 3, 3) и 6 = (A, G~\
I, 3. 3) являются спектральными узлами м.ф. W0(k) и W(k) в Q, и по-
этому частичные кратности и знаковые характеристики, отвечающие
числу к0 (соответственно ki), у оператора Ло и м.ф. W0(k) (соответ-
ственно у оператора А и м.ф. W{k)) совпадают. Из формулы (5.1) вы*
текает, что при переходе от м.ф. W0(k) и W{k) к м.ф. (к—ko)Wo(k) я
(к—Xi)W(X) соответственно первые я ( = dim3) частичных кратностей
с. з. к0 и Xi увеличиваются на единицу, а знаковые характеристики не
меняются. Из этих соображений и из условия (3.5), записанного для
м.ф. (k—ki)W(k) и (к—ko)W0(k), и вытекают неравенства (2.6). Тео-
рема доказана.

Теорема 2.4 доказывается аналогично.
2. Теоремы 2.3 и 2.4 показывают, что в случае Ao^R теорема 4.1 пе-

рестаёт быть справедливой, т. е. возникают дополнительные ограниче-
ния (помимо соотношений (4.2)) на область возможных значений ча-
стичных кратностей возмущённого оператора. Тем не менее, для чисел
Гохберга — Касхука и в этом случае никаких ограничений, кроме (4.1),
не возникает. Это показывает следующая теорема.

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть Q — нормальная область для G-самосопряжён-
ного оператора Л 0 е/ . (3) , содержащая лишь одно его с.з. к0, причём

и задана последовательность {т/}^ из F такая.что {т,(Л0Д0)}<С
. Тогда в любой окрестности оператора Ао найдётся G-самосо-

пряжённый оператор Л е £ ( 3 ) такой, что o{A){~}Qcz\H и пг{(А, £i)=m/.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим самосопряжённый матричный пу-

чок

где г=dim Кег(А0—kol), е<=ег(Л0, G, k0), mi = mi(A(s, k0), и зафиксируем
некоторый открытый круг Q с центром в точке к0- С помощью пг/ шагов
построим самосопряжённый матричный пучок Wmi'(k) такой, что
m{(Wm,>(k), Q)=m/, причём коэффициенты Wmi-(k) можно будет счи-
тать сколь угодно близкими к соответствующим коэффициентам пучка
Wo (Я).

Обозначим через st максимальное из чисел г, для которых справед-
ливо неравенство m/j^sl. Пусть целые числа k^O и />0 таковы, что
m, = 7nSl тогда и только тогда, когда k<i^.k + l. Обозначим через М мно-
жество, состоящее из натуральных чисел 1 k (при условии
и (k + t) + (st—k) + \, ..., k + l. Рассмотрим матричные пучки

V1 (к) = diag (vt (к))г

и U, (к) = diag (щ (к))[,

где о1(Я,) = (Я—Я,), и1(К) = е{(к — К0)
щ~1 при /e=Af, и г\(Я) = 1, ис(к) =

= е,(л — л0) при всех остальных L Нетрудно убедиться, что коэффици-
енты самосопряжённого пучка Wt (к) = F, (к) Ut (к) можно сделать сколь
угодно близкими к соответствующим коэффициентам пучка W0(k), если
вещественное число kt выбирается достаточно близким к числу к0- Оче-
видно также, что m ^ . W , к„) = m((W0(k), Л.) —1 при ic=M и
1040



triiiUiik), Xo)=nii(W0(X), Xo) при Ьф.М. Из этих соотношений вытекает,
что {mi(Ui{%), Хо)}<{/n,"}, где т{' = т(—\ при t = l , . . . , s4 и m/' =
= m/( = 0) при всех остальных L

На втором шаге поступаем с матричным пучком Ui(X) и последова-
тельностью {mi"}i°° точно так же, как с пучком W0(X) и последователь-
ностью {m/}i°° на первом шаге. В результате получим число s2, после-
довательность {m/"}i°° и пучки V2(X) и U2{X). Продолжая этот процесс,
после m/-ro шага получим пучок Um[-(X), который уже не зависит от X:
Uml'(X)=diag(e{)i

r. Что же касается пучка V{(X), то он имеет дигональ-
ный вид, причём S; его диагональных элементов равны (X—Я,), а осталь-
ные равны единице ( t = l , . . . , m/). Выбирая вещественные числа Х{

( t = l , . . . , m/) достаточно близкими к числу Хо, мы можем считать,что
коэффициенты самосопряжённого пучка Wmi>(X) = V4(X) ...Vmi'(X) сколь
угодно близки к соответствующим коэффициентам пучка №0(А). Если
все числа Я« ( t = l , . . . , m/) попарно различны, то из соотношений st =
= max{/: m/^zi} нетрудно получить, что т{ (Wmi- (X), Q) = т/ ( t = l , 2 , . . . )•
Для завершения доказательства остаётся воспользоваться следующей
леммой.

ЛЕММА 5.2. Пусть Ао ( e L ( 3 ) ) — G-самосопряжённый оператор,
область Q нормальна для него и в Q лежит единственное с. з. Хо опера-
тора Ао, причём Xo<^R. Положим W0(X) = diag(e,(^ — Хо) ')r

i==u где r=
= (ИтКег(Л0—Ао/), mi=mi(All, Хо), е<=е ((Л0, G, Хо). Пусть числа т{
( г = 1 , 2, . . . ) , е/ ( i = l , . . . , г') таковы, что для любого б > 0 можно ука-

зать самосопряжённый матричный пучок W(X), обладающий свойствами
1) \\W(X)-W0(X)\\<S (AedQ);
2) Хо является единственным с.з. пучка W(X) в Q;
3) mt (W (X) ,Хо) = пг/, е < (W (X), Хо) = е/.
Тогда в любой окрестности оператора Ао найдётся G-самосопряжён-

ный оператор A^L(&) такой, что Хо является единственным с.з. опера-
тора Л е й , причём пг{(А, Хо) =ш/, е<(Л, G, Хо) = е / .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим A0=A0\^i(A0, Xo), Ga = PG\^t{A(s,XSi),
где Р — ортогональный проектор на подпространство 91 (Ао, Хо). Пусть
В=(А, S, С, 91{Ао, Хо), ®)—какой-нибудь спектральный узел пучка
W0(X) в Q и G^L(&(A0, Хо))—самосопряжённый оператор, осуществ-
ляющий подобие между 6 и в*. В силу [5, теорема 1.3.6] из равенств
ШГ(АО, Xo)=nii{A, Хо), ti{Ao, Go, Xo)=et(A, G, Xo) вытекает, что найдётся
обратимый оператор T^L(&(A0, Хо)) такой, что Ж0 = Т~1АТ, G0 = T*GT.
Положим Во = Т~1В, Со —СТ. Легко видеть, что квинтет д0=(А0, Во, Со,
Я(Ао, Хо), ®) является спектральным узлом самосопряжённого пучка
Wo (X) в области Q, причём подобие между 0О и Go* осуществляет само-
сопряжённый оператор Go- Дальнейшие рассуждения приводятся вкрат-
це, поскольку они аналогичны изложенным в доказательстве теоре-
мы 4.1. У пучка W{X) найдётся спектральный узел В1=(Ж1, St, &,
М{А0, Хо), ®) такой, что выполняются неравенства

\\G1-Gol<Kim&x\W(X)-Wo(X)\\,

^ — самосопряжённый оператор, осуществляющий подобие между
i и 8i*, а положительные константы Ki и /С2 зависят только от пучка
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W0(k) и узла Эо [16, теорема 4.3]. Отсюда и из условия 1) вытекает, что
величину ||Л\—ЛоН + Нб'!—Go\\ можно считать сколь угодно малой. По-
этому в силу леммы 4.2 в любой окрестности оператора Ло найдётся
<70-самосопряжённый оператор Ж2^Ь(&(А0, к0)) такой, что rrii(A2, к0) =
= т/, гг(А2, Go, Я 0 )=е/. Легко видеть, что оператор А, действующий в
подпространстве 555(ЛО, Яо) как оператор Аг, а в подпространстве
•55!(Ло, С\Я0) как оператор Ло, обладает всеми требуемыми свойствами.
Лемма 5.2, а вместе с ней и теорема 5.1 доказаны.

§ 6. Обратная задача в случае единственного
вещественного собственного значения

1. В этом параграфе будет рассмотрен случай, когда как исходный
G-самосопряжённый оператор Л 0 е/ . (3) , так и близкий к нему G-само-
сопряжённый оператор А имеют в области Q лишь одно с. з., которое
является вещественным.

Рассмотрим вначале модельные примеры возмущений для пучка ма-
триц второго порядка

где е<=±1, m ^ N , тС^т2, XoeR. Очевидно (см. (5.1)), что Ei(W0(A,),
Л 0)=е 4, m{(W0(k), к„)=т{. Разберём различные ситуации, которые мо-
гут возникать при возмущении пучка W0(k).

П р и м е р 6.1. Если число mt + m2 является нечётным, то рассмотрим
самосопряжённый матричный пучок

где s=(m1 + m2—1)/2 и 6 e R . Нетрудно убедиться, что спектр пучка
W{X) состоит из одной точки Ко- Найдём частичные кратности и знако-
вые характеристики, отвечающие с. з. к0 пучка W(K). Из канонической
формы Смита для м.ф. W(k) (см., например, [10, с. 143—144]) следует,
что m2(W(l), Хо) совпадает с кратностью корня Хо наибольшего общего
делителя всех элементов матрицы W(k), т. е. m2(W{X), %0)=m2—1. Так
как кратность с.з. ^0 равна rtii + m^, то ml{W('k), X!))=mi.+ \. Если число
6 > 0 достаточно мало, то по теореме 3.1 a2{W(X), K0)=a2(W0(l), k0), и
поэтому цепочке нечётной длины пучка W(k) отвечает тот же знак, что
и цепочке нечётной длины пучка Wo (к). Из теоремы 3.2 вытекает такое
же утверждение для цепочек чётной длины. Следовательно, при доста-
точно малых б>0 справедливы равенства e t (W(к) Д о ) = е2, е2 (W(к) Д„) =
= 1Б4 (если т 2 — 1 ф 0 ) .

П р и м е р 6.2. Если число т^Л-шг четно, т 2 ^=2 и е1 = е2, то положим

где s=(ml + m2—2)/2, 6 e R . Аналогично примеру 6.1, можно убедиться
в том, что спектр пучка W(k) состоит из одной точки к0, причём
tni(W(k), ко)=т1 + 2, m2(W(k), ко)=тъ—2, а при достаточно малых
6>0, кроме того, e1(W(A.), ko)=ei и e2{W(k), Я 0 )=е 2 (если Шг>2)\
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П р и м е р 6.3. Если число ml + m2 является чётным, но 8] = —е2, то
положим

({K~l°)mi1 {к~%о)$ ) , (6.1)

где s= (mi + triz—2)/2, 6eR. Точно так же, как и в предыдущих приме-
рах, проверяется, что число Хо является единственным с. з. самосопря-
жённого пучка W(X) и что ml(W(X), X0)=mi+\, m2(W(X), X0)=mt—l.
Для того чтобы найти знаковые характеристики W(X), вычислим диаго-
нальные элементы центрального сомножителя правой части формулы
(5.1), если пучок W(X), стоящий в левой части этой формулы, имеет вид
(6.1). Легко видеть, что эти голоморфные функции вещественного аргу-
мента ^(Х) и ц2(Л) являются корнями уравнения det(jx(X)7—W(X))=0.
Выписав эти корни в явном виде, нетрудно убедиться в том, что
v2 (X) = fi2(Х)/(Х— К)™**1 имеет в точке Я,о тот же знак е2(№(А,), Хо), что
и число 6 e R . Из теорем 3.1 и 3.2 вытекает, что Ei(W(X), Х„) =—sgnS,
E2(W(X), Xo) = s g n 6 при достаточно малых | 6 | ^ 0 .

2. ЛЕММА 6.4. Пусть Хо ( e R ) —единственное с.з. G-самосопряжён-
ного оператора Л 0 е/ДЗ), лежащее в нормальной для него области Q,
и заданы натуральные числа s и t ( s < ^ d i m Кег(Л0—Х01)). В любой
окрестности оператора А„ найдётся G-самосопряжённый оператор А,
имеющий в Q лишь одно с.з. Х„, и такой, что пг{(А, X0)=mi(Al>, Хо),
гг(А, G, X0)=Bi(A0, G, Хо) при i=/=s, t, а при i = s, t эти величины прини-
мают следующие значения:

а) если число ms (Ао, X0)+mt (Ао, Хо) является нечётным, то ms (А, Хо) =
= ms(A0, X0) + l, mt(A, Х0)=т,(А0, Хо) — 1, еДЛ, G, Я 0 )=е ( (Л 0 ) G, Хо),

Et(A, G,Xo)=Zs(Ao, G,Xo);
б) если число ms(A0, Яо) + т ( ( Л 0 , %0) является чётным и es(A0, G,X0) =

= zt{Aa, G, Я»), то ms(A, Xo)=ma(A0, X<>)+2, m,(A, ko)=m,(Ao, X0)—2,
еДЛ, G,Xo)=et{A, G,Xo)=ea(A<>, G,Xo);

в) если же число ms(A0, G, X0)+tnt(A0, G, Xo) является чётным, но
еДЛ0, G, Хо)=— 6,(ЛО, G, Х„), то ms(A, X0)=ms(A0, X0) + l, mt(A, Xo) =
= т ( ( Л 0 Д 0 ) — 1 , е3(Л, G, Яо)=—6,(Л, G,X0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно установить лемму для сужения
оператора Ло на линейную оболочку всех векторов s-ой и £-ой цепочек
из какого-нибудь G-нормального базиса в 52 (Л0, Яо). Для этого надо
воспользоваться одним из примеров 6.1—6.3 и сослаться на лемму 5.2.

Покажем, что теоремы 2.2 и 2.3 дают полное описание области из-
менения частичных кратностеи и знаковых характеристик в том частном
случае, когда эти величины изменились не более чем для двух цепочек
(и не произошло расщепления исходного с. з.).

ТЕОРЕМА 6.5. Пусть A (<=L(3)) — G-самосопряжённый оператор,
который имеет в нормальной для него области Q единственное с. з. Хо

( e R ) . Пусть заданы последовательность {m/Jef и набор {eji , где
е / = ± 1 , г' = тах{/: m/фО}. Обозначим через ос/ (соответственно р/)
сумму чисел е/, которым отвечают нечётные (соответственно чётные)
числа среди m/ (i= 1, . . . , k). Предположим, что
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и т/ = т{{А„, la), е/ = е((Л0, G, Ko) для всех номеров i за исключением
номеров s и t. Для того чтобы в любой окрестности оператора Ло суще-
ствовал G-самосопряжённый оператор А такой, что о(А)Г\&={К} и
ШГ(А, K0)=m/, е,(Л, G, 10)=е/, необходимо и достаточно, чтобы при
k = s, t выполнялись неравенства

k

a'k — ak{Ао, G, Ко)|<^ К — m{Ао, %0)),

k

| Pi - Р* (Ао, G, \)\<2 К - гщ (Д., \)) + Ck,

где Cft=max{0, к—г'}.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что с помощью последователь-

ного применения возмущений, указанных в лемме 6.4, можно построить
G-самосопряжённый оператор Л е Ь ( З ) такой, что весь спектр операто-
ра А в Q состоит из одной точки %0 и nii(A, X0)=m/ ( i = l , 2, . . . ) . Пояс-
ним, что в случае, когда ms(Aa, Ko)+mt(Ao, Ko) нечётно, надо
т/—m s (A 0 , Ко) раз применить возмущение типа а); в случае, когда
ms{Aa, lo)+mt(A0, Яо) четно и г3(А„, G, Я 0 )=е г (Л 0 , G, Я,о), надо
(m s '—m s(A0, Я0))/2 раз воспользоваться возмущением, указанным в
п. б); и в случае, когда ms(A0> %ss)+mt(Als, Ко) четно, но 88(Л0, G, Яо) =
= —8 ((Л0, G, Яо), надо т/—ms(A0, Яо) раз применить возмущение типа
в). Величину \\А—Ло|| при этом можно считать сколь угодно малой. Тео-
рема доказана.

ТЕОРЕМА 6.6. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Обозначим
через f& {соответственно ^/) количество нечётных чисел среди
{nii(A0, X0)}i* (соответственно {m't}ih). Если

ft

| Y ; — Y f t | < 2 K — « < ( А ) А ) ) . * = 1 , 2 , . . . . (6.2)
1 = 1

то в любой окрестности оператора Ло найдётся G-самосопряжённый опе-
ратор А, имеющий в Q единственное с.з. Хо, причём ШГ(А, Х„)=пг/

( t = l , 2 , . . . ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так. как количество последовательностей

{пг") из F, для которых {т/'}<^{т/}, конечно, то достаточно доказать,
что в любой окрестности оператора Ло найдётся G-самосопряжённый
оператор Aii=L(3), имеющий в Q лишь одно с.з. Хо, причём последова-
тельность {тг(Аи ^0)}i°° не совпадает с последовательностью
{гПг(А0, ^0)}i°° и выполнены условия

{пц (Л0) Хо)} ̂  {тс (Л ь \)} -< {т!}, (6.3)
k

I У'к ~ Ун \ < S К - «* (Дь ^о)). А = 1, 2, . . . , (6.4)
i=i

где Y*"—количество нечётных чисел среди {тг(Аи K0)}ih.
Соотношения (6.3) и (6.4) позволяют сделать следующий шаг в про-

цессе, который должен оборваться через конечное число шагов.
Перейдём к доказательству сформулированного утверждения. Пусть

s — наименьший из индексов /, для которых т,(А0, %0)<щ', t — наи-
меньший из последующих индексов /, для которых
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Доказательство существования оператора Л4 проведём отдельно для
каждого из следующих четырёх вариантов возможных значений чисел

Г. Пусть среди чисел {/п; (Ло, Я,0)};=5 нет ни одного чётного. Из нера-
венства (6.2) при k = t вытекает, что ft' = "(t и, следовательно, все числа
{m/}s* являются нечётными. Отсюда следует, что при k = s, ..., t левые
части неравенств (6.2) равны нулю, а правые не меньше двух. Соглас
ло лемме 6.4 в любой окрестности оператора Ло найдётся G-самосопря-
жённый оператор Л1 ; имеющий в Q лишь одно с. з. К„ и такой, что у опе-
раторов At и Ао отличаются только частичные кратности с номерами s
я t, причём

ms(Au K0)=ms(A0> Х0)+2, mt{Au Ко) = т,(Л„, Ко) — 2. (6.5)

Для того чтобы показать это, необходимо воспользоваться преобра-
зованием типа б) из леммы 6.4, если еДЛ0, G, K0)=et(A0, G, Ко), либо
два раза применить преобразование типа в), если е„(Л0, G, %0) =
= —Е((Л0, G, Ко)- Из соотношений (6.5) и из неравенств (6.2) и вытека-
ют неравенства (6.4). Соотношения (6.3) очевидны.

2°. В случае, когда все числа {т( (Ло, ^0)}'= s являются чётными, по-
строение оператора Л4 и доказательство соотношений (6.3) и (6.4) про-
водится аналогично.

3°. Предположим теперь, что число ms(A0, Ко) является нечётным, но
среди чисел {т,(Л0, 0̂)},-=s есть и чётные. Обозначим через q наибольший
из номеров /, для которых все числа {т[(А0, Х^}(=1 являются нечётными.
Положим p = min{/: т,(А0, X0)=mq(A0, Xo)}, r=max{j: /пДЛо, Ко) =
= т, + 1 (Л 0 , Ко)}. Отметим, что г^/, так как mt'<mt(A0, Ko) и /и^+1>
^ т ( + 1 ( Л 0 , Ко). В соответствии с п. а) леммы 6.4 в любой окрестности
оператора Л„ найдётся G-самосопряжённый оператор Л4 такой, что
тр(Аи К0)=тр(А0, Ко) + 1, тг(Аи Ко) =тг{А0, Хо)—1 и т^Аи Ко) =
= т.г(Аа, Ко) при всех i, отличных от р и г. Соотношения (6.3) очевидны,
а неравенства (6.4) достаточно доказать только при k = p, ..., г—1, так
как для остальных номеров k они просто совпадают с соответствующими
неравенствами (6.2). Пусть &е[р, q]. Легко видеть, что при переходе от
Л-го неравенства (6.2) к /г-му неравенству (6.4) выражение, стоящее в
правой части, уменьшилось на единицу, а выражение, стоящее в левой
части, либо также уменьшилось на единицу (и тогда неравенство (6.4)
очевидно), либо увеличилось на единицу. В последнем случае, как легко
видеть, "ih=4k, и поэтому в &-ом из неравенств (6.2) правая часть не
меньше двух, а левая равна нулю. Отсюда также вытекает неравенство
(6.4) с номером k. Таким образом, осталось установить (6.4) при
k^[q + \, г—1] (если q+l^.r—1). Рассмотрим для таких k следующие
варианты возможных значений чисел тк(А0, Ко) и tnh'.

а) Если mh(A0, Ka)=mh', то k-e неравенство (6.4) просто совпадает
с предыдущим.

б) Если mh{A0, Къ)<тъ, то нетрудно проверить, что при переходе
в (6.4) от (k—1)-го неравенства к fe-му неравенству, правая часть уве-
личивается на единицу, а левая изменяется не более чем на единицу.
Таким образом, вопрос о справедливости &-го неравенства (6.4) сводит-
ся в этом случае к вопросу о справедливости предыдущего неравенства.
Так как неравенство (6.4) с номером q уже доказано, то отсюда выте-
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кает, что выполняются все неравенства (6.4) с номерами
г—1], при которых mh(A0, A 0)<m/.

в) Если тк(А,„ %(1)>тк

/, то с помощью рассуждений, аналогичных
проведённым в предыдущем пункте, сводим вопрос о справедливости
неравенства (6.4) с номером k к вопросу о справедливости этого же не-
равенства с номером k+\. Так как неравенство (6.4) с номером г имеет
место (оно просто совпадает с r-ым неравенством (6.2)), то выполняют-
ся неравенства (6.4) для всех номеров k^[q+\, г—1] таких, что
mk(A0,Xa)>mh'.

4°. Наконец, если тя(А0, Ко) четно и среди чисел {/и,(Л0, kQ)}i=s имеют-
ся числа различных чётностей, то доказательство совершенно аналогич-
но проведённому в п. 3°. Теорема доказана.

4. В некоторых случаях теоремы 2.2, 2.3 и 6.6 позволяют получить
полное описание возможной области изменения частичных кратностей
возмущённого G-самосопряжённого оператора.

ТЕОРЕМА 6.7. Пусть Й — нормальная область для G-самосопряжён-
ного оператора Л 0 е 1 ( 3 ) , содержащая лишь одно его с.з. %0, и A,oeR.
Предположим также, что оператор Ао удовлетворяет знаковому условию
в точке Ко- Для последовательности {m/}^F следующие условия экви-
валентны:

1°. В любой окрестности оператора Ао найдётся G-самосопряжённый
оператор А, который имеет в Q лишь одно с.з. Хо, причём т{(А, Яо) =

= m/ ( t = l , 2 , . . . ) .
2°. Справедливо равенство

сю ос

2 т,-(ЛоДо) = 2 т ' : (6-6>

и неравенства (6.2).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если выполнено условие 2°, то справедливость

утверждения 1° вытекает из теоремы 6.6 и соотношения {т<(А„, Хо)}<^
-< {пг/}, которое следует из 2°.

Пусть выполнено условие 1°. В силу теоремы 2.5 неравенства (6.2)
совпадают с неравенствами (2.2), которые при этом условии установ-
лены в теореме 2.2. Необходимость (6.6) хорошо известна (устойчивость
кратности). Теорема доказана.

5. Все результаты § 4—6 переносятся на малые на dQ голоморфные
самосопряжённые возмущения голоморфных самосопряжённых о. ф. По-
ясним это вкратце. Пусть Q — нормальная область для голоморфной
самосопряжённой о. ф. W0(l) со значениями в L(@) и 8 0 =(Л 0 , Во, Со,
3, @) —спектральный узел о. ф. Wo(%) в Q. Пусть G — самосопряжённый
оператор, осуществляющий подобие между спектральными узлами 80 ft
60* о. ф. Wo (X) в Q. Как уже отмечалось, из нормальности Q вытекает,
что пространство 3 является конечномерным, а оператор Ао— G-само-
сопряжённым. Из [16, теорема 4.3] следует, что существуют положи-
тельные числа б и К, обладающие следующим свойством: если оператор
A^L(3) удовлетворяет условию \\А—Л0||<б, то квинтет 9= (Л, Во, С„,
3, ®) является спектральным узлом в Q для некоторой голоморфной-
о. ф. W(%) и справедливо неравенство

\\W(X)-W0(%)\\^K\\A~A0\\,
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Из доказательства теоремы 4.3 работы [16] видно, что о. ф. W(X) мож-
но считать самосопряжённой, если оператор А также является G-само-
сопряжённым.
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