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ОБЛАСТИ ЭЛЛИПТИЧНОСТИ ОБЩИХ СЕМЕЙСТВ 
ОДНОРОДНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ И ФУНКЦИИ ЭКСТРЕМУМА 

В. И. М а т о в 

Однородный вещественный многочлен называется эллиптическим, если 
он положителен вне нуля (в частности, степень эллиптического многочлена 
четна). 

Областью эллиптичности семейства однородных многочленов, гладко 
зависящих от параметров, называется множество значений параметров, при 
которых соответствующий многочлен семейства эллиптичен. 

Целью настоящей работы является исследование особенностей границы 
области эллиптичности для семейств общего положения однородных много­
членов. Мы показываем, что при фиксированном числе параметров особен­
ности границ областей эллиптичности семейств общего положения стаби­
лизируются с ростом степени и числа аргументов многочленов (т. е. они 
одинаковы для семейств многочленов всех достаточно больших четных сте­
пеней от достаточно большого числа аргументов) (теорема 2). 

Доказательства основаны на том, что эти особенности совпадают с осо­
бенностями множеств уровня функций минимума 

(min /) (Я) - min {/ {х, X) \ х ^ М} 

семейств общего положения гладких функций на компактном многообра­
зии Mj зависящих от параметров Я. 

Область эллиптичности семейства многочленов, очевидно, является про­
образом множества положительных значений функции минимума семейства 
ограничений многочленов изучаемого семейства на единичную сферу. Мы 
же доказываем, что и, обратно, всякая особенность прообраза множества не­
отрицательных значений функции минимума общего семейства функций на 
компактном многообразии реализуется в семействах однородных многочле­
нов степени 8Г/з и выше от 2ZV' и более аргументов, где I — размерность 
многообразия параметров (теорема 1). 

Мы доказываем также, что «неособые» поверхности уровня функций 
минимума локально диффеоморфны графикам функций максимума семейств 
на единицу меньшим числом параметров (теорема 6). Это позволяет дать еще 
одно описание особенностей границ областей эллиптичности общих семейств с 
однородных многочленов: область эллиптичности и ее граница в окрестности 
граничной точки диффеоморфны надграфику и графику функции максимума 
подходящего семейства общего положения (теорема 7). 

Нормальные формы гладкой классификации функций минимума общих 
семейств функций [3] позволяют получить списки нормальных форм особен­
ностей границы области эллиптичности общих семейств однородных много­
членов, зависящих от Z ^ 7 параметров (теорема 2). Эти списки состоят из 
особенностей нулевого множества уровня функций минимума семейств мно­
гочленов от одной переменной. Например, особенности границы эллиптич­
ности общего двупараметрического семейства однородных многочленов сте­
пени 3 и выше от любого числа переменных — это обычные угловые точки. 
J f ри трех параметрах в качестве нормальных форм встречаются также двугран-
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ные и трехгранные углы и еще ограниченная «оборванным ласточкиным хвос­
том» область многочленов а:* + <̂ ^̂  + Ъх -\~ с без вещественных корней. 

Число ф различных (не диффеоморфных) особенностей границ областей 
эллиптичности общих /-параметрических семейств однородных многочленов 
степени do (О и выше от UQ (I) + 1 и более переменных приведено в следую­
щей таблице 

1 
do 
Щ 

1 * 

1 
4 
1 
1 

Z 
8 
1 
2 

3 
10 
1 
4 

4 
14 
1 
6 

5 
18 
1 
9 

6 
24 

1 
13 

7 
28 

1 
18 

Доказательства основаны на обобщениях интерполяционной теоремы 
Эрмйта и на теореме о трансверсальности отображению. Эта теорема, из ко­
торой вытекает, что цилиндр можно сделать трансверсальным любому под­
многообразию, мало пошевелив его основание, доказана недавно Е. Е. Лан-
дис [5]. 

Из наших локальных результатов вытекают и некоторые глобальные 
следствия. Согласно [6], функция минимума семейства общего положения 
в окрестности каждой точки пространства параметров топологически либо 
неособа (эквивалентна невырожденной линейной функции), либо морсова 
(топологически эквивалентна невырожденной квадратичной форме). При 
этом отрицательный индекс инерции этой формы не меньше, чем уменьшен­
ное на единицу число точек, в которых достигается рассматриваемый мини­
мум. Из неравенств Морса получаются поэтому оценки на числа Si особых 
точек функции минимума, для которых минимум достигается в i точках 
(теорема 8). Например, если пространство параметров — двумерная ориен­
тируемая поверхность рода g, то ^з + 2g <; ^i 4- 82-

На компактной границе трехмерной области эллиптичности семейства 
однородных многочленов общего положения числа трехгранных углов и 
«оборванных ласточкиных хвостов» одной четности. 

Автор благодарен В. И. Арнольду, сообщившему ему теоремы О, 1, 2, 
6 и 7 в виде гипотез и оказавшему ценную помощь в работе, и Е. Е. Лан-
дис, доказавшей нужную теорему трансверсальности. Автор благодарен 
также А. Г. Кушниренко за ряд полезных замечаний. 

§ 1. Особенности областей эллиптичности общих семейств 
однородных многочленов 

1.1°. Пусть А — гладкое многообразие размерности Z, а Р^ — линей­
ное пространство однородных вещественных многочленов степени d от п 
переменных. 

О п р е д е л е н и е . Гладкое отображение ф : А -> Р^ называется 
семейством однородных многочленов степени d с базой {пространством пара­
метров) А. Область эллиптичности el ф семейства ф — это те X ЕЕ А, для 
которых многочлен ф (А,) эллиптичен. 

Наряду с пространством семейств однородных многочленов С°° (А, Pn+i) 
рассмотрим пространство С~ (S^ X А, R) семейств гладких функций 5" -^ 
->- R, где S'^ — единичная сфера в R^+i, с базой А. Снабдим оба пространства 
семейств тонкой С'^-топологией Уитни [4]. Имеется естественное непрерыв­
ное отображение 

е : с - (А, Pti) -^ С- (5^ X А, R), 

заданное формулой (6ф)(:г, ^) = (ф (к)) (х). 
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Непосредственно из определения области эллиптичности вытекает сле­
дующая теорема. 

Т е о р е м а 0. Точка Я. ̂  Л лежит в области эллиптичности el ф се­
мейства ф ^ С°° (Л, Pn+i) тогда и только тогда, когда (min 6ф)(?1) > 0. 

О п р е д е л е н и е . Подмножество топологического пространства на­
зывается массивным, если оно является пересечением счетного числа откры­
тых всюду плотных множеств [4]. Массивное подмножество пространства 
гладких отображений, наделенного тонкой топологией Уитни, само всюду 
плотно (предложение 3.3 гл. 2 [4]). 

Т е о р е м а ! {о реализации). Для любых п, Z > 1 в пространстве 
семейств С°° (5^ X Л, R) существует массивное подмножество, такое, что 
если f лежит в этом подмножестве, d ^ 8/*/з (^d — четно), и т'^ 2/*/», то 
для любой точки X ЕЕ (min f)"^ (0) существует семейство ф из С°° {А, Pm+i), 
для которого X ^ д {el Ц)) и ростки в точке X множеств (min /)~^ (R^) и 
el ф совпадают. 

Т е о р е м а 2 (о стабилизации). Для Z ^ 8, п '^ i и любых четных d 
в пространстве семейств С°° {А, Pn+i) существует массивное подмножество, 
для каждого семейства ф из которого и любой точки X ^ д {el ф) существует 
семейство iĵ  из С°° {А, Pm+i), ^де б — четно, б ^ 2Z'/3 -(- 2Г^^ -{- I и т ^ 
^ 21^^^, такое, что X ^ д {el^^)) и ростки в точке X множеств el ф гг el if? 
совпадают. 

Т е о р е м а З {о классификации). При l ^ l ^ 7 , n ^ i u всех четных 
d ^ dQ (Z), где d^ (Z) из приведенной выше таблицы, массивные множества 
в С°° {А, Pn+i) образуют семейства ф, для которых росток множества el ф 
в любой точке из д (el ф) в подходящей системе координат {Xi, . . ., Xi) в ок­
рестности этой точки можно задать одним из неравенств вида 

min шт{г^''г + Xj^.+if''^'^ + . . . + А,ь+2г,-2^ + h,+2r,-i) > О, 
1<г<5 1«|<8 ^ г г г г 

где 8 ^ 0 достаточно мало, 5 ^ Z, 2 (г^ + . . • + ^s) — s ^ I, а числа kf 
задаются формулами к^ = 1, /ci+i = ki + 2ri — I, 

Неравенство теоремы 3 естественно обозначить min (^2^-1? • • -г ^2r-i)* 
так как в скобках стоит миниверсальная деформация особенности А2Г.-1 [1J. 

1.2°. Пусть J S {S'^, R) — многообразие 5-мульти /с-струй функций 
S'^-^R [4]. Через Js (/), где / е С°° {S'^ X Л, R) обозначим отображение 
(5^)(5) X Л - ^ / s (iS"*, R), сопоставляющее элементу {и, X) мультиструю 
функции / (•, X) в мультиточке и. Здесь (5^)^*) — многообразие наборов.б^ 
попарно различных точек из S'^. 

Т е о р е м а 4. Для произвольного подмногообразия многообразия муль-
тиструй Js {S'^, R) при d'^ ks + к -\- s — 1 множество семейств ф Ĝ  С°° • 
• (A,/^ri+i), для которых отображение Js (6ф) трансверсально этому много­
образию, массивно. 

1.3°. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Рассмотрим отображе­
ние 

х: P^-ыX(6'>)->Л(^^R), 
заданное формулой % {р, и) = Д {р\ S'^) {и), где js — оператор 5-мульти 
/с-струйного расширения [4]. 

При d "^ ks + к -\- S — 1 отображение к является субмерсией. Действи­
тельно, X является гомоморфизмом векторных расслоений: 

I i 
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где вертикальные стрелки — это естественные проекции. В частности, УС 
линейно на слоях. Следовательно, достаточно показать, что на каждом слое % 
является эпиморфизмом. Последнее вытекает из приведенной ниже леммы 1. 

Пусть W — подмногообразие в Js (5", R). Так как к — субмерсия, то 
х"^ (W) является подмногообразием в Pn+i X {S'^Y^\ 

Пусть ф G= С°° (Л, Pn+i)- Из конструкции отображений х и / s (•) вы­
текает коммутативность диаграммы 

Л X (5")(«) ^ ^ PLI X (5-(^) 

J^(eф) 1'^ 
> Js (S'^, R), 

(здесь id — тождественное отображение (S'^Y^^). Следовательно, отображение 
Js (б ф) трансверсально подмногообразию TF тогда и только тогда, когда ото­
бражение ф X id трансверсально подмногообразию х"^ {W), 

Следующая теорема трансверсальности принадлежит Е. Е. Ландис [5]. 
Т е о р е м а . Пусть X, Y, М — гладкие многообразия и V — подмного­

образие <9 / ^ (Z , У) X М. Тогда множество отображений g: X -^ Y таких у 
что отображение 

irg X idM) : Z X М -> / ^ (Z, У) X М. 
трансверсально подмногообразию F , массивно в 0°^ {X, Y), 

Применив эту теорему к случаю т = о (/° (Z, Y) = X X Y), V == 
= X X и, где и — подмногообразие в У х М, мы находим, что множество 
отображений g : X -^Y таких, что отображение {g X id^) : X х М ->• 
-^Y X М трансверсально С/, массивно в С°° (X, У). 

Воспользовавшись теперь последним утверждением применительно к слу­
чаю X = A,Y = Рп+и М = (А?^)^^), и = х"^ {W), мы можем заключить, что 
множество семейств ф : Л -> Pn+i^ Для которых отображение 

(Ф X id) : Л X {Sy^^ -^ P^i X (S^^^ 

трансверсально х"^ (PF), массивно в С°° (Л, Pnfi)« 
Теорема 3 доказана. 
1.4°. Л е м м а 1 {интерполяционная теорема Эрмита для сферы). 

Для любой мультиструи а ^ Js {S^^ R) в мультиточке и и всех d^ ks -{-
-\- к -\- s — 1 существует однородный многочлен р: R '̂'"̂  ->• R степени d, 
для которого jl (р \ S^){u) = а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и^, . . ., гг̂  ЕЕ 5^ — компоненты муль-
титочки и. Через ef обозначим i-u координатный орт пространства ВР^^. 

Сделав при необходимости поворот пространства R^+i, можно считать, 
что при всех г, 7 = 1? . . ., 5 выполнены условия 

а) и^Ш {хп+1 = 0}; 
б) Cn+i не лежит в линейной оболочке векторов 1г\ иК 
Рассмотрим стереографическую проекцию ц сферы S'^ из конца вектора 

еп+1 на плоскость {xn+i = 0} . Точка с координатами {х^, . . ., х^, ^n+i) 
переходит в точку с координатами (г/̂ , . . ., Уп, 0), где yt = Xil{i — Xn+i)-
Проекция ц является диффеоморфизмом S'^ \ {̂ 72+1} на R'̂ , где R" отож­
дествляется с гиперплоскостью {Хп+г = 0}. Следовательно, имеет место диф­
феоморфизм 

j ' ^ ( ^ \ { e „ + i } , R ) - > / ( R " , R ) . 

Пусть v^ = г[ {и^), в силу свойства а) || г;* || # 1 и суп1;ествует е-окрест-
ность S'^'^ единичной сферы в R" такая, что v^'^S'l"^ (t = 1, . . ., s). 
Если р — однородный многочлен степени d на R^+i, то р \ {S^ \ {^n+i}) в 
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координатах у^, . . ., Уп на R"̂  \ iSe задается формулой 

(||̂ ||2 + 1)̂  Р\ \\yf-i ' • • • ' IUIP-1 ' 2 

Заметим, что умножение на нигде не обращающуюся в ноль на много­
образии X функцию F задает диффеоморфизм многообразия струй /''* (Х, 
R). Струя переходит в струю в той же точке любого своего представителя, 
умноженного на F, Обратное отображение задается умножением на ilF, 

Следовательно, задача сводится к нахождению неоднородного много­
члена q степени d на R^ такого, что функция q (i//|| у |р — 1)) имеет наперед 
заданные А-струи в точках г;̂ , . . ., z;* е R^ \ S'^"^, 

Отображение р : R^ \ «Sg"̂ -̂  R'*, заданное формулой у ь-> г//(|| у \\^ — 1), 
обладает свойствами 

в) шар В {i — е) диффеоморфно отображается на шар5( ); 

г) R ' ^ \ i n t 5 (1 + е) диффеоморфно отображается на В1———)\{0}; 
д) w'^ Ф w\ где ш̂  = Р (v^) (это следует из б)) (здесь В (г) == 

^{У\\У\\<.Г), 
Многообразие /^ (R^ \5 ' e ,̂ R) имеет две компоненты связности: 

/^ {В (1 — е), R) и J^ (R^ \ int 5 (1 + е), R). Отображение Р определяет 
диффеоморфизмы 

/ * ( 5 ( l - 8 ) , R ) - ^ / ' ^ ( £ ( - i = i ) , R ) , 

J''(R" \ int 5 (1 + е), R)-^ /"(fi ( 1 ± ^ ) \ {0} II R ) . 

Так как ul^ Ф w\ то достаточно построить неоднородный многочлен q 
степени (i на R^ с наперед заданными Лс-струями (обозначим их а^, . . ., Og) 
в точках w^^ . . ., w^, 

Для каждого i = 1, . . ., s построим многочлен д̂  : R"̂  —>- R степени 
d ~ к такой, что 

е) ЧгХ^") == 1; . 
ж) у^(д, - 1 ) ( ^ ^ ) = 0; 
з) fq, {W^) = 0 {]ф i). 
Фиксируем i. Пусть а̂  — линейный функционал на R^, переводящий 

точки iv^, . . ., г^^е R^ в попарно различные числа t^, , . ., f. В силу интер­
поляционной теоремы Эрмита при d'^ks -\- к + s ^- i существует многочлен 
г̂ - : R-> R степени d — к, для которого: г̂  (f) = 1, f (г̂  — 1) {f) = О 
и fvi (t^) = О при j Ф i. Тогда многочлен qt = rio at степени d — к будет 
удовлетворять условиям е) — з). 

Для каждого i рассмотрим многочлен /̂ ^ : R'̂  -)- R степени к, имеющий 
/с-струю Oi в точке w;\ а в остальном произвольный. Тогда полином q = 
= ^1*^1 + • • • + f^sQs будет искомым. 

Лемма 1 доказана. 
1.5°. Теорема 3 вытекает из теоремы О, теоремы 4 и утверждения: при 

Z ^ 7 существуют к, s ^ N, причем ks + к + s — i ^ dQ {I), и набор 
подмногообразий в /§ (5" ,̂ R) такие, что если отображение Js (/), где 
f^C°^ {S^'' X Л, R), трансверсально всем этим подмногообразиям, то для 
любой точки К ЕЕ (min /)"^ (0) росток функций min / в точке X в подходящей 
системе координат приводится к одной из нормальных форм, задаваемых 
левой частью неравенства теоремы 3. 

1.6°. Л е м м а 2 (о реализуемости). Пусть f ^ С'^ {S^ X Л, R), 
к ^ А и (min /) {X) ~ 0. Тогда, если функция / (•, X) имеет s точек глобалъ 

file:////yf-i
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кого минимума^ росток / (•, Я) в i-u точке ki-определен и имеет коранг т^, 
то для всех т ^ шах (ATIJ, . . ., ms) и всех четных d ^ 4 (fci + . . . + A:s) 
существует семейство ф: Л -> Pm+i такое^ что (min 0ф) (X) = О 1г ростки 
в точке Х множеств (min /)~^ (R^) и (min 6ф)"^ (R^) совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . В силу теоремы Мазера о версаль-
ной деформации ([2] с. 152) и утверждения 11.10 [2] с. 124, существует ок­
рестность V точки Я в Л и набор диффеоморфизмов 'Е^. В"^ {г) X V —> S"^ X 
X Л (j = 1, . . ., 5), где В^ (е) — замкнутый шар в R^ с центром в нуле ра­
диуса 8 ^ 0 , таких, что диаграмма 

В''{г)хУ^8'^хК 
I I 

in 
V ^ Л 

(здесь in — вложение, а вертикальные стрелки — естественные проекции) 
коммутативна, Sj (О, %) — i-я точка минимума функции / (•, Я) и 

/ о ^ . ( ^ Д ) = 3 о^а{Ц^^ + ^ш.^г + ^.^+^ 

где Z-= (zi, . . ., z j — координаты в R'', z = (zj, . . ., z^.), « a ^ C ^ (F, R). 
Причем если Я ̂  F, то 

(min/)(Я) = min min / о -̂ (z, K). 

Росток функции min / в точке % задается той же формулой, но вместо 8 
можно взять любое достаточно малое число. 

Рассмотрим произвольный набор отличных от нуля точек г/̂ , . . ., у^ 
в R"\ где т > max (w^, . . ., ms), такой, что при i Ф j шары у'^ + ^"^ (е) 
и у^ + ^ ^ (е) не пересекаются. Пусть г/ = (г/̂ , . . ., г/̂ )̂ — координаты в R^. 
Обозначим через ft семейство R^ х F -> R, заданное формулой 

h (г/, Х)= ^ al (X) (у - yY + {Уш.^г - Ущ^г? + • • • + (г/т " г/ж)̂  
|al<fe. 

где ^ = (г/i, . . ., Ут^ч а при т = mt квадратичная часть отсутствует. 
Имеем 
а) fi {у\ 1) = 0; 
б) fi {у, Я) > О при у^у' + (5"' (е) \ {0}). 
Рассмотрим отображение у^'- ^^ ~^ ^^^ определенное формулой 

Ус{у)-у/{\\уГ + с'), 

где с ^ 0. Отображение у^ переводит пространство R^ в замкнутый шар 
5 ^ (1/2 с). При этом 

в) 7с диффеоморфно отображает int В^ (с) на int В^ (1/2с); 
г) 7с диффеоморфно отображает К^\В'"'{с) на int 5 ^ (1/2с) \ {0}. 
Пусть Т > max {|| г/i ||, . . ., || у' || }. Выбрав с > шах (е/2, 2Т\ полу­

чим, что для каждого i = 1, . . ., 5 отображение у ^-^ у^ + Ус {у — У^\ пере­
водит пространство R'̂  внутрь шара г/̂  + В^ (е), оставляя точку у^ непо­
движной, причем шар В^ {Т) отображается диффеоморфно. 

Семейства /^: R^ X F - > R, заданные формулой fi (г/. Я) =fi (у^ + 
~^ Ус (у — У^)-> )̂» обладают свойствами: 

Д) /.• {y\J) = 0; 
е) / г ( г / ,Я )>0 при у ф у'; 
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ж) в окрестности точки Я функции min / о ^̂ . (^, .), min fi{y, •) сов-

падают; 
з) для любого достаточно малого А ^ О существует окрестность Уд 

точки I такая, что ft (г/, Я) > О при у ЕЕ 5 ^ (Т) \ {у' + 5 ^ (А)^ к е 7д. 
Из свойства ж) следует, что в некоторой окрестности точки Я функция 

И11П / удовлетворяет равенствам 
(min/) (?i) = min min /^(г/, Я;)= min min/^ (у, А,). 

^ г/ев^(Г) уев '̂сг) ^ 

З а м е ч а н и е 1. Если Fi, , . ,, Fs — совокупность функций, задан­
ных на некотором множестве, и для каждого i все функции Fj^ где у Ф i, 
положительны на множестве точек, в которых Fi принимает неположитель­
ные значения, то нулевые множества уровня и знаки в любой точке функций 
min {F^, , . ,, Fs) ^ F^- . . , ' Fs совпадают. 

Выберем А ̂  О настолько малым, чтобы при i Ф j шары у^ + В^ (А) 
и у^ + В^ (А) не пересекались и каждый из них лежал в В^ (Г). Тогда, в силу 
свойства з) и замечания 1, в окрестности точки Я знаки в любой точке 
функций min / и min / (г/, •), где f = fi • - - - -fs^ совпадают. 

2/еВ^(Г) 
Из формулы, определяюш;ей отображение у^, и вида ft следует, что 

fi {у, Я) = qi (г/, Я)/(|| г/ — г/' II 2 + c^f\ где qt — многочлен степени 2/с̂  от 
у с коэффициентами из С°° (F, R). 

З а м е ч а н и е 2. Нулевое множество уровня и знак в любой точке 
функции минимума семейства инвариантны относительно умножения семей­
ства на всюду положительные на пространстве расслоения функции. 

S 

Функциях! (II г/— г/̂  Р + ĉ j'̂ i положительна на R^. Поэтому в силу 
г=1 _ 

замечания 2 в окрестности точки X знаки функций min / и min q (г/, •)» где, 
уеВ^(г) 

S 

Ч{уЛ) = ]1 qi(yA)y 

совпадают. 
Так как у'^ ф О {i = I, , . ,^ s), то g (О, Л) ^ О и тем самым многочлен 

q (-, X) имеет положительный свободный член Ь. 
Рассмотрим семейство г: R"̂  X F -> R, заданное формулой 

'- (у, ^) = q (Т1/2Г {у, ^)- (II у\\' + (.mTff\ 
где к = к^-\- . . , -\- ks^ ^ силу свойств в) и г) отображения у^ и замечания 
2, в окрестности точки X знаки функций min g (г/, •) и min г {у, *) (последний 

минимум достигается) совпадают, причем г(у^Х)= S Ьа(^)г/°^ — много-
|a|<4fc 

член степени 4& от г/ с коэффициентами Ьа (•) из С°° (F, R), и старшие члены 
многочлена г (г/, X) есть Ь- \\ у Ц̂ .̂ 

Рассмотрим семейство ф е С°° (F, Рш+i), заданное формулой 

|а|<4/с 

где X = {xi, . . ., XjTf), и продолжим ф с окрестности V точки X на все много­
образие А. 
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Так как ф (Л) | {S^ f] {Xj^+i == 0}) ^ 6 ]> О, то точки минимума много­
члена ф (Я) I S^ не лежат в гиперплоскости {x^+i = 0}. Если х ^ S^ \ 
\ {xm^i =- 0} и Я е F , то 

(Ф (к)) {X) = {1 + \\у Г)-'' г (у, X), 

где у = x/xjn+i. Следовательно, в силу замечация 2, в окрестности точки X 
множества (min /)""^ (R^) и (min Эф)"^ (R^) совпадают. 

Мы построили семейство однородных многочленов степени Ак. Если d ]> 
^ 4А: (d — четно), то умножив семейство ф на || z/ [[(̂ -̂ 'f), мы получим требуе­
мое семейство многочленов степени d. 

Лемма 2 доказана. 
О п р е д е л е н и е . Деформацию (R^ X R^ 0) - ^ (R, 0) ростка (R", 

0) -> (R, 0) назовем слабо q-определенной, если она расслоенно эквивалентна 
деформации вида 2 J (ia{'k)x^^ где х ^ R^\ Я ^ R^ 

Пример. Любая деформация ростка Л 5: х\ + х\ слабо 4-определена, т. к. 
она эквивалентна деформации, индуцированной деформацией :ri4-(^2+^i)^+ 

Из доказательства леммы 2 вытекает 
С л е д с т в и е . Лемма 2 остается справедливой, если в ее условии за­

менить требование ki-определенности ростка на требование представимости 
его деформации в виде прямой суммы невырожденной квадратичной формы 
lUi переменных и слабо ki-определенной деформации. 

1.7'". Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1 и 2 . В силу леммы 2 и тео-
рЗхМы 4 реализуемость и стабилизация сразу же следуют из ограниченности 
корангов и показателей конечной определенности ростков функций из об­

щих /-параметрических семейств при фиксированном I. 
Оценки получаются следующим образом. Для массивного множества 

% {п, I) семейств /: 5^ X Л ->^ R выполняются условия: для любой точки 
Я ^ Л число S точек минимума с нулевым значением функции / (•, Я) не пре­
восходит Z, коранг ростка / (•, Я) в каждой из них не превосходит 2VI\ и пос­
ле умножения на росток всюду положительного семейства (замечание 2) вы­
полняются условия леммы 2 с заменой, указанной в следствии, причем 
Ai + . . . + /Cs < 2Г/з. 

Последнее следует из того, что при р > 4 либо р — струя ростка ф: 
(R"^, 0) ->- (R, 0) с минимумом в нуле и нулевой 3-струей лежит в конечном 
объединении подмногообразий коразмерности не менее р — 3, либо росток 
Ф приводится к виду Ф = Фо + ф + Ф1, где ф — невырожденный однород­
ный многочлен степени /?, а фо и ф^ — многочлены степеней, меньшей и боль­
шей р соответственно. Во втором случае умножение деформации ростка ф 
на росток положительного семейства (фо {х) + ф {х)) (1 + о) (Я))/(ф {х) + 
+ со (Я)) (здесь со — положительная всюду, кроме отмеченной точки, плоская 
в этой точке функция) приводит к слабой рттг-определенности. 

Множество 91 (гг, Z) выделяется условием трансверсальности отображения 
Js (/) конечному набору подмногообразий в j \ (5^, R), где к = max {/cj, . . . 
. . ., kg}. 

Теперь утверждение теоремы 1 вытекает из леммы 2. 
Из приведенных выше неравенств следует, что справедливо неравенство 

ks + k + s— 1^ 2/'/з 4- 2/'/з -f / _ 1̂  правая часть которого при I ^ 8 
больше, чем 4 (/с̂  + . . . + kg). В силу теоремы 4 при d > d^, где CZQ = 2/'/з -|-
+ 2/*/з -^ I — 1 множество 9~^9t {п, I) массивно в с-(л, ^ti). (Присг< 
^ <io в качестве фигурирующих в теореме 2 массивных подмножеств возьмем 
сами С^ (Л, P^^i).) Теперь утверждение теоремы вытекает из теоремы 1. 
2 Функц. анализ, т. 19, вып. 2 
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§ 2. О дифференциальных и топологических свойствах 
функций минимума 

2.1°. О п р е д е л е н и е . Пусть рг: X -^Y — гладкое расслоение с 
п-мерным компактным слоем. Функция /: X - ^ R называется семейством 
функций на слоях расслоения Z , а база Y — базой {пространством парамет­
ров) этого семейства. 

. Функция минимума min /: У - ^ R семейства / определяется формулой 
(min /) [у) = min {/ {х)'\ рг {х) = у}. 

Аналогично определяется функция максимума. 
Семейство / будем называть min-конечным, если для любой точки у ^ Y 

функция / I рг~^ (г/) имеет конечное число 5 (/, Z/) точек глобального минимума.. 
Дополнение к множеству min-конечных семейств в С°^ {X, R) имеет бес­

конечную коразмерность. 
Пусть / — min-конечно, у Е^ Y и х^, . . ., х^ — точки глобального ми­

нимума функции / I рг~^ {у). Тогда дифференциал djf следующим образом 
определяет линейную форму djf на TyY: если и F^ ^yY, то dj {v) = djf (w), 
где w ^ T^iX и pr^ (w) = v. 

О п р е д е л е н и е . Пусть М — гладкое многообразие. Функция F: 
Ж -> R дифференцируема в точке х ^ М, по направлению вектора г; ЕЕ Т^М, 
если существует число L^F такое, что для любой гладкой кривой у: [О, 1] ^ -
—>• М, для которой у (0) ^ х, у (0) = и, имеет место равенство F о у {t) = 
= F (х) + tL^F + о (t) при t -^ 0. 

Легко доказывается следующая теорема. 
Т е о р е м а 5. Если семейство / : Z -> R тш-конечно, то функция 

min / дифференцируема в любой точке по всем направлениям и для v ^ TyY 
L^ (min /) = min {dj (и), . . ., dj (и)}, 

где s = s (/, у). 
2.2°. О п р е д е л е н и е . Пусть функция /": М -> R дифференцируе­

ма в любой точке по всем направлениям. Касательным конусом функции F 
в точке X называется конус в Т^М X R 

{{V, t) ^ Т^М X R U = L^F). 

Точку X назовем особой точкой функции F, если выпуклая оболочка касатель­
ного конуса в точке х либо совпадает с Т^М X R, либо имеет Т^М X {0} 
своей опорной плоскостью. 

Т е о р е м а 6. Если у Е^ Y — неособая точка функции min / min-^'o-
нечного семейства / и dim Y = I, то существует семейство g функций п пе­
ременных, базой которого служит окрестность нуля в R^~i, такое, что рос­
ток в точке у пары (У, {и \ (min /) (и) = (min /) (у)}) диффеоморфизмом пе­
реводится в росток в точке нуль пары (R\ Гтах^)? ^де Гщах^ — график функ­
ции максимума семейства g. 

2.3°. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Пусть s = s{f, у). Так 
как у — неособая точка функции min / , то существует вектор v ЕЕ T^Y, 
такой, что dif (v) ^ О для всех i = 1, . . ., s. Действительно, предположив 
противное, получим, что для любого V ^ TyY найдется индекс i, для кото­
рого dif (и) ^ 0. Следовательно, в силу теоремы 5, L^ (min /) <; О и TyY X 
X {0} является опорной плоскостью к выпуклой оболочке касательного ко­
нуса функции min / в точке у. 

Следовательно, можно выбрать координатную карту v: R^ - ^ У в окрест­
ности точки у так, чтобы dJ {v^Ci) ^ О при всех i = 1, . . ., s (здесь е^ — 
первый координатный орт). 

Без ограничения общности можно считать, что (min /) (у) = 0. 
Для каждого i = i, . . ., s выберем координатную карту ^^: R^ X R̂  -^ 

-> X в окрестности х^ ^ X, где х^ — i-я точка минимума функции / | рг~^ {у)г 
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такую, что диаграмма 

•коммутативна. Обозначим / о ĝ  через F \ По теореме о неявной функции су­
ществует 1 > 8 > О и функция G' : Б^ (8) X (Б^-i (8) X В^ (г)) -> R, та­
кая , что уравнения F^ {и, X) — с == О и G^ {и, А, с) — ki = О, где и Е^ R^, 
Я == (>11, X) — координаты в R^, равносильны в В^ (г) X В^ (г) X В^ (е), 
причем в области определения функции G* выполняемо неравенство dG^/dc ^ 
> 1/2. 

Будем рассматривать F^ и G^ как семейства функций на В^ (г). 
Л е м м а 3. Существует число 6 ^ 0 , для которого при всех i = 1,. . • 

, . ., 5 уравнения 
(min F') (X) ~ с = О и (max Ĝ ) (X, с) — Xi ^ О 

равносильны в В^ (8) X В^ (г). 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3. Так как О — минимальное зна­

чение функции и ^-^ F^ (и, 0), то существует число 6 ^ 0 такое, что 
] (min F'){X) ! < 8 при >. е Б^ (б) и i - 1, . . ., .9. 

Фиксируем i и будем записывать семейства F^ и G^ без верхнего индекса. 
Пусть X ^ В^ (б) исх = (min F) (X). Докажем, что (max G) {X, с>) — Xi = 

= 0. 
Заметим, что (max G) {X, с^) — ^i ^ О, так как существует точка и^ S 

^ В^ (е), для которой F (и^, X) — а ^ О и, следовательно, G (ui, X, с^) — 
— Ai - 0. 

Предположим, что (max G) {X, с^) — Xi ^ 0. Тогда существует точка 
vx ЕЕ В^ (8) такая, что 

(ся + г) 12 > G (их, I , с ) - h > 0. (1) 

Так как производная функции t у-^ G (t/\, X, t) — Х^ на отрезке [— 8, су} 
превосходит 1/2, то, в силу (1), значение этой функции в точке — 8 отрица­
тельно и существует число с% EL̂  (— 8, c>j, такое, что G {v^, Я, с'х) — Xi^ 0. 
Последнее противоречит выбору с^, так как ci = F {ь\, X) и с{ < с^. 

Итак, 
(max G) (X, (min F) (Х)) - Xi = 0. (2) 

Пусть теперь с удовлетворяет уравнению (шах G) {X, с) — Xi ^ 0. 
З а м е ч а н и е 3. Функция максимума семейства, определенного на 

прямом произведении, монотонно возрастающего по некоторому параметру, 
монотонно возрастает по этому параметру. 

Из замечания 3 следует, что функция t ь-> (max G) (Я, t) — Xi монотонно 
возрастает на отрезке [— 8, г]. Тем самым, в силу (2), с = (min F) {X). 

Лемма 3 доказана. 
Из леммы 3 и замечания 3 следует, что неравенства 

.(max G') (1, 0) - Ях < О и (min F') (Х) > О 

равносильны в В^ (б). Равносильны также неравенства 

(max G') (X, 0) - Ях > О и (min F ) (Х) < 0. 

Следовательно, уравнение min (min F^) (А.) = О в В^ (б) равносильно урав-
г 

нению Xi = max (max G^) {X, 0). 
г 

2* 
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Так как (min f) о v = min (min F^), то определив семейство 
i 

g:{j { ( i - l ) e i + 5"(e)}x5'- i(6)->R 

на {{i -i)ei + 5^(8)} X B^-^ (6) формулой g {u, I) = G' (u) - {i - i)ei, 
Я) (здесь ei — первый координатный орт R^), получим требуемое. 

Теорема 6 доказана. 
2.4°. Т е о р е м а 7. Для d ^ 2/ + 2 массивное множество в С^ (Л, 

Pn+i) образуют семейства однородных многочленов ф, удовлетворяющие усло­
вию: для любой точки X из д el Ц) существует семейство g функций п перемен­
ных, базой которого служит окрестность нуля в R^'^, такое, чтю росток пары 
(Л, el ф) в точке К диффеоморфизмом переводится в росгпок в нуле пары 
{1\\ £'тах^)т ^де Ejnax g — надграфик функции максимума семейства g. 

Теорема 7 вытекает из теоремы 6, теоремы 4 и того факта, что min-ко-
нечность семейства / : 5^ X Л —> R и неособость нулей функции min / 
можно определить как условие трансверсальности отображения J]^-^ (/) не­
которым подмногообразиям в J]^^ {S^i ^ ) [6]. 

2.5°. Согласно [6], для массивного множества семейств /: X —> R росток 
функции min / : У —> R в любой особой точке у топологически эквивалентен 
ростку в нуле невырожденной квадратичной формы индекса v, причем выпол­
нено неравенство 

v>s{f,y)-l. (3) 
Пусть / — одно из таких семейств. Через Si (/) обозначим число особых 

точек функции min / , для каждой из которых функция семейства / в слое 
над этой точкой имеет ровно г. точек глобального минимума. Из (3) и неравен­
ств Морса [7] вытекает 

Т е о р е м а 8. Для массивного множестга семейств /: X —> R имеют 
место неравенства 

•и и 1 

1=1 1=0 

S^i ( , / ) -^V i ( / ) .>S Pi-Po' 
i = l г=1 

где |3j — t-e число Бетти базы Y, 
Например, если Y — ориентируемая двумерная поверхность рода g^ 

то имеем: ^з (/) + 2g < 5^ (/) + S^ (/). 
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