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Вводятся в рассмотрение ряд понятий, связанных с преобразованием Ляпу-
нова линейных дифференциальных операторов с неограниченными оператор-
ными коэффициентами, порожденных семейством эволюционных операторов.
Получены утверждения о подобных операторах, связанных с преобразованием
Ляпунова, и приводятся их спектральные свойства. Одним из основных резуль-
татов статьи является теорема о подобии возмущенного дифференциального
оператора с постоянным операторным коэффициентом, являющегося генерато-
ром ограниченной группы операторов. В качестве возмущения выступает опе-
ратор умножения на суммируемую операторную функцию. Установлена почти
периодичность на бесконечности решений соответствующего однородного диф-
ференциального уравнения.
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1. Введение. Пусть 𝑋 – комплексное банахово пространство и 𝐿𝐵(𝑋) – бана-
хова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в 𝑋. Символом
ℱ = ℱ(J, 𝑋), где J ∈ {R+ = [0,∞), R}, обозначим одно из банаховых пространств
функций: 𝐶𝑏 = 𝐶𝑏(J, 𝑋) – пространство непрерывных ограниченных на J функций
со значениями в 𝑋 с нормой ‖𝑥‖ = sup𝑡∈J ‖𝑥(𝑡)‖; 𝐶0 = 𝐶0(J, 𝑋) – замкнутое подпро-
странство функций из 𝐶𝑏(J, 𝑋) со свойством lim𝑡→∞ ‖𝑥(𝑡)‖ = 0; 𝐿𝑝 = 𝐿𝑝(J, 𝑋), 1 6
𝑝 6 ∞, – пространство измеримых по Бохнеру (классов) функций, определенных
на J со значениями в 𝑋, для которых конечна величина (принимаемая за норму)

‖𝑥‖𝑝 =
(︂∫︁

J
‖𝑥(𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 1 6 𝑝 < ∞, ‖𝑥‖∞ = vrai sup
𝑡∈J

‖𝑥(𝑡)‖;

𝑆𝑝 = 𝑆𝑝(J, 𝑋), 1 6 𝑝 < ∞, – пространство Степанова, состоящее из функций про-
странства 𝐿1

loc(J, 𝑋), для которых конечна величина

‖𝑥‖𝑆𝑝 = sup
𝑡∈J

(︂∫︁ 1

0

‖𝑥(𝑠 + 𝑡)‖𝑝 𝑑𝑠

)︂
.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проекты №№ 16-01-00197) и Российского научного фонда (проект № 14-21-00066, результаты
пункта 3).
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В данной статье изучаются линейные замкнутые операторы, действующие в ука-
занных функциональных пространствах и определяемые с помощью семейства эво-
люционных операторов.

Определение 1. Отображение 𝒰 : ∆J = {(𝑡, 𝑠) ∈ J× J : 𝑡 > 𝑠}→ 𝐿𝐵(𝑋) называет-
ся семейством эволюционных операторов на J, если выполнены следующие условия:

1) 𝒰(𝑡, 𝑡) = 𝐼, 𝑡 ∈ J, где 𝐼 – тождественный оператор пространства 𝑋;
2) 𝒰(𝑡, 𝑠)𝑈(𝑠, 𝜏) = 𝑈(𝑡, 𝜏), 𝜏 6 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡, 𝜏 ∈ J;
3) отображение (𝑡, 𝑠) ↦→ 𝒰(𝑡, 𝑠)𝑥 : ∆J → 𝑋 непрерывно для любого 𝑥 ∈ 𝑋;
4) существуют постоянная 𝑀 > 1 и 𝛼 ∈ R такие, что ‖𝒰(𝑡, 𝑠)‖ 6 𝑀𝑒𝛼(𝑡−𝑠) для

всех 𝑠, 𝑡 ∈ J и 𝑠 6 𝑡.

Семейство эволюционных операторов обычно возникает при условии корректной
разрешимости [1; гл. II, § 3] абстрактной задачи Коши:

𝑥(𝑠) = 𝑥0 ∈ 𝐷(𝐴(𝑠)), 𝑠 ∈ J, (1)

для однородного дифференциального уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ J, 𝑠 6 𝑡, (2)

где 𝐴(𝑡) : 𝐷(𝐴(𝑡)) ⊂ 𝑋 → 𝑋 – семейство линейных замкнутых операторов, действу-
ющих в банаховом пространстве 𝑋.

Будем говорить, что семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) реша-
ет абстрактную задачу Коши (1), (2), если для любого 𝑠 ∈ J существует плотное
в 𝑋 подпространство 𝑋𝑠 из 𝐷(𝐴(𝑠)) такое, что для каждого 𝑥0 ∈𝑋𝑠 функция 𝑥𝑠(𝑡) =
𝒰(𝑡, 𝑠)𝑥0 дифференцируема при всех 𝑡 > 𝑠 и выполнены равенства (1), (2).

Отметим, что если 𝐴 ∈ 𝑆1(J, 𝐿𝐵(𝑋)), то семейство эволюционных операторов
𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) допускает представление вида

𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑈(𝑡)𝑈−1(𝑠), 𝑡 > 𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ J,

где 𝑈 : J → 𝐿𝐵(𝑋) – оператор Коши уравнения (2) (см. [2; гл. III, § 1]). В случае,
если 𝐴 ≡ 𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ J, – линейный замкнутый оператор в 𝑋, то задача Коши (1), (2)
корректно разрешима тогда и только тогда, когда оператор 𝐴 является генератором
сильно непрерывной полугруппы операторов 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) класса (𝐶0) [3; гл. X,
§ 1, п. 10.6]. В этом случае семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋)
представимо в виде

𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J.

По заданному произвольному семейству эволюционных операторов 𝒰 : ∆R → 𝐿𝐵(𝑋)
построим линейный оператор

ℒ𝒰 : 𝐷(ℒ𝒰 ) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋),

где ℱ = ℱ(R, 𝑋) одно из перечисленных функциональных пространств. Область
определения 𝐷(ℒ𝒰 ) оператора ℒ𝒰 определяется следующим образом: непрерывная
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функция 𝑥 ∈ ℱ(R, 𝑋) включается в 𝐷(ℒ𝒰 ), если существует функция 𝑓 ∈ ℱ(R, 𝑋)
такая, что для всех 𝑡 > 𝑠 из R имеет место равенство

𝑥(𝑡) = 𝒰(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝒰(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R.

При этом полагается ℒ𝒰𝑥 = 𝑓 . Отметим единственность функции 𝑓 , т.е. коррект-
ность определения оператора ℒ𝒰 .

Такое определение оператора ℒ𝒰 в функциональных пространствах использова-
лось в статьях [4], [5], а в весовых пространствах – [6], [7].

Пусть J = R+ и 𝐸 – замкнутое подпространство в банаховом пространстве 𝑋. По
заданному семейству эволюционных операторов 𝒰 : ∆+ → 𝐿𝐵(𝑋), где ∆+ = ∆R+ ,
определим линейный замкнутый оператор

ℒ+
𝐸 = ℒ+

𝒰,𝐸 : 𝐷(ℒ+
𝐸) ⊂ ℱ(R+, 𝑋) → ℱ(R+, 𝑋)

следующим образом: непрерывная функция 𝑥 ∈ ℱ(R+, 𝑋), удовлетворяющая усло-
вию

𝑥(0) ∈ 𝐸, (3)

относится к области определения 𝐷(ℒ+
𝐸), если существует функция 𝑓 ∈ ℱ(R+, 𝑋)

такая, что верны равенства

𝑥(𝑡) = 𝒰(𝑡, 0)𝑥(0)−
∫︁ 𝑡

0

𝒰(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R+.

Корректность определения оператора ℒ+
𝐸 отмечалось в работах [5] и [8]–[11].

Если семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆+ → 𝐿𝐵(𝑋) решает абстрактную
задачу Коши (1), (2) (соответственно задачу (2), (3)), то оператор ℒ𝒰 (соответствен-
но ℒ+

𝐸) называется дифференциальным оператором и обозначается символом

− 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴(𝑡).

Впервые дифференциальный оператор

ℒ𝐸 = − 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴(𝑡), 𝐴 ∈ 𝐿∞(R+, 𝐿𝐵(𝑋)),

для произвольного подпространства 𝐸 ⊂𝑋 = C𝑚 исследовался в работе [12], в кото-
рой получены необходимые и достаточные условия его обратимости в гильбертовом
пространстве 𝐿2(R+, C𝑚).

Замечание 1. Для данного семейства эволюционных операторов может не су-
ществовать дифференциальное уравнение вида (2), которое решает задачу Коши
для него.

В данной статье развивается аналог метода кинематического подобия Ляпуно-
ва для дифференциального уравнения вида (2) с неограниченными операторными
коэффициентами или более общо для уравнений вида

ℒ𝒰𝑥 = 𝑓, 𝑓 ∈ ℱ(R, 𝑋),

ℒ+
𝐸𝑥 = 𝑓, 𝑓 ∈ ℱ(R+, 𝑋).

Создается соответствующий понятийный аппарат. Основные результаты содержат-
ся в теоремах 1 и 4–6.
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Определение 2. Линейные операторы 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖)⊂𝑋 →𝑋, 𝑖 = 1, 2, называются
подобными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈𝐿𝐵(𝑋) такой, что

𝑈(𝐷(𝐴2)) = 𝐷(𝐴1), 𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2).

Оператор 𝑈 называется оператором преобразования 𝐴2 в 𝐴1.

Замечание 2. Пусть

Γ𝐴1 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴1), 𝑦 = 𝐴1𝑥}, Γ𝐴2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2), 𝑦 = 𝐴2𝑥}

– графики операторов 𝐴1 и 𝐴2 соответственно. Операторы 𝐴1 и 𝐴2 подобны с опе-
ратором преобразования 𝑈 тогда и только тогда, когда имеет место равенство

Γ𝐴1 = {(𝑈𝑥, 𝑈𝑦) : (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝐴2}.

Определение 3. Семейства эволюционных операторов 𝒰𝑖 : ∆J →𝐿𝐵(𝑋), 𝑖 = 1, 2,
называются подобными, если существует операторная функция 𝑉 : J→𝐿𝐵(𝑋), обла-
дающая следующими свойствами:

1) 𝑉 – сильно непрерывна на множестве J;
2) 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ J, – обратимые операторы и

sup
𝑡∈J

‖𝑉 (𝑡)‖ < ∞, sup
𝑡∈J

‖𝑉 −1(𝑡)‖ < ∞;

3) 𝒰1(𝑡, 𝑠)𝑉 (𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝒰2(𝑡, 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J.
Функцию 𝑉 назовем операторной функцией Ляпунова пары 𝒰1, 𝒰2 (или построенной
по паре 𝒰1, 𝒰2). Оператор

𝒱 : ℱ(J, 𝑋) → ℱ(J, 𝑋), (𝒱𝑥)(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ J,

(оператор умножения на функцию 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ J, в пространстве ℱ(J, 𝑋)) назовем пре-
образованием (или оператором) Ляпунова семейства 𝒰2 в 𝒰1.

Отметим, что если 𝑉 операторная функция Ляпунова пары 𝒰1, 𝒰2, то

𝑉 −1 : J → 𝐿𝐵(𝑋), 𝑉 −1(𝑡) = (𝑉 (𝑡))−1, 𝑡 ∈ J

является операторной функцией пары 𝒰2, 𝒰1.
Операторная функция Ляпунова в отличие от классического определения функ-

ции Ляпунова [13; гл. III, § 8] не обязана быть дифференцируемой.

Определение 4. Семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) называ-
ется однородным, если для любого 𝑎 ∈ J имеет место равенство

𝒰(𝑡 + 𝑎, 𝑠 + 𝑎) = 𝒰(𝑡, 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J,

т.е. семейство 𝒰 зависит от разности аргументов.

Лемма 1. Любое однородное семейство 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) представимо в виде

𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J,

где 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) – сильно непрерывная полугруппа класса (𝐶0).
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Определение 5. Семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) называ-
ется приводимым, если существует подобное ему однородное семейство операторов
𝒰0 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋), т.е. существуют операторная функция 𝑉 : J → 𝐿𝐵(𝑋), обладаю-
щая свойствами 1)–3) определения 3, и сильно непрерывная полугруппа 𝑇 : R+ →
𝐿𝐵(𝑋) класса (𝐶0) такие, что имеет место равенство

𝒰(𝑡, 𝑠)𝑉 (𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J. (4)

Имеет место следующий аналог теоремы Еругина [13; гл. III, § 8] или [14].

Теорема 1. Для того чтобы семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆J →
𝐿𝐵(𝑋) было приводимо, необходимо и достаточно, чтобы оно было представимо
в виде

𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑉 −1(𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ J, (5)

для некоторой операторной функции 𝑉 : J→ 𝐿𝐵(𝑋) и некоторой сильно непрерыв-
ной полугруппы 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋).

Следствие 1 (теорема Еругина). Линейное (однородное) дифференциальное
уравнение (2), где 𝐴 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) – непрерывная ограниченная функция и 𝑋 – ко-
нечномерное нормированное пространство, приводимо по Ляпунову тогда и только
тогда, когда оператор Коши 𝑈 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) уравнения (2), представим в виде

𝑈(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑒𝑡𝐵 , (6)

где 𝑉 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) – операторная функция Ляпунова и 𝐵 ∈ 𝐿𝐵(𝑋).

Условие непрерывной обратимости линейного оператора ℒ𝒰 : 𝐷(ℒ𝒰 ) ⊂ ℱ → ℱ =
ℱ(J, 𝑋) получено с использованием понятия экспоненциальной дихотомии семейства
эволюционных операторов 𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋).

Определение 6. Будем говорить, что семейство эволюционных операторов 𝒰 :
∆J →𝐿𝐵(𝑋) допускает экспоненциальную дихотомию на бесконечном множестве Ω
из J, если существуют ограниченная сильно непрерывная проекторнозначная функ-
ция 𝑃 : Ω → 𝐿𝐵(𝑋) и постоянные 𝑀1 > 1, 𝛾 > 0, такие, что

1) 𝒰(𝑡, 𝑠)𝑃 (𝑠) = 𝑃 (𝑡)𝒰(𝑡, 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ Ω;
2) ‖𝒰(𝑡, 𝑠)𝑃 (𝑠)‖ 6 𝑀1 exp(−𝛾(𝑡− 𝑠)), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ Ω;
3) для 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ Ω сужение 𝒰𝑡,𝑠 : 𝑋 ′(𝑠) → 𝑋 ′(𝑡) оператора 𝒰(𝑡, 𝑠) на область

значений 𝑋 ′(𝑠) = Im 𝑄(𝑠) дополнительного к 𝑃 (𝑠) проектора 𝑄(𝑠) = 𝐼 − 𝑃 (𝑠),
𝑠 ∈ Ω, есть изоморфизм подпространств 𝑋 ′(𝑠) и 𝑋 ′(𝑡) = Im 𝑄(𝑡); определим
оператор 𝒰(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐿𝐵(𝑋), равный 𝒰−1

𝑡,𝑠 на 𝑋 ′(𝑡) и нулевому оператору на
𝑋(𝑡) = Im 𝑃 (𝑡);

4) ‖𝒰(𝑠, 𝑡)‖ 6 𝑀1 exp(𝛾(𝑠− 𝑡)) для всех 𝑡 > 𝑠 из Ω.

Пару проекторнозначных функций 𝑃 и 𝑄, участвующих в определении экспонен-
циальной дихотомии, называют расщепляющей парой для семейства 𝒰 .

Теорема 2 [4], [5]. Оператор ℒ𝒰 : 𝐷(ℒ𝒰 ) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋) непрерывно обра-
тим тогда и только тогда, когда семейство эволюционных операторов 𝒰 : ∆R →
𝐿𝐵(𝑋) на множестве R допускает экспоненциальную дихотомию с такой рас-
щепляющей парой проекторнозначных функций 𝑃,𝑄 : R → 𝐿𝐵(𝑋), что обратный
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оператор ℒ−1
𝒰 ∈ 𝐿𝐵(ℱ(R, 𝑋)) к ℒ𝒰 представим в виде

(ℒ−1
𝒰 𝑦)(𝑡) =

∫︁
R

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑦 ∈ ℱ(R, 𝑋),

где функция 𝐺 : R× R → 𝐿𝐵(𝑋) определяется равенством

𝐺(𝑡, 𝑠) =

{︃
−𝒰(𝑡, 𝑠)𝑃 (𝑠), 𝑠 6 𝑡,

𝒰(𝑡, 𝑠)𝑄(𝑠), 𝑠 > 𝑡,
𝑠, 𝑡 ∈ R.

Теорема 3 [4], [5], [15]. Оператор ℒ+
𝐸 =ℒ+

𝒰,𝐸 : 𝐷(ℒ+
𝐸)⊂ℱ →ℱ =ℱ(R+, 𝑋) непре-

рывно обратим тогда и только тогда, когда семейство эволюционных операторов
𝒰 : ∆+ → 𝐿𝐵(𝑋) допускает экспоненциальную дихотомию на R+ с такой расщеп-
ляющей парой проекторнозначных функций 𝑃,𝑄 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) со свойством

Im 𝑄(0) = 𝐸,

что обратный оператор (ℒ+
𝐸)−1 ∈ 𝐿𝐵(ℱ(R+, 𝑋)) к ℒ+

𝐸 определяется равенством

((ℒ+
𝐸)−1𝑦)(𝑡) =

∫︁ ∞

0

𝐺(𝑡, 𝑠) 𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦 ∈ ℱ(R+, 𝑋).

Функция Грина 𝐺 : R+ × R+ → 𝐿𝐵(𝑋) имеет вид

𝐺(𝑡, 𝑠) =

{︃
−𝒰(𝑡, 𝑠)𝑃 (𝑠), 0 6 𝑠 6 𝑡,

𝒰(𝑡, 𝑠)𝑄(𝑠), 𝑠 > 𝑡,
𝑠, 𝑡 ∈ R+.

Определение 7. Полугруппа операторов 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) вида

(𝑇 (𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝒰(𝑠, 𝑠− 𝑡)𝑥(𝑠− 𝑡), 𝑠 ∈ R, 𝑡 ∈ R+, 𝑥 ∈ ℱ(R, 𝑋),

называется полугруппой Хоулэнда, построенной по семейству эволюционных опера-
торов 𝒰 : ∆R → 𝐿𝐵(𝑋).

Отметим, что для пространств 𝐿𝑝(R, 𝑋) и 𝐶0(R, 𝑋) генератором этой полугруппы
является оператор ℒ𝒰 (см. [4]).

Определение 8. Спектром Боля 𝜎𝐵(𝒰) семейства эволюционных операторов
𝒰 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋) называется дополнение в R к множеству

𝜌𝐵(𝒰) =
{︀
𝜆 ∈ R : семейство эволюционных операторов 𝒰𝜆(𝑡, 𝑠) = 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)𝒰(𝑡, 𝑠)

допускает экспоненциальную дихотомию на J
}︀
.

Другими словами, вещественное число 𝜆 /∈ 𝜎𝐵(𝒰) тогда и только тогда, когда
семейство 𝒰𝜆(𝑡, 𝑠) = 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)𝒰(𝑡, 𝑠) допускает экспоненциальную дихотомию на R.

Непосредственно из определения экспоненциальной дихотомии следует, что мно-
жество 𝜌𝐵(𝒰) открыто в R и, следовательно, спектр Боля 𝜎𝐵(𝒰) – замкнутое мно-
жество в R.

Теорема 4. Пусть семейство эволюционных операторов 𝒰𝑖 : ∆J → 𝐿𝐵(𝑋), 𝑖 =
1, 2, подобны, а 𝑉 : J → 𝐿𝐵(𝑋) – операторная функция Ляпунова и 𝒱 : ℱ(J, 𝑋) →
ℱ(J, 𝑋) – преобразование Ляпунова пары 𝒰1 , 𝒰2 , т.е. (𝒱𝑥)(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ J, 𝑥 ∈
ℱ(J, 𝑋). Тогда имеют место следующие утверждения:



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛЯПУНОВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 17

1) операторы

ℒ𝒰𝑖
: 𝐷(ℒ𝒰𝑖

) ⊂ ℱ(R, 𝑋) → ℱ(R, 𝑋), 𝑖 = 1, 2,

подобны и 𝒱 преобразует ℒ𝒰2 в ℒ𝒰1 , т.е. ℒ𝒰1𝒱 = 𝒱ℒ𝒰2 ;
2) если 𝐸 – замкнутое линейное подпространство из 𝑋 и ̃︀𝐸 = 𝑉 (0)𝐸 , то опе-

раторы ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸 и ℒ+
𝒰2,𝐸 подобны, ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸𝒱 = 𝒱ℒ+
𝒰2,𝐸 ;

3) операторы ℒ𝒰1 и ℒ𝒰2 одновременно обратимы, обратные операторы подобны
и имеют место равенства

ℒ−1
𝒰1

𝑈 = 𝑈ℒ−1
𝒰2

, 𝐺1(𝑡, 𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝐺2(𝑡, 𝑠)𝑉 −1(𝑠), 𝑠, 𝑡 ∈ R,

𝑃1(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑃2(𝑡)𝑉 −1(𝑡), 𝑄1(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑄2(𝑡)𝑉 −1(𝑡), 𝑡 ∈ R,

где (𝑃1, 𝑄1) и (𝑃2, 𝑄2) – расщепляющие пары для семейств 𝒰1 и 𝒰2 соответ-
ственно, а 𝐺1 , 𝐺2 – функции Грина, построенные по операторам ℒ𝒰1 и ℒ𝒰2

соответственно;
4) операторы ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸 и ℒ+
𝒰2,𝐸 одновременно обратимы, обратные операторы по-

добны и (ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸)−1𝒱 = 𝒱(ℒ+
𝒰2,𝐸)−1 ;

5) имеют место равенства

𝜎(ℒ𝒰1) = 𝜎(ℒ𝒰2), 𝜎(ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸) = 𝜎(ℒ+
𝒰2,𝐸)

для спектров рассматриваемых операторов;
6) полугруппы операторов Хоулэнда 𝑇𝑖 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋), 𝑖 = 1, 2, построенные по

семействам эволюционных операторов 𝒰𝑖 : ∆R → 𝐿𝐵(𝑋) подобны и 𝑇1(𝑡) =
𝒱𝑇2(𝑡), 𝑡 ∈ R+ ;

7) семейства эволюционных операторов 𝒰1 и 𝒰2 одновременно обладают свой-
ством экспоненциальной дихотомии, при этом расщепляющие пары проек-
торнозначных функций (𝑃1, 𝑄1) и (𝑃2, 𝑄2) связаны равенствами из п. 3);
спектры Боля 𝜎𝐵(𝒰1) и 𝜎𝐵(𝒰2) совпадают.

Теорема 5. Пусть полугруппа операторов 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) представим в виде

𝑇 (𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑈(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

произведения двух коммутирующих между собой сильно непрерывной полугруппы
𝑈 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) и ограниченной группы операторов 𝑉 : R → 𝐿𝐵(𝑋), т.е.

𝑉 (𝑡1)𝑈(𝑡2) = 𝑈(𝑡2)𝑉 (𝑡1) для всех 𝑡2 ∈ R+, 𝑡1 ∈ R.

Если 𝐴, 𝐴𝑈 – инфинитезимальные операторы полугрупп операторов 𝑇 и 𝑈 соот-
ветственно, то дифференциальный оператор

ℒ = − 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴 : 𝐷(ℒ) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋)

приводим по Ляпунову к дифференциальному оператору

ℒ𝑈 = − 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑈 : 𝐷(ℒ𝑈 ) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋),
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построенному по семейству 𝑈(𝑡− 𝑠), 𝑡 > 𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ R, причем оператором преобразо-
вания ℒ в ℒ𝑈 является оператор

𝒱 : ℱ(R, 𝑋) → ℱ(R, 𝑋), (𝒱𝑥)(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ ℱ(R, 𝑋).

Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 – генератор сильно непрерывной ограниченной группы
операторов 𝑇 : R → 𝐿𝐵(𝑋) и 𝐵 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) – сильно непрерывная ограниченная
операторная функция. Обозначим через 𝒰𝐵 ,𝒰 ̃︀𝐵 : ∆R → 𝐿𝐵(𝑋) семейства эволюци-
онных операторов, разрешающих задачу Коши 𝑥(𝑠) = 𝑥0 для дифференциальных
уравнений

−𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑥 + 𝐵(𝑡)𝑥 = 0, (7)

−𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ ̃︀𝐵(𝑡)𝑥 = 0, (8)

где ̃︀𝐵(𝑡) = 𝑇 (−𝑡)𝐵(𝑡)𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R, соответственно.
Известно, что семейство эволюционных операторов, разрешающее задачу Коши

для дифференциального уравнения −𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝐴𝑥 имеет вид 𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑠 6 𝑡,
𝑠, 𝑡 ∈ R, где 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) – сильно непрерывная полугруппа класса (𝐶0), гене-
ратором которой является оператор 𝐴. Из теоремы 9.19 монографии [16; с. 487]
следует, что семейство эволюционных операторов 𝒰𝐵 , разрешающая задачу Коши
для уравнения (7), удовлетворяет уравнению

𝒰𝐵(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑥 +
∫︁ 𝑡

𝑠

𝑇 (𝑡− 𝜏)𝐵(𝜏)𝒰𝐵(𝜏, 𝑠)𝑥 𝑑𝜏

для всех 𝑡 > 𝑠 из R и 𝑥 ∈ 𝑋.

Теорема 6. Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 – генератор сильно непрерывной ограни-
ченной группы 𝑇 : R→ 𝐿𝐵(𝑋) и 𝐵 : R→ 𝐿𝐵(𝑋) – сильно непрерывная ограниченная
операторная функция, для которой ‖𝐵(𝑡)‖ 6 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, где 𝑓 : R → R+ некоторая
суммируемая функция. Тогда имеют место следующие свойства:

1) семейство эволюционных операторов 𝒰𝐵 : ∆R → 𝐿𝐵(𝑋) подобно семейству
𝒰𝑖𝑑(𝑡, 𝑠) = 𝐼 , 𝑡 > 𝑠, 𝑠, 𝑡 ∈ R;

2) дифференциальный оператор

ℒ𝒰𝐵
= ℒ𝐵 = − 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴 + 𝐵(𝑡) : 𝐷(ℒ𝐵) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋)

подобен оператору

ℒ0 = − 𝑑

𝑑𝑡
: ℱ1(J, 𝑋) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋);

3) спектр 𝜎(ℒ𝐵) оператора ℒ𝐵 совпадает с мнимой осью 𝑖R;
4) для любого замкнутого подпространства 𝐸 в 𝑋 дифференциальный опера-

тор

ℒ+
𝒰𝐵 ,𝐸 = − 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝐴 + 𝐵(𝑡) : 𝐷(ℒ+

𝒰𝐵 ,𝐸) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R+, 𝑋)

подобен дифференциальному оператору

ℒ+
𝒰𝑖𝑑,𝐸 = − 𝑑

𝑑𝑡
: ℱ1

𝐸(R+, 𝑋) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R+, 𝑋),
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где

ℱ1
𝐸(R+, 𝑋) =

{︀
𝑥 ∈ ℱ1(R+, 𝑋) : 𝑥 – абсолютно непрерывная функция на R+ ,

𝑥̇ ∈ ℱ(R, 𝑋) и 𝑥(0) ∈ 𝐸
}︀
;

5) если 𝐸 = {0}, то

𝜎(ℒ+
𝒰𝐵 ,𝐸) = 𝜎

(︂
− 𝑑

𝑑𝑡

)︂
= C− = {𝜆 ∈ C : Re𝜆 6 0};

если 𝐸 = 𝑋 , то
𝜎(ℒ+

𝒰𝐵 ,𝐸) = C+ = {𝜆 ∈ C : Re𝜆 > 0};

если 𝐸 ̸= {0}, 𝐸 ̸= 𝑋 , то

𝜎(ℒ+
𝒰𝐵 ,𝐸) = 𝜎

(︂
− 𝑑

𝑑𝑡

)︂
= C.

2. Доказательство основных результатов. Здесь приводятся доказатель-
ства леммы 1 и теорем 4–6, содержащих основные результаты работы.

Доказательство леммы 1. Положим 𝑇 (𝑡) = 𝒰(𝑡, 0), 𝑡 > 0. Ясно, что 𝑇 (0) = 𝐼
и операторная функция 𝑇 (𝑡), 𝑡 > 0, сильно непрерывна (см. определение 1, свой-
ство 3)). Имеют место равенства

𝑇 (𝑡1 + 𝑡2) = 𝒰(𝑡1 + 𝑡2, 0) = 𝒰(𝑡1 + 𝑡2, 𝑡2)𝒰(𝑡2, 0) = 𝒰(𝑡1, 0)𝒰(𝑡2, 0) = 𝑇 (𝑡1)𝑇 (𝑡2),

для всех 𝑡1, 𝑡2 > 0. Лемма доказана.

Доказательство следствия 1 вытекает из представления семейства эволю-
ционных операторов в виде 𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑈(𝑡)𝑈−1(𝑠), 𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑠 6 𝑡, и представление
полугруппы 𝑇 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋) в виде 𝑇 (𝑡) = 𝑒𝑡𝐵 , 𝑡 ∈ R+.

Доказательство теоремы 4. Докажем свойство 1). Воспользуемся замечани-
ем 1, связанным с определением подобных операторов с помощью их графиков.

Пусть (𝑥, 𝑓) ∈ Γℒ𝒰2
. Тогда имеет место равенство

𝑥(𝑡) = 𝒰2(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝒰2(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 > 𝑠, 𝑠, 𝑡 ∈ R.

Рассмотрим пару функций (𝒱𝑥,𝒱𝑓) и докажем, что она принадлежит графику
ℒ𝒰1 . Применим оператор 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ R, к обеим частям последнего уравнения

𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝒰2(𝑡, 𝑠)𝑉 −1(𝑠) 𝑉 (𝑠) 𝑥(𝑠)−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝑉 (𝑡)𝒰2(𝑡, 𝜏) 𝑉 −1(𝜏) 𝑉 (𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

= 𝒰1(𝑡1, 𝑠) 𝑉 (𝑠) 𝑥(𝑠)−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝒰1(𝑡, 𝜏) 𝑉 (𝜏) 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R.

Из этих равенств и определения оператора ℒ𝒰1 следует, что (𝒱𝑥,𝒱𝑓) ∈ Γℒ𝒰1
.

Докажем свойство 2). Используя доказательство пункта 1 и непосредственно
определение операторов ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸 , ℒ+
𝒰2,𝐸 получаем, что если (𝑥, 𝑓) ∈ Γℒ+

𝒰2,𝐸
и поскольку

𝑥(0) ∈ 𝐸, то (𝒱𝑥,𝒱𝑓) ∈ Γℒ+
𝒰1, ̃︀𝐸 .
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Докажем свойство 3). Пусть оператор ℒ𝒰1 обратим, и пусть (𝑃1, 𝑄1) – расще-
пляющая пара семейства эволюционных операторов 𝒰1. Тогда функция Грина 𝐺1 :
R× R → 𝐿𝐵(𝑋) определяется равенством

𝐺1(𝑡, 𝑠) =

{︃
−𝒰1(𝑡, 𝑠)𝑃1(𝑠), 𝑠 6 𝑡,

𝒰1(𝑡, 𝑠)𝑄1(𝑠), 𝑠 > 𝑡,
𝑡, 𝑠 ∈ R.

Тогда

𝐺1(𝑡, 𝑠) =

{︃
−𝑉 (𝑡)𝒰2(𝑡, 𝑠) 𝑉 −1(𝑠) 𝑉 (𝑠) 𝑃2(𝑠) 𝑉 −1(𝑠), 𝑠 6 𝑡,

𝑉 (𝑡)𝒰2(𝑡, 𝑠) 𝑉 −1(𝑠) 𝑉 (𝑠) 𝑄2(𝑠) 𝑉 −1(𝑠), 𝑠 > 𝑡,

= 𝑉 (𝑡) 𝐺2(𝑡, 𝑠)𝑉 −1(𝑠), 𝑠, 𝑡 ∈ R.

Свойство 4) доказывается аналогично свойству 3).
Докажем свойство 5). Из подобия операторов ℒ𝒰1 , ℒ𝒰2 и ℒ+

𝒰1, ̃︀𝐸 , ℒ+
𝒰2,𝐸 непосред-

ственно следует совпадение спектров.
Докажем свойство 6). Рассмотрим полугруппу Хоулэнда 𝑇1 : R+ → 𝐿𝐵(𝑋), по-

строенной по семейству эволюционных операторов 𝒰1, т.е.

(𝑇1(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝒰1(𝑠, 𝑠− 𝑡) 𝑥(𝑠− 𝑡), 𝑠 ∈ R, 𝑡 ∈ R+, 𝑥 ∈ ℱ(R, 𝑋).

Тогда

(𝑇1(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑉 (𝑠)𝒰2(𝑠, 𝑠− 𝑡) 𝑉 −1(𝑠− 𝑡)𝑥(𝑠− 𝑡), 𝑠 ∈ R, 𝑡 ∈ R+.

Поскольку
(𝒱𝑇2(𝑡)𝒱−1𝑥)(𝑠) = 𝑉 (𝑠)𝒰2(𝑠, 𝑠− 𝑡) 𝑉 −1(𝑠− 𝑡)𝑥(𝑠− 𝑡),

то
𝒱𝑇2(𝑡)𝒱−1 = 𝑇1(𝑡), 𝑡 ∈ R+.

Докажем свойство 7). Справедливость следует из доказательства свойства 3).
Для любого 𝜆 ∈ R семейства 𝒰𝑖,𝜆(𝑡, 𝑠) = 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)𝒰𝑖(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 2, для всех 𝑡 > 𝑠,
𝑠, 𝑡 ∈ J, обладают свойством экспоненциальной дихотомии и поэтому их спектры
Боля совпадают. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 5. Семейство эволюционных операторов 𝒰(𝑡, 𝑠) =
𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ R, представимо в виде

𝒰(𝑡, 𝑠) = 𝑉 (𝑡− 𝑠)𝑈(𝑡− 𝑠) = 𝑉 (𝑡)𝑈(𝑡− 𝑠)𝑉 (−𝑠), 𝑠 6 𝑡,

т.е. семейство 𝒰 подобно семейству эволюционных операторов (однородному семей-
ству) 𝑈(𝑡− 𝑠), 𝑡 > 𝑠, 𝑠, 𝑡 ∈ R. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 6. В силу теоремы 5 семейство эволюционных опе-
раторов 𝒰𝐵 подобно семейству эволюционных операторов 𝒰 ̃︀𝐵 , порожденному зада-
чей Коши для уравнения (8), где операторная функция ̃︀𝐵(𝑡) = 𝑇 (−𝑡)𝐵(𝑡)𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R,
является сильно непрерывной и ограниченной (в силу ограниченности группы 𝑇 :
R → 𝐿𝐵(𝑋)) и она допускает оценку

‖ ̃︀𝐵(𝑡)‖ 6 𝑀2𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, (9)
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где 𝑀 = sup𝑡∈R ‖𝑇 (𝑡)‖. Докажем, что дифференциальный оператор −𝑑/𝑑𝑡 + ̃︀𝐵(𝑡)
подобен оператору

− 𝑑

𝑑𝑡
: ℱ1(R, 𝑋) ⊂ ℱ → ℱ = ℱ(R, 𝑋).

Оператор преобразования −𝑑/𝑑𝑡 + ̃︀𝐵(𝑡) в −𝑑/𝑑𝑡 будем искать в виде оператора умно-
жения на ограниченную сильно дифференцируемую функцию 𝒳 : R → 𝐿𝐵(𝑋), для
которой 𝒳̇ : R → 𝐿𝐵(𝑋) является ограниченной сильно непрерывной функцией. Из
равенства (︂

− 𝑑

𝑑𝑡
+ ̃︀𝐵(𝑡)

)︂
𝒳 (𝑡)𝑥(𝑡) = 𝒳 (𝑡)

(︂
− 𝑑

𝑑𝑡

)︂
𝑥(𝑡)

следует

𝒳 (𝑡)𝑥 = 𝑥 +
∫︁ 𝑡

0

̃︀𝐵(𝜏)𝒳 (𝜏)𝑥 𝑑𝜏.

Решение 𝑊 : R → 𝐿𝐵(𝑋) последнего уравнения будем искать в виде ряда

𝑊 (𝑡)𝑥 = 𝑥 +
∫︁ 𝑡

0

̃︀𝐵(𝜏)𝑥 𝑑𝜏 +
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡1

0

̃︀𝐵(𝜏2) ̃︀𝐵(𝜏1)𝑥 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

+
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡𝑛−1

0

. . .

∫︁ 𝑡2

0

̃︀𝐵(𝜏𝑛) ̃︀𝐵(𝜏𝑛−1) . . . ̃︀𝐵(𝜏1)𝑥 𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑛 + · · ·

Отсюда с учетом оценки (9) получаем, что

‖𝑊 (𝑡)‖ 6 1 + 𝑀2

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 + . . .

+ 𝑀2𝑛

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡𝑛−1

0

. . .

∫︁ 𝑡2

0

𝑓(𝜏𝑛) . . . 𝑓(𝜏1) 𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑛 + · · ·

= 𝑒𝑀2 ∫︀ 𝑡
0 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 6 𝑒𝑀2 ∫︀∞

0 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 .

Отметим, что операторная функция 𝑊−1 : R → 𝐿𝐵(𝑋) является решением союз-
ного уравнения (см. [2; гл. III, § 1, с. 146])

𝒳̇ (𝑡) = −𝒳 (𝑡) ̃︀𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ R.

Рассматривая решение этого уравнения, получим такую же оценку

‖𝑊−1(𝑡)‖ 6 𝑒𝑀2 ∫︀∞
0 𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 , 𝑡 ∈ R.

Таким образом, последовательное применение (вначале с помощью операторной
функции 𝑇 , а затем – 𝑊 ) приходим к подобии операторов ℒ0 и ℒ ̃︀𝐵 , причем оператор
преобразования ℒ0 в ℒ ̃︀𝐵 есть 𝑉 (𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡), 𝑡 ∈ R.

Ясно, что верно свойство 1 для соответствующих эволюционных семейств.
Поскольку спектр оператора −𝑑/𝑑𝑡 в любом из рассматриваемых пространств

ℱ(R, 𝑋) совпадает с мнимой осью 𝑖R (см. [4]), то и спектр 𝜎(ℒ𝐵) оператора ℒ𝐵

совпадает со спектром 𝜎(−𝑑/𝑑𝑡) (подобного ему) оператора −𝑑/𝑑𝑡, т.е. 𝜎(ℒ𝐵) = 𝑖R.
Доказательство свойства 4 аналогично свойству 2.
Для доказательства свойства 5, достаточно воспользоваться описанием спектра

𝜎(−𝑑/𝑑𝑡) оператора −𝑑/𝑑𝑡 из статей [8] (случай 𝐸 = {0}) и [15] (случай 𝐸 ̸= {0}).
Теорема доказана.
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3. О некоторых применениях полученных результатов. Теорема 6 может
служить основой для описания качественных свойств решений однородного диффе-
ренциального уравнения

−𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑥 + 𝐵(𝑡)𝑥 = 0.

Из подобия ℒ𝐵 и −𝑑/𝑑𝑡 следует, что все решения этого уравнения являются огра-
ниченными и представимы в виде

𝑥(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑥0, 𝑡 ∈ R,

где 𝑥0 ∈ 𝑋. В следующей теореме будет установлено, что такие функции являются
почти периодичными на бесконечности.

Приведем определения используемых классов функций, следуя [5] и [17].
Число 𝜔 ∈ R называется 𝜀-периодом на бесконечности функции 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋),

если существует число 𝑎 = 𝑎(𝜀) > 0 такое, что

sup
|𝑡|>𝑎

‖𝑥(𝑡 + 𝜔)− 𝑥(𝑡)‖ < 𝜀.

Множество 𝜀-периодов на бесконечности функций 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) обозначим симво-
лом Ω∞(𝜀, 𝑥).

Равномерно непрерывная функция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(J, 𝑋) называется почти периодической
на бесконечности, если для любого 𝜀 > 0 множество ее 𝜀-периодов относительно
плотно на J, т.е. существует число 𝑙 > 0 такое, что любой отрезок длины 𝑙 содержит
хотя бы одно число из Ω∞(𝜀, 𝑥).

Множество почти периодических на бесконечности функций образует замкнутое
подпространство из 𝐶𝑏(J, 𝑋), которое далее обозначается символом 𝐴𝑃∞(J, 𝑋).

Непосредственно из определения следует, что банахово пространство 𝐴𝑃 (J, 𝑋)
почти периодических функций Бора содержится в 𝐴𝑃∞(J, 𝑋).

Для описания структуры почти периодических функций используется понятие
медленно меняющейся на бесконечности функции [18], [19].

Равномерно непрерывная функция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(J, 𝑋) называется медленно меняющей-
ся на бесконечности, если lim|𝑡|→∞ ‖𝑥(𝑡 + 𝜔)− 𝑥(𝑡)‖ = 0 для любого 𝜔 ∈ J.

Множество медленно меняющихся функций образует замкнутое подпростран-
ство (обозначаемое далее символом 𝐶sl,∞(J, 𝑋)) в 𝐶𝑏(J, 𝑋). Ясно, что множество
𝜀-периодов на бесконечности любой функции 𝑥 ∈ 𝐶sl,∞(J, 𝑋) совпадает с J. Поэтому
имеет место включение 𝐶sl,∞(J, 𝑋) ⊂ 𝐴𝑃∞(J, 𝑋).

Теорема 7 [5], [7]. Функция 𝑥 ∈ 𝐴𝑃∞(J, 𝑋) тогда и только тогда, когда для
любого 𝜀 > 0 найдутся функции 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐶sl,∞(J, 𝑋), числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R, 𝑎 =
𝑎(𝜀) > 0 такие, что

sup
|𝑡|>𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡)−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘(𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

Теорема 8. Пусть 𝑇 : R → 𝐿𝐵(𝑋) – сильно непрерывная почти периодическая
группа операторов и операторная функция 𝐵 : J → 𝐿𝐵(𝑋) удовлетворяет услови-
ям теоремы 6. Тогда каждое решение дифференциального уравнения (7) является
почти периодической на бесконечности функцией.
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Доказательство. Поскольку каждое решение дифференциального уравнения
𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 0 есть постоянная функция, из теоремы 6 следует, что любое решение
𝑥 : J → 𝑋 уравнения (7) представимо в виде

𝑥(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑥0, 𝑡 ∈ J,

где 𝑥0 – некоторый вектор из 𝑋. Для функции 𝑊 имеет место равенство 𝑊̇ (𝑡) =̃︀𝐵(𝑡)𝑊 (𝑡), 𝑡 ∈ J. Поэтому для любого 𝜔 > 0 имеет место соотношение

‖𝑊 (𝑡 + 𝜔)−𝑊 (𝑡)‖ =
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡+𝜔

𝑡

̃︀𝐵(𝜏)𝑊 (𝜏) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
6 𝑀2

∫︁ 𝑡+𝜔

𝑡

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏
(︁
sup
𝑠∈J

‖𝑊 (𝑠)‖
)︁
→ 0 при 𝑡 →∞.

Пусть (𝑡𝑛) – произвольная монотонно возрастающая последовательность из R,
для которой lim𝑛→∞ 𝑡𝑛 = ∞. Тогда (𝑊 (𝑡𝑛)) является последовательностью частич-
ных сумм ряда

𝑊 (𝑡1) + (𝑊 (𝑡2)−𝑊 (𝑡1)) + · · ·+ (𝑊 (𝑡𝑛)−𝑊 (𝑡𝑛−1)) + · · · .

Из полученных оценок следует его абсолютная сходимость. Пусть

𝑊 (∞) = lim
𝑛→∞

𝑊 (𝑡𝑛)

(т.е. существование предела в равномерной операторной топологии).
Для любого 𝜔 > 0 имеет место равенство

𝑇 (𝑡 + 𝜔)𝑊 (𝑡 + 𝜔)𝑥0 − 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑥0

= (𝑇 (𝑡 + 𝜔)− 𝑇 (𝑡))𝑊 (∞)𝑥0 + 𝑇 (𝑡 + 𝜔)(𝑊 (𝑡 + 𝜔)−𝑊 (∞))𝑥0

+ 𝑇 (𝑡)(𝑊 (∞)−𝑊 (𝑡))𝑥0.

Пусть 𝜀 > 0, а 𝜔 – 𝜀/3-период почти периодической функции 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑊 (∞)𝑥0 :
R → 𝑋 и число 𝑎 = 𝑎(𝜀) выбрано так, что

𝑀 sup
𝑡>𝑎

‖𝑊 (𝑡 + 𝜔)−𝑊 (∞)‖ <
𝜀

3
.

Следовательно,
sup
𝑡>𝑎

‖𝑇 (𝑡 + 𝜔)𝑊 (𝑡 + 𝜔)𝑥0 − 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑥0‖ < 𝜀,

т.е. функция 𝑥(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑥0, 𝑡 ∈ R+, является почти периодической на бесконеч-
ности. Теорема доказана.

Рассматривая более конкретные приложения, отметим, что условия теоремы 8
выполнены, если 𝑋 – гильбертово пространство и 𝐴 – антисамосопряженный опе-
ратор со счетным спектром (например, имеющий компактную резольвенту). В этом
случае группа 𝑇 : R → 𝐿𝐵(𝑋) является группой изометрией и почти периодиче-
ской [20].
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Рассмотрим смешанную задачу

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑖

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
− 𝑏(𝑡, 𝑥), 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑡 < ∞,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 0) = 𝛼𝑢(𝑡, 0),

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 1) = 𝛽𝑢(𝑡, 1), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥),

где 𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐿2[0, 1], 𝑝 ∈ 𝑊 1
2 [0, 1]. Функция 𝑏 : R+ × [0, 1] – равномерно непре-

рывная ограниченная со свойством∫︁ ∞

0

max
06𝑥61

|𝑏(𝑡, 𝑥)| 𝑑𝑡 < ∞.

Данное уравнение записывается в виде (7), где операторная функция 𝐵 : R+ →
𝐿𝐵(𝐿2[0, 1]) удовлетворяет условию теоремы 6. Оператор 𝐴𝑦 = 𝜕/𝜕𝑥(𝑝(𝑥)𝜕𝑦/𝜕𝑥)
с областью определения

𝐷(𝐴) =
{︀
𝑦 ∈ 𝑊 1

2 [0, 1] : 𝑦(0) = 𝛼𝑦(0), 𝑦(1) = 𝛽𝑦(1)
}︀
⊂ 𝐿2[0, 1]

является антисамосопряженным и имеющим компактную резольвенту. Следова-
тельно, в силу теоремы 8 все решения

̃︀𝑢 : R+ → 𝐿2[0, 1], ̃︀𝑢(𝑡)𝑥 = 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑡 > 0, 0 6 𝑥 6 1,

ограничены и являются почти периодическими на бесконечности функциями.
Отметим, что в статье [21] были получены условия почти периодичности на бес-

конечности решений разностных уравнений второго порядка.
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