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ОПЕРАТОРНЫЕ АЛГЕЕШ И РШЕТКИ ИНВАРИАНТНЫХ ПОДШЮСТРАШТВ.Г 

Эта статья задумывалась как систематизация широкого класса 
результатов, касающихся описания и классификации некоторых опе­
раторных алгебр - коммутанта (Т} » бикоммутанта £Т5 неко­
торого оператора Т , замыкания А&)Т в сл&бой операторной 
топологии множества всех полиномов от Т , а также алгебр, по­
рожденных решетками,инвариантных подпространств оператора Т . 
Оригинальные доказательства этих результатов обычно имели доволь­
но простух) идею, но сложное техническое оформление. Кроме того, 
обилие ссылок в многих публикациях сильно затрудняло чтение. 
Анализ указанных в библиографии источников и классификация полу­
ченных в них результатов привели к образованию новых понятий, 
делающих более прозрачными содержание и доказательства теорем. 
Кроме того, введение этих понятий позволило обобщить многие тео­
ремы на более широкие классы операторов. Отметим основные ме­
тоды, с помощью которых удается доказать почти все приводимые в 
работе результаты: метод псевдоподобия, разложение алгебр и ре­
шеток в прямые суммы и использование свойств сплетаемости с опе­
раторами более простого вида. Наглядность вычислением придает 
использование бескоординатной функциональной модели. 

Авторы выражают искреннюю благодарность В.И.Васюнину за по­
лезное обсуждение результатов и помощь при подготовке статьи и 
Н.К.Никольскому за ряд ценных замечаний. 

§ I. Введение 
I.I. Основные определения и обозначения 

W - сепарабельное гильбертово пространство, 1 н - тожде­
ственный оператор в нем, $(Н) - алгебра всех ограниченных 
линейных операторов в пространстве Н . В алгебре 33(H) рас­
сматривается слабая операторная топология (WOT) , сходимость 

Ту wflT>- T в которой равносильна слабой сходимости Тд i -̂ *- Tf 
на любом элементе $& И . Для произвольного подмножества 
jt с 93(H) определяются 

-коммутант &'Ш [ B e «(И) : Д е Д=>АВ = ВА Ь 
- бикоммутант &"M=<,&W, 
- алгебра кЦЛ - наименьшая слабо (т.е. WOT - ) замкну­

тая алгебра, содержащая Л и 1ц , 
- решетка bat Л инвариантных подпространств, состоящая 
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из (замкнутых) подпространств U, ЬсН , таких, что 
A L с U для каждого оператора Д из Л , 

- решетки UVi Ш Ьй-t 4Г и Ы"Л = У ^ 
гипер- и би-инвариантных подпространств, 

- алгебры АЦ Ы i = {Ъ^ШНл hu i с bo-t {Бj j , 
А̂  Ut'i М Afy W и ЩЫЧ ^ЩийЯ". 

Все шесть алгебр слабо замкнуты. Если множество Л коммутативно, 
имеют место включения: 

Ut% <= uV% c bat d . (D 
Если множество $ состоит из одного оператора Т , мы, соответ­
ственно, пишем кЦТ, Lit T и т.д. Очевидно, алгебра А ^ Т 
является WOT -замыканием множества !Р(.Т) полиномов от опе­
ратора Т . 

Мы говорим, что оператор Т е $ (U) удовлетворяет свойству 
(3)СР) (double commutant property;обозн. Те(ДСР)), 

если {Т}'= АЦТ ; 
(СИ (commutativity of the commutanti,T6(CC)), если {Tj = ( T | ; 
рефлексивен, если Afyhut Т = A fa Т ; 
бирефлекивен, если №qha,trrT= {T\rr ', и 

гиперрефлексивен, если АЦЬс&1 = {j}r. 
Оператор Т называется сжатием, если ||Т f$f • Введем 

следующие классы сжимающих операторов: 
С0 1НТей(Ю:| |Т | | М и Т ^ О для всех НН\, 

С1щ-[ТеЩ\\)--\Т\*1 B T V O ДЛЯ всех fe fb [О}}, 
WTe&HrTeCj , 

Замыкание множества L, Ь с W , будем обозначать сим­
волом с£н Ь _ , или, когда это не вызовет недоразумений, просто 
dL или L . Если { Ьл} - семейство подмножеств, то выра­
жение V {Ь^} означает наименьшее замкнутое подпространство 
пространства Н » содержащее все Ь^' • 

Пусть Т,е в(Н4;, Тае #(Н Я) • Оператор X: Щ—>- Иг , 
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удовлетворяющий равенству XIj = \K, называется сплетением 
операторов Т, и \ . Если для Т., и \ существует сплетение 
X такое, что Ke-v X = {0] (соответственно, Ели-̂ е. х = 

= \\% ), то мы пишем Tj к Т^ (соответственно, I, ^<Тг ) 
Оператор X.' Н, —̂ - Н^ , обладающий свойствами К ^ Х = {о} и 
йаялеХ = М4 » называется деформацией. Если существует дефор­
мация X , сплетающая операторы Т, и J4 i мы будем писать 
1, -ч Т% . Обозначение Т< ̂  Т% применяется, если существует 
семейство {Хл\ сплетений такое, что У М ц е Х л = НА . От­
ношения \ , к , с к , -< суть отношения порядка. Если Т, -< Т^ и 
1% Ч I, , то мы говорим что операторы "Г, и Т^ квазиподобны 
и обозначаем Т, ~ Т^ . Аналогичен смысл обозначений Т., <-Ъ Тх, , 
Т, ̂  Tj, . Говорят, что операторы Ц и \ подобны (обозна­
чение 7J ъ Тд, ), если они сплетаются обратимым оператором. Ког­
да надо подчеркнуть, какие сплетения осуществляют приведенные 
отношения порядка, мы будем писать "Г, ~< \ , Т, ̂  7^ , и т;п. 

Кратностью спектра оператора Т называется число 
uTi£niiM«li"iE-: V Т*Е = Н ] . 

Пусть С - класс всех сжатий, имеющих абсолютно непрерыв­
ную минимальную унитарную дилатацию. Отметим, что этот класс 
включает в ребя все вполне неунитарные (в.н.у.) сжатия. Положим 
Сас= С„п С*0, • Сжатия класса Сас обладают Н00 -исчисле­
нием (см. [I]); очевидно, НМ(Т) <= Щ 1 . Будем говорить, что 

Т - сжатие класса С0 , если существует функция у , (ре Цм, 
называемая аннулятором оператора Т , такая, что Ц>{Т) = 0 
Все такие аннуляторы образуют подпространство ии^Н00 для неко­
торой внутренней функции и% . называемой минимальной функцией 
сжатия- Т . 

Наконец, И , 2 , U и С ' означают, соответственно, множест­
ва натуральных, целых, вещественных и комплексных чисел, I и 

D - окружность и (открытый) круг в плоскости С с центром в 
нуле и единичного радиуса. 

1.2. Предварительные сведения и простейшие результаты 
Пусть & - оператор сдвига в пространстве Н , 

И ^ J^S | К^ , где 1> - внутренняя функция, К^ = 
= Н^в^Н*' , -Etf. - ортопроектор в Н^ на К^ . Операторы Мл принадлежат классу Q , причем им = & . Рассмотрим по-
следовательность v = ( v ^ n v i внутренних функций, такую, что 
\ , Л К (то есть^/^ + <е н00 ). * » * • Опе-
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ратор 1Чф - £ © V\# называется жордановым оператором. 
Все такие операторы принадлежат классу С0 и W M - £ = " # , ., 

1. ТЕОРЕМА О ЖОРДАНОВОЙ МОДЕЛИ (см., например, И , добав­
ление I). Для любого оператора Т€С 0 существует единственный 
квазиподобный ему жорданов оператор М ^ • 

Оператор М ^ называется жордановой моделью сжатия Т . 
2. ЛЕША. 
1) Пусть Т ^ В Д ) , Т„ев(Ц4), Xi;=T*X и IjelifttI, . Тог­

да yLebatTA " " M l ^ Т J xl, . 
2) Если, кроме того, LeLftt^T, и ТА С̂ Т., , то 

T j X u x & T J L . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Достаточно заметить, что 

T^XLcT^XL-XT^cXb и (ХИЖГДЫТ^ХЬЖ/Ы. 
_2) Поскольку YX s (Т4} , то YXL с L . Очевидно, 

(X|XL)(TJX1J)=(T1|IJ)(Y|XT). • 
3 . ЛЕША. . 
1) Если Т, к 1ъ и Т*еС(< , то T,eC<Je. . 
2) Если Т, *к \ и X, е С* , то Т,« С9¥ . 
3) Если Т ^ Т , и Т*еС»( , то ^еС» , • 
4) Если \ЧТА и Т,еС*0 , то Т4еС*0 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Если ХТ,= Т%Х , то имеем ХТ/= Т^Х 

для любого натурального числа К/ . Поэтому сходимость J f-+ о 
(JeH,) влечет T^Xf—»- 0 . Условие Т ^ С ^ даетХ£=0 , 

откуда, по инъективности оператора X, £=0. 
2) Множество { Ь«Нг: Т ^ к —*• 0 } является замкнутым под­

пространством пространства % Н*. Как и в I) легко проверяется, 
что оно содержит плотное подпространство RaH^eX и, следова­
тельно, совпадает с Н̂  . 

3),4) получаются переходом к сопряженным операторам. 
4. ЛЕША. Если Тл

л-<\ , то Jt-f ? JU^ • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть XT, = Т» X, RonfeT = Н% и | fc^j -

циклическое семейство для оператора Т, . Очевидно, что {%%,} -
циклическое семейство для оператора Ть . • 

5. ЛЕММА. Пусть Те Сас . Тогда 
j«,T = щщ i салЛ {Хл}: S ^ ^ Т } . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что если & с< . Т , та 
*̂т $ ^/*т|КаЖГ ^ Ш1^1 |ХД] (последнее неравенство сле­
дует из леммы 4). Для доказательства обратного неравенства доста­
точно показать, что f>j-=i влечет Ŝ > T . В самом деле, 
пусть Н1?..., Ни, - инвариантные подпространства оператора Т 
такие, 4TOI/U/T(HK=1 для любого оса ju,T , ш. пусть операторы 

\'- Н*—h Нл имеют плотные образы и сплетают S и Т I Ня . Тог­
да эти же операторы, рассматриваемые как операторы К —*- Н » об~ 
разуют семейство сплетений с требуемыми свойствами. 

Итак, пусть jUij. = i , \u - циклический вектор оператора 
Т . Рассмотрим пространство КвЧ\Мик: Н>0] , где 

U - минимальная унитарная дилатация оператора Т . Ясно,что 
Рн К = Н » гД е -Рн ~ ортопроектор на пространство Н » и 
что 111 К Д К Т . Поэтому достаточно показать, что SUM,' для 
любого изометрического оператора U , для которого' fi/yi = 1 
Но каждый такой оператор унитарно эквивалентен либо оператору 
сдвига £ (для которого утверждение тривиально), либо унитар­
ному оператору г|^еЬл , где %t- индикатор измеримого под­
множества е единичной окружности Т • Остается заметить, что 
операторы £ и *|^еЬ* сплетаются оператором $»—*- ^ е£ 
при М I \ е) > О (где Ун, - нормированная мера Лебега на 
окружности Т ), и оператором к\->-ук , где JfeLto , 
У =* 0 п.в., &г#|у|<£Ь1 , при икТче)= 0 . 

6. СЛЕДСТВИЕ. Если Т е С*0, , то S Ск Т . • 
Наконец, мы докажем несколько утверждений, касающихся сжа­

тий класса С„ . Применяемый здесь подход принадлежит Х.Бёрко-
вичу ( [7] ). 

7. ЛЕММА. Пусть Те С0, LeLatT • Тогда /ьт* = f*>y и 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО первого утверждения легко получается из тео­

ремы I (о жордановой модели). Далее, очевидное соотношение 
Т | IJ к Т влечет Т*4< (Т | Ь)* .и, по лемме 4, 

>Лт|ь=Дт1ь),'*/<'Т* = /Ат • • 
Рассмотрим наряду с каждым сжимающим оператором Т опера­

тор-функцию Тс-) на классе Н°° : 
Тс*) = Т \ ицгЬЯ), J e H M , 

8. ЛЕММА. Если Т, , Т% - сжимающие операторы в иространст-
вах Н ^ Н » . н ^ U\ , то j U V ) * / l i ( > ) . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что для любой функции f , feHf 
R«-H,£e £(!,) е UatTi , и,если XT1 = T̂ ,XJ ХН<=Н„, , 
то ХЯсимрЯТ,)» Xfd,)^ = fO^XH., = Uanf^HT^ . Поэтому можно при­
менить лемму 2.1). Мы имеем Т{ф <ТЛФ . Остается воспользо­
ваться леммой 4. 

9. ЛЕММА. Если Т(,Тд, - два сжатия класса С0,Т.Д Т » 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X - инъективное сплетение для опера­
торов Tf и Tj, . Тогда оператор X/ Я<шр iCT^ сплетает опе­
раторы lt(.t) и TJJ(J-) , какова бы ни была функция f e H M 

Соотношение Т,(fJ k Т%{$) влечет 1%($)*к Т,(f)* , и, по 
леммам 7 и 8, д ( „ = д ^ ? д ( i ). = д („ . • 

Заметим, что, как показывает лемма 8, функция ;и-Т(0 яв­
ляется квазиподобным инвариантом. Из оледущей леммы видно, что 
для класса С0 эт°т инвариант полон: если JbTi0 = ̂ /т , то 
Т, ~ \ . 

10. ЛЕММА. Пусть Т = H;jf , # = t^,,.., tfj) - жорда-
нов оператор (.t =д. « м) . Имеют место соотношения 

[ЛсЛ^ИИ»--^})-^,"" (ЬОЛ/...J) (2) 
(здесь для единообразия полагается ̂ t(=i^ = f )• 

Очевидно,, равенства (2) позволяют по функции Jl7ii] одноз­
начно восстановить оператор Т = fly . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть feH°° и Л , | f . Тогда, по лем­
ме 7, 

(здесь К6= ReutJtftM^) ). Мы доказали включение => в ра­
венстве (2). 

Обратно, пусть функция -Л+1 не делит функцию f . Тог­
да в разложении 

Н$Ф=ПН$1)@---®ИЦ ) 
i + i первые слагаемые отличны от нуля. Ясно, что минимальная 

функция оператора £{Мл ) есть игв = t̂ /cft л #е ) (где 
£ - внутренняя часть функции £ ), и, значит, ffM^;^ М м & 

Поэтому .оператор М# (f) квазиподобен жорданову оператору 
£ Ф |Чт , кратность спектра которого ? j + 1 .Это дока-

зывает обратное включение в (2). • 
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11. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Если 1Л , \ - сжатия класса С„ , то лю­
бое из условий Т, 4 Т ^ Т, -4 -̂  , Т4 ~ Ть влечет "Г, -v JA 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По леммам 8,9, каждое из этих условий вле­
чет д . (1) = jbj (.j . Теперь квазиподобие следует из замечания, 
предварявшего лемму 10. 4 

12. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть ТеС0, < Д < м , l e i at T • Рассмот­
рим жорданош модели 3 = Пу, 7 = ( Ц , , . , , ^ ) , J„= М^, qT=«P,,..., < М 
операторов Т и Т [ U ..Тогда £st и tyl^ (</=*,...,(). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Неравенство i $ t следует из леммы 7. 
Она же дает соотношение Д-м,,,,,* л т ,, • Поэтому, при любом 
И ^ т Л - ^ сГДт|Ь)с»]"1 {0,...,i J • Поскольку функции^,,, 
и M-fTiuKO квазипоД0^0 инвариантны, то в этом включении можно 
считать Т и T|L жордановыми операторами. По лемме 10 полу­
чаем i5-+1 H wc (p. ( HM((}'=flJ...,-f-f) . что и дает соотно­
шения if; Ki • • 

1.3. Функциональная модель 
Пусть Т - в.н.у. сжатие в гильбертовом пространстве Н , 

ii'' Ж—•- ТС ( ЗС => И) - его минимальная унитарная дила-
тация. Пространство ЭД раскладывается в прямую сумму 
К = G* © Н © G- , где G* - "приходящее" подпространст­

во, U*G* с G-» , & - "уходящее" подпространство, tlG-cG-
Можно показать, что числа din-KG-eWG-j и (Um(G*e U*G-*J 
совпадают с дефектными индексами <i T=dim T?anfle(I-T*T /'** и 

й'-р» оператора Т . 
Фиксируем пространства Е , Е* такие, что ( U w E = <bj , 

diwv E # = dT* . Произвольная пара унитарных операторов v 
и V ^ v : E-^&eliG-, V # : E t - * G * e K * & « определяет изо­
метрические вложения ЯГ: 1Л Е) —»- Ж и тгк г L̂ C Е^) —*• ?̂  •' 

k62 KeZ 

Имеют место формулы 

где Н:(Е„) = L*E*)GH*(E») . Ясно, что r*<rrs = 5ЯГ*яг. 
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Поэтому оператор бу-иг* JC можно рассматривать как оператор­
ную функцию класса Lw(E--»-E#) . Более того, 0Т еИ^Е-^-Е*); 
и | бт | ̂  i • Функция #г называется характеристической 
функцией сжатия Т . 

Знание функции бт позволяет восстановить оператор Т с 
точностью до унитарной эквивалентности. Фиксируем соответствую­
щие пространства Е , Е* , сепарабельное гильбертово простран­
ство % и изометрические вложения зг: IAEJ —*• Ж, Я"*.'1ДЕ#)—>•% 
такие, что 3T*ir= QT , Цщс ffv Ыщь$* = 2 • Поло­
жим G = irH*cE), 0*= згкН*(Е^>, Kg = Tfe (G-*© G-; и 
определим оператор J?@ как ортопроектор в пространстве X на 
подпространство Кв , унитарный оператор It равенствами 
Uv=ic%, ик# = 1С«Ъ и, наконец, операторM0=ig й|К"$ . 

13. ТЕ0РЕМ4. Операторы Т и Ме унитарно эквивалентны. 
Оператор М$ называется функциональной моделью сжатия Т . 
Подпространства В = % в ir* L*( Е*> и R * ^ Кв ягЬ*( Е) на­

зывают остаточным и * -остаточным пространствами унитарной д№-
латацш М, . Положим д - < 1 - П Ь л , A« = <I-flflV* , .и 
определим изометрические операторы г:д1ЛЕ}-+#, Т*:Д*Ь (E*J--*-% 
равенствами т̂ д = яг-я"*0, т*Д* = я^-ягв* . Нетрудно пока­
зать, что: их образы совпадают с подпространствами R- и> К*. ;; 
поэтому операторы U =s^ U.| 1? и Ux=ti I R* унитарно эквива­
лентны операторам умножения на независимую переменную в прост­
ранствах дЬ*(Е) и Х П Л Е Т З соответственно. 

Операторы U и U*. называются остаточной и * -остаточной 
частями унитарной дилатации Ц, . Допуская некоторую вольность 
речи, мы. иногда будем называть пространства Ч и R# соответст­
венно остаточным и *-остаточным пространствами, а операторы 
U и U* - остаточной и * -остаточной частями оператора Т • 

мы будем пользоваться следующими формулами: 
" Т*Г«Д\, <Е*ЗГ*=0, < 1 Г - 0 , <зг*=д*,<<г=-в, (2) 
^ < + «*•*= я«*+ v £ = I , -Рн = I- * * £ < - я £ эг*, 

где Р + - проектор Рисса, Р_ = 1-Р + . 
Каждой аналитической в единичном круге D функции 0 со­

поставляется ассоциированная функция б е Нм< Е*—»- Е): 
бЬ). = §(¥)* . функция б называется внутренней ( ̂ -внут­
ренней), если, при п.в. £ е Т оператор в(£) (соотв., б(|; )• 
есть изометрия,;, и внешней ( * -внешней), еслие0 Ш\В) = W*(E*) 
(соотв., ciS'lftE*) = Н*(Е) ). Имеется соответствие: Т<гС»0 
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(Те C WK==> бт - внутренняя (соотв., *- внутренняя), Те £ щ 1 
(Т« С(ж) < = > б т - внешняя (соотв., *-- внешняя). 

Будем говорить, что (операторнозначная) функция б, веWw(Е—»-
— ^ Е * ) , имеет левое (правое) скалярное кратное (С <Ге Цт , ес­
ли существует функция £ь, Л е НМ(Е#—"-Е) такая, ч т о Д б = <Г1 
(соотв., бьСЪ = (ПГ ) . Если функция 9 имеет и левое и правое 
скалярные кратные, то мы говорим, что она обладает скалярным 
кратным. Если Те С*0, , Тр - его в.н.у. часть, то мы полагаем 
gT = в т . Класс (SM) (сокращение от scalar multiple ) есть 
множество сжатий ТеСа'с' таких, что характеристическая функ­
ция 6 Т обладает скалярным кратным. 

Для сжатия Т е с "* символом 0J. мы будем обозначать 
борелевское подмножество окружности Т , являющееся объединени­
ем множества неизометричности функции б, и борелевского множест­
ва, на котором сосредоточена спектральная мера унитарной части 
оператора Т 

Существует связь между инвариантными подпространствами 
в.н.у. сжатия Т и его характеристической функцией. Именно, 
каждому подпространству LeLa/fr Т однозначно соответствует фак­
торизация 0 Т = ft, б0 его характеристической функции в произ­
ведение двух1 сжимающих функций 6 0еН м(Е-* $ ) , 0,еНм((Г—>- Ем) 
( F - некоторое гильбертово пространство,, называемое промежу­
точным), регулярная в следующем смысле: %%*= v 0 \ * + ^"кГ 
(или, равносильно, t ^ * - %„v*0 + ч щ о£4 ) , где ̂  и 

тц - функциональные вложения, соответствующие операторной 
функции SJ . 

Более подробное изложение этой теории читатель может найти 
в монографии [I] и препринте [14] . 

§ 2. Унитарные опеиатош 
Для унитарного оператора все указанные во введении алгебры 

и решетки легко описываются. 
Рассмотрим спектральное представление унитарного оператора 

V в гильбертовом пространстве К : 
K = J @ Кф(Ь>(|), (VjM$>-$f(£), fe« , (I) 
. Т где т1 - конечная борелевская мера на единичной окружности Ж, 

К С | ) - т> -измеримое семейство подпространезсв фикси­
рованного гильбертова пространства. Как известно ( [з] , теорема 
7.2.4), операторы В из коммутанта {V}' суть операторы умно­
жения на операторнозначную функцию В<|э: К % ) — * - К(§);, 
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(В*К$> = B(3>i(^>i feJC . (2) 
Соотношение Be^vj^ означает, что оператор В(§; коммутирует 
со всеми ограниченными операторами в К(|) при т> - п.в. § , 
то есть, В($) = -6(!)1„(ь, , -6(|;е(С , и, отсюда, 

Инвариантные подпространства унитарного оператора описыва-
-ются следущим образом ( [2], стр.30). Если Leha-tV , то 

Ь = L< в \t% , (3) 
где Ь^- приводящее, a Ц - вполне не приводящее оператор V 
подпространства; при этом, 

Ly«PK=ifelC:f<$)eP(g)Kc£) для i - п.в. §еТ } , (4) 

-jjj- Ц = ФН(3))-^К^^) = ф(|)^),|еТ^еН*(1))} (5) 
для некоторых V - измеримых операторных функций Р, Ф , т.ч. 
J?(g) - ортопроектор в пространстве К(|) при т> - п.в. g , 

а ф(|) - изометрический оператор из некоторого гильбертова 
пространства $ в К(|) при W - п.в. £ , |еТ ; для т>$-
- п.в. £ полагается Ф(|)= 0 . Здесь и далее Л, и Vs обоз­
начают-абсолютно непрерывную и сингулярную составляющие меры т> . 

Указанные выше представления алгебр {vj и {м} позволя­
ют описать гипер- и би-инвариантные подпространства оператора 
V . Гиперинвариантные подпространства IJ имеют вид 

L = J Ф K(§')di><g)., (6) 
е 

где е - борелевское подмножество окружности J , а биинвари-
антные - суть приводящие подпространства (4) оператора V . 

Заметим, что если оператор В имеет инвариантными все под­
пространства' IJ вида (6) (т.е. BeAfyLfrfv )» то он 
коммутирует со всеми спектральными проекторами оператора V « а 
следовательно, и с его спектральной мерой. Последнее влечет пред­
ставление (2) для оператора В » и, поэтому, Afy hat V= £vj , 

Для операторов BeAfaLat^V рассуждение продолжается: 
мы имеем La-t К<|) с L&tB(£) ( т>- п.в. § ), откуда 
B«L*cV> и A^bat^-iVJ^- L*CVb 

Далее, по известному критерию полноты полиномов в L^ , 
d,i=(johm + d,T?s (для этого тРебУется' чтобы 
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j£cnJCO(§) (U<,(£)=- °° ( с м - й » отр.40)), 
tn{ w= 0} > 0 = > КЦ V = L^(V) . 

Вводя (ntoi wj - множество 
^ = {|еТГ: со(|)^ 0 } , 

и предполагая (̂ v * T , имеем Aty V = l^ (\Л , а потому и 
А£а Lft-t V= L*v (V; . Если же Су = Т , то существует из­
меримое семейство изометрических вложений <Р(|): Т—*• К(£) 

Пусть V= Vg,® Vs, K= КЛ Ф Ks - разложение оператора V в 
прямую сумму абсолютно непрерывного и сингулярного унитарных опе­
раторов, и пусть Be.Afyba>tV . Поскольку (Сд. © О , 

Ф © Ks *= ba"t V , т о оператор В разложим относитель­
но представления К=Кц,® Ks • B = B f t @ B s • Имеем 
В ^ Ф Н ' с с /*ФН г , откуда В*Н*= <Р*е**4hf'*(pH*c 

с Н* и ^d,eHW(Ve,) . Поэтому 

Afy bdtVc HW(Vft) © I* (Ys) • Для доказательства об­
ратного включения заметим, что А ^ Ьй/t V => АЦ V , и про­
верим, что ЩЧ^ W (Vft) ®'L^ <Vs) . С этой целью рассмот-

множество L функций feL^ , таких, что J(V)ef|w(V„,j © 
© L°°i (Vc) » и положим L = cf.a L . Очевидно, что L 

является замкнутым а-инвариантным подпространством в L^ , 
содержащим функциюЛ И , и потому представляется в виде (см. 
(3)-(5)) С= L<t ® Ь5 , где С с = [Д t а подпространство 

Ьд, либо имеет вид Cf H для некоторой функции ф , 
|(|) Г* = со » л?1Й0 совпадает с L,, . В любом случае, подпро-
странство X, X = i fe ^ '• f ( | ) = ^ ( | ) при д w - п .в . g e f 
для некоторой функции keH M } , содержится в Ь . Кроме того, 
очевидно, L л X = L . Поэтому Ь = X , и, значит, 
Hw(Vft) Ф L^ cVs) = A ^ V = Щ ЬоЛ V . 

Полученные результаты собраны в следующую теорему. 
I . ТЕОРЕМА. Для унитарного оператора V справедливы сле-

1) Коммутант { у ] ' состоит из операторов, разложимых (в 
смысле (2)) в спектральном представлении оператора V . 

2) Бикоммутант {у}"" равен L^lV) . 
3) Алгебра A%V равна L^cVj при 0 + Т и 

H°°(V)©L~ (V) при 0-v=T . 
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4) Инвариантные подпространства Ь описываются соотноше­
ниями (3)-(5). 

5) Гиперинвариантные подпространства суть подпространства 
предетавимые в виде (6) при борелевском е с Т 

6) Биинвариантные подпространства суть приводящие подпрост­
ранства (см.(4)). 

7) Оператор V рефлексивен, биреё&лексивен и гшеррефлекси-
вен 

" 8) VeCDCP) ч-». С ^ = Т 

9) V e ( C C ) ^ A> = /f • 
2 . ШЕДСТЖ. Если \=%•••&% , где V a - абсолютно не­

прерывный, а % — сингулярный унитарный операторы, то 

3 . С1ЕЩСТБИЕ. Пусть V1 и V^- абсолютно непрерывные уни­
тарные операторы. Следующие утверждения равносильны. 

I) КЦа^Ц^ЩЧ^кЦЧ 
2) {v^vjMv/^ar 

§ 3 . О разложимости алгебр и решеток 

3 . 1 . Общие результаты 
I . ПЕЕЩЖЖВДЕ. Пусть НФ, Н% -тильбертовы'пространства, 

&^Вф> &ь<=Ш№%), Л с . В с Н ^ Н р - алгебры операто­
ров, содержащие единицы. 

1) Если Лъ&1®$з, , то UaX^^MtS^bai^ и 

2) Если Л^Л^вЛ^ , то |j(tt^cb(vt<3f'(@ \ioX&% и 

ДОКШТЖЬСТВО. I) Если L ^ e LaJ 4 ) Д , Aejb , то, по 
предположению, A-A,® A t , A ^ e ^ и Ц в Ь ^ е Ь а й Д . Вто­
рое включение доказывается аналогично. 

2) Так как I ® ®, © @ I е ^ @ ^ с ̂  ,. то для произвольного 
оператора В е 4 ' получаем В = В , ф В^ . г д е В;=РН. В f H j 
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(здесь и далее пространства Hi и Н4 считаем естественным обра­
зом вложенными в Hi@H^ ) . Очевидно, В^(Л1® Ф) , от­
куда В, в J / . Аналогично, Вг е Д£ • Подобным образом 
доказывается и первое включение. 

3) Если HoH^ehoXJt и ВеЩЬсйЯ . то 
ВН, с Н<, Щ с Hft • откуда В = В,© В*, В - В \ Н,-
Очевидно, BjeA^Lot4j • 

Обратно, правое включение (ввиду I)) влечет 

4) Доказывается аналогично утверждению 3). 
Далее рассматриваются операторы ЦеЙсН^ и Tfte Й(Н^ . 
2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 
Си ) Aty<TieVcAfyT,eAtyV 
( к ) LattTieT*)^ La-tT, © UtТд,, 
(is) A^li«t(T,eTft)c AtylifttTieJfyUtHv.j 

(is). lio/cT, © V с Latti в Ш % , 

(is) Ut"<X ©T,) = UfT, ©Ut '%, 
tig) ЩЬс&1Га19711)сАЩвЬ"'ъеЩШ?Тл. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение (it) выполняемся-, поскольку пря­

мая сумма А^Т, © Affl-T̂ , является слабо, замкнутой алгеброй* 
содержащей I @ X и Т< © Т-̂  . Остальные утверждения получаются1 
из (И) применением предложения I., • 

3. ЗАМЕЧАНИЕ. Легко проверить, что 

'_& х«]е *Т,еТ*}~Х«е W' х«« W?TiV х A Х*Т< = % . 
Поэтому разложимость коммутанта (Т^ФТ^} = [Т^ 'ф^Т^] ' Р ^ -

носильна отсутствию в £т, ©TJ ненулевых операторов вида 
Го х1 Го 01 

g Q и х О J ' жт> ш а ч е » отсутствию ненулевых спле­
тений для операторов Т, и Tv . 

4. ЛЕША. I) Если B € ( T f t то подпространства ВН и 
j^&i В принадлежат Ь«ф*Т . 2) Если Be {Tj " . то подпрост­

ранства ВЦ и Ken-В принадлежат Lat7T. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I ) Если C^iTi"' , то СВН<= СВН= ВС-He 
сВН и В(С KvuB)~ClBKvuB) = Ф . 2) Доказывается 

аналогично. • 
Мы говорим, что алгебра или решетка, соответствующая опера­

тору Tj © Т.;, » разложима, если в соответствующем включении (.т) 
( ч>=\,%,.>-, 9 ) , см. предложение 2) имеет место равенство. 
Такое свойство мы будем обозначать (е&) • 

5. ПРЕД10ЖЕНИЕ. Для операторов Т*,Тя, имеют место импли­
кации 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предложение I дает цепочки 

<ei) => (е^<=> («3) , (€^ = > ( e t ) rr> (еГК=> (еб>, 
(eif)=>(ei)=>(egK=><eg; . Импликации (ег)=>(.сч), 
(е5) => (в*) и (е$) = > (е^) мы докажем от противного. 
Предположим, что {Т, © Т&}'=*= ̂ Xf'© fT^f' • Согласно за­

мечанию 3, операторы Т< и Тг имеют ненулевое сплетение X 
Не умаляя общности, можно считать Т, X = XTa ( X '• Н4—»- H f, 
X =£ ф) , то есть, что оператор В = Г J J 7 принадлежит 
i Т, Ф Тд, J .По лемме 4 подпространство Ь =^= к** I ? л J при­
надлежит bat (Т, © V с iat (Ту © Тг) . Если Xk^ 0, ^ е И^ , 
то 0 4 (-Хка)®Я4е^ , в то время, как ф © (t^f L , и, 
поэтому решетки bat (T, @ТЯ) и b&tcTj®!^} нераз­
ложимы. Далее, подпространство \\ь , очевидно, принадлежит 

, однако, © 4 ВН 4 <£ Н^ » ̂ о Д°™ 
называет неразложимость решетки kat'd, ФТ Л) . 

Итак, отрицание утверждения (£k) привело нас к отрицаниям 
утверждений (el),(65) и (е8). Предложение доказано. • 

6. ЛЕММА. Afy(T<eT4) = Щ7, © AtyT<,s=>i е 0 « dty (Т, в V . 
ДОКАЗАТЕЯЬСТВО. Импликация =4> тривиальна. Для доказательст­

ва обратной заметим, что принадлежность операторов I Ф О , I ф X, 
X, © Т алгебре А&иТ, © 7^ ) влечет принадлежность ей опера­
торов Ь1 © ф, ф © I ,Т< © ®, © © Т г , а алгебра 
Afft-T, © А-СлТд,есть наименьшая, содержащая эти операторы. # 

7. ШШ, Пусть Т, Д ^ , Qf, $ь - ограниченные линейные 
операторы, Т„ ̂  Q,, % % 0^ . Тогда 
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№\} = Шг®1т/<=> 1М Q / = iu/ф fflj'. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что ОД = ДЦ^ . Тогда опера­

тор YAY,, сплетает операторы Т( и Tt . По замечанию 3, 
разложимость [Т4©ТЛ] влечет УАХд,= © , и, поскольку У̂  и 

X - деформации, получаем А = ® . Вновь обращаясь к замечанию 
3 констатируем разложимость коммутанта {Q4® Q%}r . ф 

3.2. Отделение сингулярной части 

8. ТЕОРЕМА. Пусть Т - сжатие в гильбертовом пространстве 
Н, Т= Ws ©Ти, ( Ц = Ws е Н л ; - его разложение в прямую сум­
му сингулярного унитарного оператора \ и сжатия Т». класса 
CAC" . Тогда все рассматриваемые в этой работе алгебры и решетки 
оператора Т разложимы (в смысле (В1)-(В9)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно предложению 5 достаточно доказать 
разложение ЩТ = ЩНцвЩТц, .Пусть Чь : %$,->* ТС а, 
- минимальная унитарная дилатация оператора ТА . Тогда опера­
тор U = Us © Ид, является минимальной унитарной дилатацией 
для Т . Согласно следствию 2.2 Д&0 l t=Akt t s® ЩМа, и» 
следовательно, существует направленность Jp^} полиномов таких, 
что рА (И) - ^ I H s © ф , откуда рА(Т) = Pw рА сШ I H - ^ 

Рн [ l H s ® % a , ] = I H 8 ® ' V * П ° 9 Т 0 М У I e 0 e A ^ T • 
и нам остается воспользоваться леммой 6. 

Из теоремы 8 вытекает, что изучаемые свойства рефлексивнос­
ти, CDCP), СШ и др. для оператора Т= lts © Тд, "расщеп­
ляются" на таковые для операторов Us и Tft по отдельности. Имен­
но, мы получаем 

9. СЛЕДСТВИЕ. I) Оператор Т = tts®Ta рефлексивен, биреф-
лексивен, гиперрефлексивен или удовлетворяет (ЦСр; если и 
только если соответствующим свойством обладает оператор То, . 

2) Те(СС)<=>Та€(СС) и ^ и *И . • 

3.3. Разложение коммутанта для сжатий класса С^ © Си 

10. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть HoJ Н, - гильбертовы пространства, 
Т в « в < Н , Ь T,efe(H,) . Если T o e C 0 0 J Т< e С„ , то 
[ Т0 © X,} = f Т0} © {Tt ] (и, следовательно, имеют место ра­
венства (64)-(В9)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X : Н0—>- Ц - сплетение для опера-
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торов Т0 и Т, ; XT, = Ti X • Очевидно, для любого век­
тора 4 0 6 Й 0 , T^Xfcj,- XT,*ke-»- 0 , откуда Xho^0 
Поэтому X = Ф . Перехода к сопряженным операторам, убеждаемся, 
что ненулевые сплетения Y , Т0у = ¥Т, , также отсутст­
вуют. Остается воспользоваться замечанием 3. 

КОММЕНТАРИЙ 

Большая часть результатов этого параграфа была опубликова­
на в работе .Пж.Конвея и П.Ю.Ву [э] . Предложения 2 и 5 были н е ­
давно дополнены М.Заяцем [31] , исследовавшим на разложимость 

алгебры Щ \хоХ (Т, ®1%), Щ ЬоХ (Т,®7"а,) и решетку 

bd- t^cTf @ 1%) « н е анализировавшиеся упомянутыми автора­
ми. Надо отметить, что предлагаемый здесь подход (основанный на 
многократном применении предложения I ) значительно сокращает и 
упрощает доказательства этих результатов . 

§ 4 . Псевдоподобие операторов 

1 . 01ШЕДЖЕНИЕ. Мы будем говорить, что оператор Д порож­
дает (коммутативную WOT-замкнутую) алгебру $с Й с Н ) » 
если А е & , и наименьший содержащий его ( WOT-замкнутый) 
идеал в алгебре $ совпадает с Л . 

2 . ЗАМЕЧАНИЕ. Каждый порождающий коммутативную алгебру 
# с Й ( Ц ) оператор А является деформацией. 

В самом деле , если А Я = 0 , то A' /\k = 0 для'любого 

оператора А е J , и аппроксимируя в слабой операторной т о ­
пологии тождественный оператор I операторами вида Д'А , полу­
чим к = 1 ^ = 0 . Поэтому (Ce/iA = i o } и , аналогично, 
Шце А = Н. 

3 . 0ПЩДЕ1ЕНИЕ. Операторы Т< е Й(Н) , T^eft С Н«) называются 
псевдоподобными, если существуют такие ограниченные операторы 
Y'.Ui-* W%, Y. H 4 —*-Н< , что 

1) X V T>X, YVT/Y, 
2) оператор YX порождает алгебру ЩТ^ , 
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3) оператор Х У порождает алгебру AfaTV 
Отношение псевдоподобия для операторов Tj и 1% мы будем 

обозначать Т< — \ ; если надо подчеркнуть, какими сплетениями 
оно осуществляется, мы пишем ТА ̂  1% . 

Из свойств 2),3) и замечания 2 сразу следует, что операто­
ры X, У являются деформациями. Кроме того, если они взаимно 
обратны, то условия 2) и 3) выполняются автоматически, а усло­
вие I) означает подобие операторов Т, и Т% . Таким образом, 

Т,ж \ => Т, * Ti^T,- 7* . 
Легко проверяется, что псевдоподобие является отношением 

эквивалентности. 
Одним из важных частных случаев псевдоподобия является ква-

зиподобие сжатий класса С ас' со следующим условием на сплете­
ния X и У : существует внешняя функция f, def/M такая, что 
ХУ = ^(T*J (и, следовательно, УХ = <f(I,) ). Выполне­
ние всех требований определения 3 в этом случае очевидно. 

4. ЛИМА. Пусть T,ee(W,J, Т*в йсН*) , X и У - спле­
тающие операторы (XT, = Тд,Х, Т,У= УТ^) . Тогда 

1) если Ае[Т%]г , то YAXe^j', 
2) если ДеП»)^ Wellf, Щ= И, , то УДУе £T,l" 
3) если Ае%Т^, УХеД^Т, , то УДХеА^Т, . 
Пусть Л(Т) означает {J}r, [J] или AtyT , и пусть 

У Х е Д ^ Т , и оператор ХУ порождает алгебру Afy 1% . 
4) Если LeLftt J ( T j , то XLe bat # ( Т ^ 
5) Если A« A^bftt^cT^) , то YAXeAfyLflMcTf) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Утверждение очевидно. 
2) Пусть fle{TjA • Тогда б(УАХ)Y= QYA(XY)= fi(YX)YA= 

= У(Х.йУ) А= (УАХ) О У . Остается заметить, что оператор 
У имеет плотный образ. 

3) Очевидно, для любого полинома р оператор Ур (Tftj X = 
= p(T,)YX принадлежит AtyT( . Пусть [рд] -направ­
ленность полиномов, РА(ТД,) WOT» A • Тогда 
Урь<Т 4 )Х^ YAX" , и, значит, Ш*ЩЪ 

4) Пусть beLat # ( ! , ) и УХ« А^Т< . Ввиду D-3), 
для любого оператора кеЛ<Лъ) имеем__^АХе Л("М . Следо­
вательно, УАХЬСЬ , откуда XYAXL <=XTJ . 
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Множество 3L= ( Qe Щ1,, : QAYL с XL ) естьддеал в ал­
гебре Â g, Ta , содержащий, согласно доказанному, onejpaTop 

XI . Поэтому ^ = Щ Та, и, значит, AXL =I^AXL с XL 
Таким образом, мы доказали, что XL e LaX & <J%) 

5)_Пусть ДеДС^ ltt/t Л(Т») • и LeLfttiftcT,; _ . Соглас-
но 4), X b e L a t ^ d ^ , ) , и мы имеем YAXLcYAVLc 
с YXL с Ь . • 

5. ТЕОРЕМА. Если Т, j^f- Т* и J(T> означает одну из шести 
алгебр, а )С(Т) - одну из трех решеток, рассматриваемых в этой 
работе, то 

X(Т,) = {¥Ья, :L teS<T4 j j . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включения =э следуют из леммы 4. Проверим 

обратные. 
Пусть Де^сТ,) . По лемме 4, XAY<= Л(ТЛ; t и оператор 

YX А¥Х принадлежит алгебре W= WOT-1? {УЛ(Тд)Х1. Рас­
смотрим идеал ^А = | Q e Affl Т( •' Y XA Q e W ] • Поскольку 
УХе^д , то JA= Д^Т, . и следовательно, УХДе IV 

Применив этот прием еще один раз, получим AeVJ. 
Далее, пусть L^e^(T, ; . Согласно лемме 4, подпрост­

ранство L ,̂= ХЬ, принадлежит %(ТЛ) . Покажем, что L,= YLa 
Действительно, по свойству псевдоподобия существует направлен­
ность полиномов {рд} такая, что YX?\(.Tt) W0T> I . Имеем 
L 4=IL,c:V YXpA(T,)L1cYXT1= YL^. 

A 
Обратное включение ( L ^ Y L ^ ) очевидно. 

6. СЛЕДСТВИЕ. Если I , ~̂ f; Тг , то La-tT, Я LfttTj, , 
bart'T, S Ь(ЛЛТА , L&f'T, = L o - t ^ • и Указанные изо­
морфизмы решеток осуществляются преобразованиями L,*-*- XL1, 
Li* •-*• YU* . При этом, Т< | L, xni^k T* I УЦ • • 

7. СЛЕДСТВИЕ. Если ^ ( Т ) , £{J) - две из шести алгебр, а 
Х<(Т), Хг(Т) - две из трех решеток, и операторы Т, и Ть 

псевдоподобии, то 

№ > = Х^Т,) <=> Х<СТ») = W . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть псевдоподобие осуществляется сплете-
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ниями X и ill .По теореме 5, если ^(7^)= Д. (Тя), то 

ж если X,(~V = ^i/(Ji) , то 

Возможности техники псевдоподобия, предоставляемые утверж­
дениями 5-7 позволяют ответить на многие вопросы об алгебрах и 
решетках. Прежде чем перейти к примерам и приложениям (которые 
посвящены сжимающим операторам),нодчеркнем, что,применяя эту 
технику только для сжатий, мы на самом деле значительно суживаем 
область ее применимости. Учитывая сказанное, результаты об об­
щих свойствах псевдоподобия мы будем формулировать с минимумом 
ограничений (в частности, не предполагать операторы сжатиями). 
Первым таким результатом является (важная!) лемма 9. 

8. ОПИДЕНЕНИЕ. На. -функцией мы будем называть произволь­
ную направленность Ф={р^5 полиномов. Если Tej3(H), 

^ = \?ki ~ некоторая На, -функция и существует предел 
Q = WOT- -fi-vw- рА (Т) в алгебре # ( Ю , то мы гово­
рим, что оператор Q есть НА. -функция (j) от оператора Т , 
и обозначаем Q = ф(Т) • 

Такое название обусловлено тем простым фактом, что алгебра 
KW Т для любого ограниченного оператора Т в точности 

совпадает с множеством всех Дй, -функций от него. 
9. ЛЕММА. Пусть Т*Ы), Ue&Utl, H,-HeH #,[J« • * ] -

- матрица оператора Т относительно разложения Нв & Н1 прост­
ранства Н и Ve<&(K) . Если выполняются следующие условия 

1) Т, — V • Пусть псевдоподобие осуществляется сплетения­
ми X r H ^ K , Y,:K->H, 

2) Существует Ма, -функция ф такая, что ¥1%i= cpflj) 
и существуют операторы q>(T) и (p(V) , порождающие, соот­
ветственно, алгебры hfy.J и AtolV. 

3) Существует оператор Y: !(-•• Ц такой, что Т ¥ = Y V и 
Рн4У = Уч , то операторы Т, Т0 © V л!09Т1 псевдоподоб-
ны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сперва отметим, что существование операто­
ра СР(Т) влечет существование операторов <${Т0) и (р(Т<) 
(так как Р ( Т ) = [ ' 0 " M T J J для любого полинома р ) , и, 
следовательно существование операторов ip(Te©Т.,) = <|)(Т,)в (0(1,; и 
4KT0©V)= ср(Т„) ф Ч"(У; . Аналогично показывается, что эти 
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операторы порождают соответствующие алгебры Д{л (Т © Т ) 
""CToeVJ. У •. 1 ' 

Далее, пусть [_̂ 0 j и |_ о° R J ~ матРины операторов 
Y и ЧЧТ) соответственно. Из равенств TY=* YV, XT,= VL 
и ХХ^ЧЧТ,) следует, что 
^(T.eY;-Ti, , г Д в Т , ) = (T.eVJSB*, * В,= *,Х, , 
где 

" I *. V О Y, J ' ^*> ® 4 

Кроме того, непосредственным вычислением (с учетом матричного 
равенства ТЧКТ) = <р(Т)Т ) проверяется равенство %ь Т = 
=(Т0вТ,)2з • где *з~\ В° в<ч_*«>х< 1 • Произведение 
сплетающих операторов равно 
* * * - Г1 *«1 Г* ° 1 Гв« в*-*.*,! _ [ I ъхЛ Гв, в01-х,хЛ_ 
* V i - | _ 0 Y(JLO X.JLO I J~ Lo *x jLo I J 

и, значит, операторы. %иЪ%Ъ3 сплетают операторы Т иТ^фУ , 
а операторы %f Ъ^, %ъ сплетают операторы Т и Т0 © I, • Очевид­
но, 2, и \ суть деформации. Поэтому равенства ^ (%S/%b%,) = 

-«pcn^-fc.tpcr.eV) и 1<%(%глъх) = %,гьщ\е1,) вле-
кут « f cv*i- Vdoev), «,и,^)=фгт,вт1). 

Напомним, что операторы ф(Т),(р(Г„ф V) Ф(Т0ФТ^ порож­
дают соответствующие алгебры, и, таким образом, нами доказано 
T^T0®V • .Т* Т, вТ, . • 

10. ЗАМЕЧАНИЕ. Если условие I) леммы 9 заменить на условие 
l i * Tfc » то условие 2) будет выполнено автоматически (положить 
<р={ ). Повторяя доказательство леммы в этом случае получим, 

что операторы Т, Т0 & Т, и Т„ © V подобны. 
11. ТЕОРЕМА. Сжатие Т класса С„ с конечной кратностью 

спектра псевдоподобно своей жордановой модели. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вначале мы рассмотрим случай, когда спектр 

оператора Т прост (т.е. j^= j ). По теореме I.I о жордано­
вой модели, имеем Т -«Mw f гДе Mj~ минимальный аннулятор 
сжатия Т • Пусть это квазиподобие осуществляют операторы X и 
Y . Поскольку, по теореме Сарае она (см. И, стр.23О0, [Мн } = 

= Н°°( М Ж т ) и Х¥е ( M ^ j , то существует функция (|>е Цю, 
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Х Х = ф ( М ж , J . Ясно, что ( p A W T = 1 (символ л означает 
операцию взятия наибольшего общего внутреннего делителя), и, 
следовательно, операторы Ц(Мм,т) * мт^пи.) = @ не ле­
жат в одном нетривиальном идеале алгебры Д£а. M W T • Значит, опе­
ратор X Y = ф(1Чт,т ) порождает алгебру A f y M ^ . Отсвда сра­
зу получается и аналогичное утверждение для оператора YX ; на­
до лишь заметить, что У( YX) = ф ( М т )Х= Хф(Т) , откуда 
YX = 1Р(Т) . 

Пусть теперь АЦ-^^ • Из рассмотрения жордановой модели 
следует, что существуют инвариантные подпространства Н0»Н[ 
оператора Т такие, что сиТ|Н/ = ж-т, /*т|Н = /"г"' ' 
H 0nHj={o}, H0 Y Н^ = Н .Положим Н,= Н е Н в , и пусть 

о Т ~ т Р и а н г У л я Ц ш оператора Т относительно разложения 
U = U ® Н • Поскольку 
Т,(РН ,1Н;)=РН <ТРН ,1Н;= \i\wf

r < р н д о т/н; 
и оператор P f̂ \ HY является деформацией, получаем соотноше­
ние Т|Н[-> "!"< • Согласно предложению I . I I , отсюда вытекает 
квазиподобие 1^Т\\\[ - Кроме того, очевидно, Т / Н / " M W T . 
Следовательно, существуют деформации У.'Кщ —у Н< » 
TY = YM и»т . и Xf: И, -*- КМт , Х1 Т, = /Ч^Х, • Положим 
Y 1 =Pu^ • Ясно, что Т. ~ ^ м , и даже, ввиду простоты 

спектра, Т< £ * ^ . 
Таким образом, в лемме 9 выполняются условия I) и 3 ) . Прове­

рим условие 2 ) . Поскольку Y«X1e|MWTi / '-HT;AU r),to )L, Xi=<Q(MHj) 
для некоторого Ф«Н . Очевидно, »№т л ф = 1 , и, значит, 
идеал в алгебре Нм . порожденный функциями т>т и ф , совпада­
ет с ней. Отсюда вытекает условие 2 ) . Согласно лемме 9, мы имеем 
псевдоподобие Т -^ M W T © T0 . При этом, ju,To = JlT - i . 

Последовательное применение этого приема возможно, если на 
каждом шаге удается построить функцию ф взаимно простой с функ­
цией Ш.т . Это обеспечивается следующей леммой. 

12. ЛЕММА. Пусть №0, (И/ - внутренние функции, т0\гц, , 
ф е Н°° , ф л W0= 1 . Тогда существует функция h,keH°0 

такая, что I ф + Н0к) л щ, = 1 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. Положим фд= (ф+А W0) л m , А е С. 

Ясно, что все функции ф^ попарно взаимно просты и являются дели­
телями (ч .Поскольку их несчетное число, существует he Q , 
для которого фд = i . • • 
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Как уже отмечалось ранее, важные примеры псевдоподобия по­
лучаются в случае, когда произведения сплетающих операторов суть 
внешние функции от исходных. Широкий класс таких примеров дает 
теорема 14. 

13. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть 1 е Ciif , X*. - (инъективное) опле-
тение оператора Т с его *• - остаточной частью U*: 
Х*= ъ*\ И > Х»Т° U*X* . Оператор V*=U* | К* , где 
К* = V/№<lt X* , называется канонической изометрией 
сжатия Т • ~ 

Отметим очевидное соотношение Т ч V * • 
14. ТЕОРЕМА. I). Если характеристическая функция б с GT 

сжатия Т имеет внешнее левое скалярное кратное (отметим, что 
отсюда следует Т е С.,* ) , то оператор Т псевдоподобен своей 
канонической изометрии. .. 

2) Пусть Т -сжатие, 0
в у J - некоторая его триангуля­

ция; 6L =0-6. - соответствующая регулярная факторизация его 
характеристической функции. Если функция $i имеет внешнее ле­
вое скалярное кратное, и V*- каноническая изометрия операто­
ра Тл , то операторы Т , Т0 ®Т, , Т0 б V * псевдоподобш. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Пусть Х,= Х* = ^ <v*\ Ц , 
У \ К —>- £„, - каноническая изометрия оператора Т , и 

пусть А е Н°°(Е —•- Е), iiiб = (ТЕ , (Г - внешняя функция 
класса Н°° • Определим оператор fi : К* —*-% равенством Q = 
= (%^*-$<& О I К* • Поскольку 
Q• X, = (1?» <Г<- XSL Д* < ) | Н = О * ^ * " *•& С < - fl«r*J I Н = 
= t<T(tt) - «Ляг*;| Н , 
делаем вывод, что образ оператора б содержится в пространст­
ве Н © Gr минимальной изометрической дилатации оператора J , 
и что оператор У1 = Рн Q удовлетворяет соотношению 

Y<X, = PHQX, = <ГсТь 
Так как оператор Х^И —»- К* есть деформация, 

X J = V*X,, ( X, Y,) X, = X, Л Т ) = <T(V*) h , 
(T-Yr)X(= Т<ГсТ)= Y,X,T = (YfV*;Y, 

и функция <Г - внешняя, получаем Т =•* V* • 
2) Используем : обозначения доказательства части I) для опе­

ратора Т, » поместив пространство Ц^ @ (J-f его изометрической 
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дилатации в пространство Н @ G- изометрической дилатации итера­
тора Т . Положим Y = J?H Q , Y^ = P H Q . Очевидно, 
(T1DX, = Т(Г(Т) = (¥V*) Jf| , и мы находимся в условиях 
леммы 9. Применяя эту лемму, получаем утверждение теоремы. • 

15. СЛЕДСТВИЕ. I) Если Т -сжатие, и функция 0 Т имеет ле­
вую обратную в пространстве НМ(Е,—* Е) , то оператор Т подобен 
изометрии. 

2) Если в обозначениях части 2) теоремы 14 функция б, об­
ратима слева, то операторы Т, Т0 Ф Т., и Т0 © V подобны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Надо положить в теореме 14 и ее доказатель­
стве скалярное кратное (Г тождественно равным 1. • 

Покажем, что приведенные в теореме 14 достаточные условия 
псевдоподобия при некоторых дополнительных ограничениях являют­
ся и необходимыми. 

16. ЛЕММА. Пусть Т -сжимающий, а V- изометрический 
операторы в пространствам Н и К , и существуют сплетения 
Х-- Н-^ К, ХТ= VX, Y:K—- Н, T Y = YV , такие, что 
YX = (Г(Т), (Те Н . Тогда функция <Г является левым ска­
лярным кратным для оператор-функции 0 Т . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Y+: К -»- Н ® (J - подъем оператора ¥ 
в пространство Н © Gr минимальной изометрической дилатации Ц+ 
оператора Т (то есть M +Y += Y+V, ¥ = % Y + ; существова­
ние такого оператора Y + обеспечивает^],предложение П.2.2), и 
пусть оператор Х+: Н GG--+ К задан равенством X = Х2ц . Оче­
видно, 

Х+ Г = ХРЦ U+ = ХТРН = VXPH = VX+ . 
Положим т=м*) - г г , г - р „ я н . 
Из условия Y X = <Г(Т) получаем 

г = р„<га+)|н - P H Y + X + P H |H = <Г(Т)-УГ= о . 
Ввиду предложения 3.5 из [б] , отсюда следует существование 
функции & в Н м (Е # -* Е ; такой, что £"= ЗГЛ #"** • Если 
$аН*<Е) , то 
«flSf = Л Л < £ = ff*$Vf = *rV(ff) Jtf = «Г/ • 

Поэтому Л 0 = <П . • 
Полагая <Г= "I и объединяя с утверждением I) следствия 15, 

получаем следующий результат. 
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17. ТЕОРЕМА. Сжатие подобно изометрии если и только ес­
ли его характеристическая функция обратима слева. • 

18. СЛЕДСТВИЕ. Сжатие подобно унитарному оператору если и 
только если его. характеристическая функция обратима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО состоит в применении теоремы 17 к самому сжа­
тию и к его сопряженному. • 

19. СЛЕДСТВИЕ. Каждый абсолютно непрерывный унитарный опера­
тор подобен некоторому в.н.у. сжатию. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По спектральной теореме абсолютно непрерыв­
ный унитарный оператор унитарно эквивалентен некоторому операто­
ру умножения на независимую переменную в пространстве Х^@ Ь (вж), 
где е^- измеримые подмножества окружности f . Для каждого сх, 
построим скалярную внешнюю функцию ^ , модуль которой равен 
l/2 на множестве е л в I вне этого множества. Положим 6 = Е @ d̂ ,-
По следствию 18, сжатие Т с характеристической функцией $ 
подобно некоторому унитарному одератору. Остается заметить, что 
этот унитарный оператор унитарно эквивалентен исходному, и что 
сжатое Т вполне не унитарно. • 

20. ТЕОРЕМА. Сжатие Т подобно прямой сумме изометрии V 
и сжатия класса ( С„* если и только если * - внешний сомножи­
тель 6t в # -канонической факторизации вт = б1 fi 0 обратим 
слева. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть T * Q 0 ® V , где V - изометрия, 
Гт * 1 

«•- канони-
\ а* V » и, значит, 

а 0о - сжатие класса С0* , и пусть J» * 
ческая триангуляция оператора Т • Ясно, что 
его характеристическая функция 0 Т обратима слева. 

Обратная импликация вытекает•ds утверждения 2) следствия 
15. • 

21. ЛЕММА. Пусть Т - сжатие класса Q , и, < оо . Сле­
дующие утверждения эквивалентны. 

I) Оператор Т квазиподобен (канонической) изометрии. 
2)Т «-^ V' , где V " некоторый оператор одностороннего 

сдвига. 
3) Функция S T имеет внешнее левое скалярное кратное. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1 ) = > 2 ) . Поскольку при квазиподобии класс 

(V сохраняется (см. лемму 1.3), то оператор Т квазиподобен 
изометрии класса 010 , т.е. оператору одностороннего сдвига. 

2)=>3). Из условия 1 к V следует, ч т о ^ у * / ^ < <» . 
Будем считать, что Y - оператор умножения на независимую пе-
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ременную в пространстве Н*(Г)„ Aim, F<oo . Пусть Х'.Ц-* 
->- Н (Г), Y: Н (Г)-»• Ц- операторы с плотными образами, оплетающие 

Т я V . Поскольку оператор XY коммутирует с V и отоб­
ражает пространство Н ( F) на плотное; подпространство, он за­
дается внешней оперигор-функцией класса, Н м( F — " F) . Пусть 
(Г- определитель матрица этой функции ('в некотором базисе), 2 -

оператор, определяемый алгебраически сопряженной матрицей. Тогда 
XYZ=(T(V) . Функция (Г является внешней (см. [i], §У'.б). Положим 
Y , = У & . Мы имеем XT ==• VX, X Y ' = <Г(\0 и, поскольку 
XTY'= VXY'= Y(T(V) = X Y ' V . , то и ТУ'= У/V . По лем­
ме 16 заключаем, что внешняя функция (Г является левым скаляр­
ным кратным функции^ (?т . 

3 ) = > 1 ) . Следует из утверждения I) теоремы 14. • 
22. ЛИМА. Дня того, чтобы сжатие Т , имеющее хотя бы 

один конечный дефектный индекс, было квазиподобно изометрии, не­
обходимо и достаточно' чтобы функция Qj имела внешнее левое 
скалярное кратное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ была доказана в теореме 14. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть V - изометрия и Т «-<» V . По лемме 

1.3,Т©С < Л . Для такт: сжатий (Ц<(Ц-« , и, по условию, 
(L.= ivm E < оо . Рассмотрим триангуляцию fTi * 1 оператора 
Т по типу \ Q r и соответствующую (каноническую) фак­
торизацию 8Т = в0. б̂  . Поскольку Т(е Сн Функция fi,eHM(E-* F) 
- двусторонне внешняя. Поэтому d m |Г = Цщ Е < оо , и опера­
торная функция (?, обладает внешним скалярным кратным <̂ = &eb б4; 

Далее, пусть V = V, в V0 - разложение Вольда, V,- унитар­
ный оператор, V0-одно сторонний сдвиг. Бавенства ХТ=УХ, TY = YV 
приводят к соотношению Т 0 »-~э уо . (В самом деле, равенство 

х« х<0 
Хм Хоо 

(откуда Х„^ = V0 Х0( ) и условия Т, еС*, , Y0e С*0 влекут 
Хв1 = 0 ; поэтому Х00Т0= VCX00 и оператор Хо0 имеет 
плотный образ. Аналогично проверяется соотношение V0 и!, ) . По 
лемме 21 отсюда вытекает существование внешнего левого скалярно­
го кратного & для функции б„ . Пусть Л0еНЮ(Е#—*• FJ» 

^ 6 , , = <ГЛ1 и пуста Д = Л в 1 Й 1 . Равенство Л 8 = 
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=Jflj0ifl/4 Q,Qe = &<> <£j I завершает доказательство. • 
Полученные результаты объединяются в следующую теорему. 
23. ТЕОРЕМА.. Пусть Т -сжатие с хотя бы одним конечным де­

фектным индексом или сжатие класса С ^ с конечной кратностью 
спектра. 

1) Сжатие Т квазиподобно изометрии если и только если 
функция б т имеет внешнее левое скалярное кратное. 

2) Сжатие Т квазиподобно прямой сумме изометрии и сжатия 
класса С*0 , если и только если * -внешний сомножитель fy в 

*- -канонической факторизации б т = й, б0 имеет внешнее левое 
скалярное кратное. 

В обоих случаях рассматриваемые операторы при этом псевдо­
подобии. • 

КОММЕНТАРИИ. 
Неявно техника псевдоподобия появилась в работах П.Ю.Ву (см. 

например, [ЗС-]) при обсуждении вопросов совпадения алгебр, порож­
денных сжатием. Необходимое и достаточное условие для того, что­
бы сжатие было подобно некоторой изометрии (теорема 17) получено 
Б.Секефальви-Надем и Ч.Фойяшем [12] . Вопрос о квазиподобии сжа­
тия и изометрии рассматривался П.Ю.Ву в статье [27] . Частным 
случаем теоремы 23 является вопрос о квазиподобии сжатия класса 
С^0 своей так называемой жордановой модели (см. [29]). 

§ 5. О свойстве бикоммутанта и коммутативности коммутанта 
1. ОПРЕДЕЛИМ для линейных операторов отношение порядка <! •' 

Т4 -* Т л , если 
1) существует оператор X: H%-»- R, с плотным образом, такой, 

что Х \ = м л' • 
2) существует семейство операторов \ ¥ а} такое, что 

Т ^ Л = X*Ti при всех ос, и V ftaitfe Y a = Н» , 
3) семейство операторов { Х ^ } лежит в алгебре Д^й-Т, и 

порожденный им идеал совпадает с ней, 
4) существует ( WOT -непрерывный) гомоморфизм Щ 1Л —-

->-Щ\ t переводящий 1 Н в 1 н , и Т, в Т^ . 
2. ПРЕДИОЖЕМЕ. Пусть Т е С, и существует ненулевой опе­

ратор X такой, что XT = £ Х , где 5 - простой односторон­
ний сдвиг. Тогда S Ч Т . 

ДОКАЗАТЕНЬСТВО. Не умаляя общности можно считать, что опера­
тор X имеет плотный образ. (В самом деле, Х Н « Lftt 5 , и, 
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значит, ХН = 1>Н для некоторой внутренней функции Q- . Заме­
на оператора X на V H X даст нам сплетение с плотным обра­
зом .)Из следствия 1.6 вытекает S-c T . Обозначим соответст­
вующее семейство сплетений { Yx]• Поскольку ХХ Лб{ <>} = Н°°(£; , 
получаем XY« = ф« (S), <Ра е Н °° • Из соотношения 
V Ца,ще. Х¥* = ̂ й вытекают, что наибольший общий делитель функ­
ций ф а равен I, и поэтому вьшолняется 3). Наконец, гомоморфизм 
из условия 4) определяется ffW -исчислением оператора Т . 

3. ПРВДИОЖЕНИЕ. Пуста Т е С 0 , т - минимальная функция 
оператора Т . Тогда M w ^ Т . 

В самом деле, первые два свойства следуют из рассмотрения 
жордановой модели оператора Т . Свойства 3),4) проверяются так 
же, как в предложении 2. • ^ 

4. ТЕОРША. Пусть Т,-4 Т г , {\ } = Щ Т, . Тогда [\}=Щ\ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Q обозначает образ оператора Q 

при гомоморфизме из определения порядка -̂  . Если A e j L } f f » 
то, по лемме 4.4, XAY^efT,} = Ma.li при всех л . Из ра­
венства t , 

( Ш ^ У ^ д а = AYJB XY* = АХ Y« У̂  
следует, что AXY ^ = Х А У а

е А ^ й Т Л . Но вместе с оператора­
ми АЗГУ^ алгебра А^Тц, содержит и все операторы вида ДС , 
где оператор G принадлежит идеалу, порожденному операторами 
X Y * , то есть всей алгебре AfrjT, . Значит А = А 1 е А^Тд. • 

5. ТЕОРЕМА. Пусть 1^ТХ А Ъ } Г Г - £7, У • Тогда следующие 
условия равносильны: 

D [\УГ= W-
2) Оператор X из определения порядка <̂  является дефор­

мацией. r rr ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1)=?Ф2). Так как Y«, X e Ц%] = £Т*} 
при всех * , то 
(^X)(Y^X)=(^X)(Y«^) = ̂ (XX,)X=m^X, 

и, поскольку V &а.и^е(У,Х) = Нл , получаем YrtX=XY« • 
Теперь, если Хк = 0 ( \^Ц%) , то XY* к = О при 
всех й . Из условий 3) и 4) определения порядка <^ следует, 
что \\, = О . 

2 ) = > 1 ) . Из равенства XXY# = ХУЛ X следует, что 
УЛХ= Х У А е А ^ Т г с ^Тд,} . Пусть Ae^Tjj,} • Из соотноше-
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ний XAY0(e{J<JA= lliVr no лемме 5.4 получаем, что при любом 
JS : Х^Ш^ХеП*}" • Но У,ХАХвХ = ^ Щ * . и, 

учитывая свойства 3) и 4) отношения порядка ^ , заключаем, что 
к*1тл}гг. • 

Предложения 2,3 и теоремы 4,5 позволяют получить ряд важных 
результатов. Введем, следуя [i] , класс NT , состоящий из всех 
функций f ограниченной характеристики, представимых в виде 
$ = <p/-ur , где Ч>, We Нм - такие функции, что оператор 
•цг(Т) является деформацией и оператор (P(T)W(TT ограни­

чен. Дня такой функции £ мы полагаем $(Т)= (|КТ) w(T)~f 

Ясно, что NTcT)c£T}wV 
6. TEOPfflA. Если Те С„ , то 

!){!}"= ЩТ= NT(Tb 
2) IT} ' - {Т}'£=>^т = f 
Доказательству этой теоремы мы предпошлем полезную лемму. 
7. ЛЕША. Пусть Т,вЙ<Н,), "Г^еЙсН»),"!"^ 1Ь « Если 

а, - непрерывный гомоморфизм алгебры МъТц, в алгебру Ai^Tj 
такой, что j | ( V = Tf , Q&HJ ~ •*- Н< ' Т о Kety = f0£-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть | х я } - семейство операторов, осущест­
вляющее отношение Т,0^ Т̂ , , и пусть fl(Aj) = О для не­
которого AeAfftTj, . Рассмотрим направленность (рд| полино­
мов такую, что рА (Т^) ̂  А», • Тогда рА(Т, ) = ^СрА (т*)) -*-
-^-*- | ( А ^ ) = © . Поэтому, для любого индекса <К, 
РА (\ У *л= Ч РА (Т<J - ^ 0 > о̂ кУДа Ай f ЬЙ^ёУ а = 0 -Ос­
тается заметить, что V Чма.е. Х& = Н̂  . # 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6. I) Пусть Щ,- минимальная,' функ­
ция оператора Т • По теореме Сарасона \_\\М}Г= £ M^j = 
= klcj, Мц& = HW('M|HJ • Используя предложение 3 и теорему 4 
получаем {~\\п= A(ft Т • Далее, теорема I . I о жордановой модели 
позволяет выделить подпространство ЬсЦ такое, чтоТ|Ь — Mw-
Пусть это псевдоподобие осуществляется операторами X и Y , при­
чем XY= W(l4tvj,), weH0^ 1/A m.= 1 . Заметим, что для лю­
бого оператора А е Afrt T , 
ХА*гСП|Ь= X A Y X | L e A ^ M m - X | l i = H f t(riw j-X/b = 

= ХН М (Т ) |Ь , 
откуда АтдгеТ) f L ^ ЦНТ)|Ь, ф е Н " • Отображение 
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а: А -*• АI ii является непрерывным гомоморфизмом алгебры 
kia Т в алгебру АЦТI Ь ; кроме того, Т/ L *-̂> М т -< Т. При­меняя лемму 7, получаем Киа = [0] • , и, следовательно, 
Aw(T) - 9 ( Т ) =• 0 . . Таким образом, {!]"=• ЩТ= NT(T). 

2) Пусть {']"}' = IT}" . По теореме 5 получаем соотношение 
Т < М^к , откуда М£-сТ* , и Jbr-llT* = i (см. леммы 
1,4 и 1.7). г гг 

Обратно, пусть Д . - -f . Тогда Т - М т , £ M w ] = {M»J , 
и мы получаем { 1 } = { J } ' . ш 

8. СЛЕДСТВИЕ. Если Т = Mif, if»^,..., «p, fc оо - жор-
данов оператор, то {Т}я'= Н М(Т). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что жорданов оператор Т имеет 
такое инвариантное подпространство Ь , что операторы Т f L и 
Н ^ унитарно эквивалентны. Поэтому в доказательстве теоремы 6 
можно положить w = 'I , и мы получим [1]гг= Н°"(ТЬ • 

9. ТЕОРЕМ. Пуоть TsC f t t, XT = £Х (Х+ О) . Тог­
да 

Di^f* AtyT = Н м(Ть 
2) (Т}Г= 1Т| если и только если Т е С и каноническая 

изометрия V* оператора Т есть простой односторонний сдвиг. 
Для доказательства нам потребуется следующая несложная лем­

ма. 
10. ЛЕММА. Если Т~->•$ » то П) = Н М(Т). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. -Заметим, что условие T~J $ влечет ТеС,0> 

и, =-. -j .По лемме 4.21, каноническая изометрия V* оператора. 
Т квазйподобна оператору £ . Более того, отсюда следует, 

что V#eCtt и JU,V = 1 , то есть V*^ # . Поэтому 
iV#} = H (V#) . Остается заметить, что отображение{Т}-* [V*j , 
Рн*- Ъ*Т%ь , где У - подъем оператора F, Fe {ТГ , инъ-
ективно, поскольку Те С^ ; ясно, что оператор £(TJ перехо­
дит- в оператор § с V*), fe Ц°° . Следовательно, £ТК= НМ(Т) . • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕШ 9. I) Равенство {jf= Щ Т сра­
зу следует из предложения 2 и теореш 4. Покажем, что А^Т=НМ(Т). 

Пуеть |Хх] - семейство сплетений, осуществляющих отноше­
ние $?k T (°M« предложение 2). Фиксируем индекс *, , для 
которого Rcwtje YKo с£ f(ei, )( , и рассмотрим подпростран­
ство L = ШЫ& Уд0 .Очевидно, оператор Т0= Т I Ь оплетает­
ся с оператором S : $ ^ Т0 и (У| Ц)Т0 = £(Х\ Ь) • 0ав^&-
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тор Х0 = Х| L отличен от 0 ; не умаляя общности можно считать, 
что его образ плотен (см. предложение 2 ) . Таким образом, 
Т0 ~ - $ . Поскольку XX, е ШГ и 1ЩЛХсе= Н* 

т о Х<,УЙ0= <fti>; для некоторой внешней функции (TeHw . От­
сюда сразу вытекает Y<v Х0 = <f(T,j , и потому T0e(V иТ0<--^ Д. 

Согласно лемме 10, отсюда, в частности, вытекает М^.1В- Ц00^) . 
Замечая, что Тв«-Л £ < Т , и что о: A i—>- Д |L - непрерывный 
гомоморфизм алгебры ЩТ в алгебру щ Т0 f и применяя лем­
му 7, получим Кет^ = {oj , откуда Щ~\ = H w (T j . 

2) Пусть |.Т}'= fT] . Из теоремы 5 следует, что сплетающий 
оператор X можно считать деформацией; соотношение Т «< S , вви­
ду леммы 1.3, влечет ТеС 1 0 . 

далее, согласно результатам утверждения I ) , имеем £Т} = НМ(Г0, 
и значит, для оператора УЛо Х« (Т] Л найдется функция <peHM 

такая, что УЛ X = Ф ("О . Имеем 

К а ^ ф ( Т Г = Y«,H*= L . 
Пусть Г ̂ о * 1 - триангуляция оператора Т , соответст­

в у й ^ подпространству L . Ввиду ( I ) , (Р(Т4)=ф . Значит, 
T i e С0 с С0* » и указанная триангуляция оператора Т име­
ет вид (~С(* «• 1 . Регулярность соответствующей ( * - кано-

L о &о* J Л rt n * 
нической) факторизации 9Т = 6( 9С означает, что Т^Т^. = 
= 1̂ 1 ^«i ® ̂ « VZ> - ® ® ̂ «о ''Со ; поэтому каноническая изометрия 

V* оператора Т совпадает с канонической изометрией Vxe опера­
тора Т0 . Остается заметить, что согласно лемме 4.21, V#0»^-' $ , 
а следовательно, и V#o = S . 

Обратно, пусть ТеС10 , V* Щ $ 
X» WX* .где Х*= Т^О Н 
щей деформацией для операторов Т и $ 
ме 5 отсвда следует {Т} = iTi . • 

Следующее предложение дает примеры сжатий, сплетающихся 
со сдвигом. 

II. П Е Ш 0 Ш И Е . Если Т е C1lf и Л т < (Ц*. « оо , то су­
ществует оператор X: Н —*- Н* , X =1̂  © , такой, что XT = SX . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала покажем, что уравнение 0 % = о име­
ет ненулевое решение к е Ц _ ( Е # ) . В самом деле, фиксируем ка-
кие-^ибб ортонормированные базисы {е{,•• •, ет} и {e*t,..., еки, ] 

Оператор X: 
, является 

XT = ^Х , 
н - - И * , 
сплетаю-
. По теоре-
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пространств Е и Е , (здесь in=Aj , и>=1т+ S оо ) и запишем в 
них матрицу оператора 6 : 

е ~ s =((eik))i=1,...,„ . 
Поскольку б - * -внешняя функция, можно (не ограничивая 

общности) считать, что щ верхних строк матрицы Е7 определяют 
невырожденную матрицу. Обозначим через S ^ (где 1 = 1,.,., m + i ) 
квадратную матрицу, образованную первыми ш+1 строками матрицы 
2 за исключением (вычеркнутой) строки с номером •& . Поло­

жим %-л%) = М ) * 1 № S ; (г) п р и е с т - ! uttjsO 
при j > tti+1 . Ясно, что функция к = L it; &«j. принадлежит 
Н*(Е*) , отлична от нуля, и 6*й-= 0. 

Итак, мы доказали, что KwQ*(] Н^(Е*) Ф Ю] и , как лег­
ко показать, отсюда следует, что образ оператора Х^~%.%\ Н 
не плотен в в* . Поэтому каноническая изометрия V* : К* —»- (С* 
оператора Т не является унитарным оператором. Фиксируем подпро­
странство Ь*с Кж , приводящее оператор V* и такое, что 
V*|L* — $ • ЦУСТЬ эта унитарная эквивалентность осуществля­
ется оператором W : L* —*- Н и пусть Р^ - ортопроектор в 
пространстве К* на подпространство L* . Оператор X=WP^ X* 
отличен от нулевого, и Х Т = £>Х • • 

12. СЛЕДСТВИЕ. Пусть Т е С.,*. И <Ц- < оо. 
1) Если ТФ С„ , то {!}"= Щ Т = НМ(Т) • 
2) Т « (СС), если и только если выполняется одно из двух 

условий: 
а ) Т е С „ и JAT = 1 , • б) Те Си M&jX-&r=<t, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение I) следует из теоремы 9 и пред­
ложения II. 

Для доказательства 2) покажем, что для сжатий ТеС ( 0 таких, 
что (Ц. < оо , условия dT* - d>j = 1 и V* — £ равносиль­
ны. 

Действительно, если <1т*-с1т = 1 , то 

при п.в. 5 в X , и * -остаточная часть Ц* оператора Т имеет 
простой спектр. Кроме того, как показано в доказательстве пред­
ложения II, каноническая изометрия V*= U*| К* оператора J 
не совпадает с U*. Поэтому V* = £ . 
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Обратно, если V* = S , то, очевидно, XI., = 1 и, зна­
чит, (i-p* e "Ц-+ f • * 

Теперь утверждение 2) немедленно следует из теоремы 9 и 
предложения II,•> ' •• . 

КОММЕНТАРИИ 
Введение отношения поря.дка -<̂  позволяет сравнительно прос­

то получить условия выполнимости свойств (J С Р) и (GCJ для опе­
раторов класса С0 и операторов, сплетающихся с оператором 
сдвига. Впервые соответствующие результаты были получены Б.Секе-
фальви-Надем и Ч.Фояшем ( [13] и [33] ) .для операторов класса 
С0 , и Х.Берковичем (см. [б]) - свойство (J)СР) для операторов, 

сплетающихся с оператором сдвига. Утверждение 2) теоремы 9 (свой­
ство (СС) для операторов, сплетающихся с оператором сдвига) 
в общем виде скорее всего является новым. 
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Summary 
Given a bounded linear operator ~[ , we study the following 

questions: when the commutant (T5 is commutative; when each 
operator in the bicomrautant {J } can be approximated by poly­
nomials of J in the weak operator topology, the problem of 
reflexivity and others. These questions are solved for some 
classes of operators. 
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