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Алгебра и логика, 39, N 2 (2000), 170—197 

УДК 510.5 

О ВЫЧИСЛИМОСТИ Н А Д МОДЕЛЯМИ 
РАЗРЕШИМЫХ ТЕОРИЙ*) 

В. Г. ПУЗАРЕНКО 

Моему учителю 

Юрию Леонидовичу Ершову 

ко дню 60-летия 

Естественным обобщением вычислимости на N можно считать тео

рию рекурсии на наследственно конечных надстройках односортных мо

делей при естественном отождествлении понятий Д- и Е-предикатов с ре

курсивными и рекурсивно перечислимыми предикатами. 

В этой работе рассматриваются только модели конечных сигнатур. 

В § 1 вводятся понятия, обозначения и вспомогательные конструк

ции, используемые при доказательстве основных результатов. Терминоло

гия согласовала с терминологией монографии [1]. 

В §2 приводится критерий Е-определимости подмножеств наслед

ственно конечных надстроек над моделями конечных сигнатур. Он состоит 

в том, что любой Е-предикат на ШГ(ЙЯ) произвольной модели ЯЛ конеч

ной сигнатуры определяется некоторой вычислимой последовательностью 

множеств, состоящих из гёделевых номеров Э-формул сигнатуры модели 

9Л. Критерий Е-определимости лежит в основе доказательства большей 

части результатов настоящей работы. 

В § 3 дается характеризация простых теорий (в смысле определения 

*) Работа выполнена при поддержке Федеральной целевой программы "Интеграция", 

проект 274, и Российским фондом фундаментальных исследований, проект 99-01-00600. 
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из [1]) в терминах наследственно конечных надстроек над моделями дан

ной теории. 

В §4 развивается идея нестандартной теории рекурсии (см. [2]): рас

сматривается обобщение понятия относительной рекурсивности подмно

жеств натуральных чисел, при этом роль оракула играет модель Ш, a 

натуральные числа отождествляются с ординалами надстройки HF(9JT). 

В § 5 приводится алгебраическое описание полурешетки тЕ-степеней 

подмножеств наследственно конечной надстройки с точки зрения обычной 

(классической) теории рекурсии. 

§ 1. Понятия, обозначения, конструкции 

Напомним некоторые понятия теории рекурсии на допустимых мно

жествах. Пусть А — произвольная KPU-модель. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. А-нумерацией множества S называется про

извольное отображение и некоторого S-подмножества В С А на множе-

ство S(u : В 2? 5); при этом В будем называть областью определения 

А-нумерации v и обозначать 8и. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если 5 С Е(А) - некоторое семейство Е-под-

множеств множества А, то А-нумерацию и : В -> 5 назовем вычислимой, 

если предикат {{а,Ь) \ Ь £ В,а £ v(b)} является Е-предикатом. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. А-нумерацию v : В -* S назовем разрешимой, 

если предикат {(Ь0, bi) £ В2 \ v(b0) = ^(bi)} является Дд-предикатом. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. А-нумерацию v : В —> S назовем однозначной, 

если отображение и взаимно однозначно. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть v : В -+ М является А-нумерацией. Пре

дикат Р С Мп на М назовем 

Т>и-предиттом, если {(Ь1} . . . , Ьп) \ Ь £ Вп, {vb\,..., ubn) £ Р} явля

ется Е-предикатом; 

^-предикатом, если Р и Мп \ Р являются Е^-предикатами. 

Функцию F : Мп -* М назовем ^-функцией, если график Гр функ

ции F является Е^-предикатом., 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ б. Пусть 9Л = ( М . Р ^ , . . . ^ , ^ , . . . , ! ^ , 
— модель сигнатуры (PQ* , . . . , P^n, F ^ 0 , . . . , F™fc, Co,... , ср). 

А-нумерацию v : В —¥ М носителя модели 9Л назовем &-конструктиви-

зацией модели 9Я, если предикат равенства и предикаты PQ1, ..., Р ^ яв

ляются Д„-предикатами, a FQ71, . . . , Ff1, qf1,..., с®1 — Е^-функциями (вы

деленные элементы рассматриваем как 0-местные функции). 

Пару (ШТ, v), где v : В —» М является А-конструктивизацией модели 

9Л, назовем А-конструктивной моделью. 

Пусть <р — формула сигнатуры а и Р 1 £ а — одноместный преди

катный символ. Определим формулу (рр индукцией по построению фор

мулы <р: 

если ip — атомарная формула, то <рр
 = <̂ ; 

если <р = <р0 о <ри то фр = <f$o <р\, где о е {-+, Л, V}; 

если у? = -y 0 i то у>р = ~v£; 

если </? = Vv̂ o? то <рр = Vv(P(v) ->• <рр); 

если у? = Зг;у>о> то </>р = 3v(P(t;) Л <рр), где v — переменная. 

Заметим, что если <7 — вычислимая сигнатура, то преобразование <р •—• <^Р 

будет эффективным. 

Пусть (ЯЯ, I/) — это А-конструктивная модель, где дЯ = (М, P<f*,... 

. . . , Р ^ , FQ71, . . . , i ^ , qf*,..., c*f*) является моделью сигнатуры 

( р £ ° , . . . , Р ^ , F0
m°,...,F™*, с 0 , . . . , с р ) , А - некоторая KPU-модель 

сигнатуры а*. По определению существуют Е-формулы у?м, ^?в, ^ , 

^Ч> ^ P o ' - ' ^ ^ n ' V-iv,! ¥Ч'---»*Ч» ^ ' • • • » ^ e p i определяющие носи
тель модели, соответствующие отношения и их дополнения, функции и 
выделенные элементы в KPU-модели А. 

В качестве атомарных формул сигнатуры а можно рассматривать 

только формулы вида (х = F(yX)...,ут))} (х = с), Р ( х ь . . . , я?п), где 

ж,#1 , . . . , x n , t / i , . . . ,ym — любые переменные языка, причем для произ

вольной атомарной формулы <р существуют 3- и V-формулы <ро и y>i, эк

вивалентные формуле <р и содержащие в качестве атомарных подформул 

только формулы вида (х = F ( y b . . . , ym))i (a? = с), P ( # i , . . . , хп) (см. лем-
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му 1.2.2 [1]). Кроме того, используя эквивалентности 

"(s = F(yu . . . , ym)) 4Ф 3z((z = F(yu..., Ут)) Л "(г = х)), 

""(я = с) ** Э-г((г = с) Л "(ж = z)), 

можно показать, что любая формула эквивалентна формуле, в которой от

рицания встречаются только при атомарных формулах вида Р ( я ь . . . , хп) 

и (х = у), где ж, х\,..., хП) у - переменные языка. Оформим вышеприве

денные конструкции в виде следующего утверждения. 

Л Е М М А 1. 1. Пусть заданы KPU-модель А и А-конструк-

тивизация v модели 9Л сигнатуры о. Тогда для любой формулы <р сиг-

натуры а и для любого означивания у : FV(<p) —>• <£>м [жо] выполняется 

следующее соотношение 

Если же <р(хо,..., ж/-х) является 3-формулой, то 

/ / Рч^Л)»—»-Pn,Fo,...rFfc,co,.--»cp>= \^г „ ] 

будет YiA-предикатом. 

2. Пусть заданы KPV-модель А и транзитивное Т,-подмножество 
Р, для которого A f Р является KPU-моделью. Тогда любое Ti-подмно-
жество А Г Р будет lu-подмножеством А. 2?сли э/се Р является А-под-
множеством А, то любое Т>п«подмножество А \ Р будет Т,п-подмно-
жеством А, п ^ 1. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть А — некоторая KPU-модель. Подмножество 

В С А назовем чистым^ если В С {х £ А\ sp(x) = 0 } . Если А — наслед

ственно конечная надстройка, то чистую часть такой KPU-модели будем 

обозначать HF#. 

Л Е М М А 2. Пусть HF(2l) -~ наследственно конечная надстройка 

произвольной модели 21. Тогда произвольный Ип-предикат на множестве 

натуральных чисел является Т*п-предикатом на наследственно конечной 

надстройке HF(2t) при естественном отождествлении натуральных чи

сел и ординалов надстройки. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из теоремы 2.1.1 [1] 
и леммы 1. D 

Рассмотрим наследственно конечную надстройку В = HF(u;), мно

жеством праэлементов которой является множество и натуральных чисел, 

Определим конструктивизацию е этой надстройки (см. [3]): 

е(п) 

&(€w), еслип = 2Л + 1, 

0 , если п = О, 
1) 

{е(к{) | n = 2(2*° + . . . + 2*-), * < > < . . . < * . } 

в остальных случаях. 

По теореме о Е-рекурсии функция е является Е^-функцией. Есте

ственным образом с функцией е связана однозначная конструктивизация 

6 множества термов Т — {t>< \ x Е о;}. Определение терма t^ дано в [1]. 

Как там показано, это семейство термов определимо формулой в произ

вольной наследственно конечной надстройке (более того, Д-определимо). 

Сама конструктивизация термов отождествляется с Е-функцией на HF(w), 

которая каждому числу п сопоставляет элемент 8(п) такой, что sp(£(ra)) — 

начальный сегмент натуральных чисел. Обозначим через пж число элемен

тов множества sp(e(x)). Нетрудно убедиться в том, что функция х ь-> пж 

рекурсивна. Более того, для надстройки HF(o>) справедлива 

Л Е М М А 3. Р С (HF(u?))n является Е-предикатом на Ш(и) <Ф 

предикат е""1(Р) *=; { (a i , . . . , ап) £ N | (e(ai),.. .,e(a„)) G P} рекурсивно 

перечислим. Кроме того, последовательность Ап ±=t {т е N | е(га) £ в 

б305 е(и)} сильно вычислима. 

В этой работе неоднократно используется следующая 

Л Е М М А 4. Яустъ А = Ж(9Л0), В = HF(SDTi) - наследственно 

конечные надстройки над моделями 9Яо = (Мо,<7о)> QJti = (Mi, 01) соот

ветственно, a XQ С MO, X I С Mi — произвольные равномощные под

множества. Тогда любой изоморфизм f меэюду множествами XQ и Х\ 

продолжается, причем единственным образом, до изоморфизма / # на

следственно конечных надстроек H F ( X Q ) ( C А)) и HF(Xi)(C В)). 
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{a,x,#o,i?i) 6 Ш<Ф I 

Более того, если В С A w / является TtA-функцией, то и / * таксисе 

будет JjA-функцией. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первая часть леммы 4 доказывается индук

цией по рангу, а вторая — методом Е-рекурсии. • 

Пусть С — KPU-модель и FUN(C) — множество всех С-конечных 

функций. Для функций / и g обозначим через comp(f,g) ^± g о f опе

рацию композиции. Эта операция является Е-функцией (более того, она 

определима До-формулой). 

ЛЕММА 5. Пусть Ао = HF(2l) — произвольная наследственно 

конечная надстройка. Тогда существует четырехместное А-отногиение 

Un на Ао такое, что 

' HF(a)H(»o = M*b---^*))[7fljL 
[ HF(w)|=(a?o = Ma?if-»«ib))[7eofljL 

где gf
Q = g0 U {(0, a)}, g[ = g\ U {(0,x)}; g0 и g\ — взаимно однозначные 

отображения между начальным сегментом натуральных чисел и sp(a) ; 

e~1(sp(e(>c))) соответственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим Е-формулу Ф(ж0>яъ£2>#з)1 вы

ражающую следующее: 

(U(x0) A N'(Xl) Л (х2 = {<Мо>}) Л (а?3 = {<1, *i>})) V fU(x0) Л 

-Nf(xx) Л iV(xx)) Л 3/(fun(/) Л ( / : (ТС(х0), Е ^ ) 3 {ТССфО), 

6HP(w))) Л (p(f Г *0) = ф О ) Л (х2 : ((пХ1 + 1) \ {0}) —• (*) 

sp(£o))A(z3
 : ( ( n a : i+ l ) \{0}) —У e^1sp{e(xi)))A(x2 — биекция)Л 

(я?з - биекция) Л (comp(x3,e Г Рхз) = сотр(х2 , / ) ) )) , 

где ЛГ и N* — множество ординалов и "нечетных" ординалов соответствен

но. Нетрудно убедиться в том, что формула Ф эквивалентна некоторой 

П-формуле, поэтому предикат Ф^жо, хъ #2, &з] является Д-определимым. 

Докажем индукцией по построению терма t„, что этот предикат удо

влетворяет условию леммы. 

а) Если е(н) е HF 0 , то {(a,x,g0,gi) G Un <& ((a = е(х)) Л (g0 = 

= #i) Л (</о = 0)))- Действительно, если (а, х, (/о? <?i) € Un, то индукцией по 

рангу элемента е(х) легко показать, что a = е(и). Выполнимость условия 

9о = Si = 0 следует из существования биекции между sp(a) и &р(е(*е)). 
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b) Если е(к) е w, то ({a,x,g0,gi) 6 Un » ((а = t*(a)) Л (г(и) = 

= М е М ) ) Л (до = {(1, а » ) Л (5 l = {(1, *)}))). 

c) Рассмотрим случай, когда г(х) — {е(х*)} и е(х /) ^ и. Если 

(a,*r,5o,ffi) С Un, то (a^^.go.gi) Е Un и а = {а'}. Тогда из индук

ционного предположения и определения терма t^ заключаем, что а = 

= Mflo(l), . . . ,&)(«*)) и е(х) = Me(flfi(l)), •••i£(0i («*))• Покажем до

статочность. Если а = *ж(5о(1)»---)»о(п>г)) и е(х) = ^ ( е ( л ( 1 ) ) , - •. 

. . . ,£(<7i(rc>*))), то по индукционному предположению (a',>^,#ch <7i) 6 Un, 

а из определения предиката Un следует, что найдется Ао-конечная функ

ция /о, осуществляющая изоморфизм между (ТС(а*), Е) И (ТС(е(х/))} Е), 

причем в о дх = f0 о д0. Тогда /(±=; / 0 U {{a', V)}) — функция из (*) такая, 

что кортеж (а, х,д$,д\) удовлетворяет предикату Un. 

d) Случай Е(Х) = {^х7)} С и рассматривается аналогично п. Ь. 

e) Рассмотрим случай, когда s(x) = е(хо) Ue(xi) . Установим сна

чала необходимость. Так как (a,x,<7o> #i) G Un, то найдется Ао-ко-

нечная функция /о, осуществляющая изоморфизм между (ГС(а),Е) и 

(ТС(е(х)),Е) такая, что е о ^ = fo о д0. Рассмотрим a0 ±=? /^"1(e(>fo)) 

и ai ^ /CTH^C^I))- Из определения функции ТС следует, что ТС (а) = 

= ТС(ао) U TC(ai), вследствие чего (aM^5ch#i) ^ Un, в каче

стве функции / можно взять функцию /о \ TC(di), при этом эле

менты до и 5i определяются следующим образом: д*0 <=; до ° у?,-, где 

у>,- — это Ао-конечная биекция начального сегмента натуральных чи

сел без нуля на p^"1(sp(at)); д\ ±=; е~1 о / 0 о </£, г = 0,1. Тогда 

по предположению индукции и определению терма а = *х&(</о(1),... 

• • • 1 ffo(n*o)) U **i (5о(!)? • • • >»о(п*п)) = **(Я>(1),... , j o W ) . 
Покажем достаточность. Если a = £*(wi,..., иПмс), то a = ao U «i 

и a, = ^ - ( Ц , • ..,адпж.)> г = 0,1. По индукционному предположению 

fat, >*•» 0си5i> € Un для подходящих функций gl
0, flfj, г = 0,1, причем функ

ции /о и / i , участвующие в определении предиката, можно выбрать таки

ми, что /oU/ i будет функцией. Рассмотрим функции Ло ^ £°9\ ° (9о)~г и 

fci ^ eoflfj о (^)""1. Тогда h0 : sp(a0) 3 sp(e(*b)) и fti : sp(ai) 3 sp(e(xi)). 

По определению терма f̂  функция h ^ hoU h\ взаимно однозначно ото-
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бражает sp(a) на sp(e(x)). Тогда существует единственный изоморфизм 

Л* между HF(sp(a)) и HF(sp(e(*r))), продолжающий изоморфизм /г. От

сюда /о = h* \ TC(ao), / i = /г# Г rC(a i ) , / ±=; /о U / i ~ функция из (*) и 

такая, что {a, >f,<jfo»5i) 6 Un для подходящих функций #о> ffi- a 

Для модели ЗЛ = (М, { P f }f-€/, { P f } j e J , {cf }*€*> сигнатуры <т = 
== {{РГ*}«€/> {^}>€^){с^}^бА'} будем использовать обозначение (М, <т), а 

через (HF(M),<r*) обозначим надстройку HF(97t) над моделью 971. 

§ 2. Критерий Е-определимости и его следствия 

HF-язык является определимой (в некотором смысле) частью язы

ка LWbu;. В данном параграфе содержится ответ на вопрос о том, какие 

формулы бесконечного языка соответствуют Е-формулам. 

Для простоты изложения результатов этого параграфа будем разли

чать два сорта переменных: прапеременные и общие переменные. Прапе-

ременные обозначим символами щ, щ,..., un,..., а общие переменные — 

символами XQJ Х\У .. ма?п, 

Прежде чем перейти к изложению основного результата, приведем 

пример надстроек, в котором каждая формула языка ЬШ11Ш эквивалентна 

некоторой конечной формуле. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть 0Яо = <М0,<т0) - модель ^-ка

тегоричной теории Т и HF(2Ro) = (HF(MO),<TQ) — наследственно-

конечная надстройка над моделью 9Яо. Тогда для любой формулы 

Ф(гхо, ^ъ • • м wm_i), т ^ 0, {если т = 0, то Ф является предложением) 

сигнатуры о$ (возмооюно с параметрами из Мо) существует формула 

(р(щ, щ,..., um_i) сигнатуры <х0 (с твелш э/се napaAiempaAtw) такая, что 

HF(9H0) h Ф(«о, «ь . . . , um-i)b] & 9По И ¥>(«о> «ь . . . , t*TO«i)[7] 

для любого означивания у : {щ. щ,..., u w - i } —> Мо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По предложению 3.4.5 [1] и теореме 3.4.1 [1] 

для элементов а (= a0, « i , . . . , a n - i ) , b (= 60> bi,. • ., &n-i) 6 М выполняется 
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следующее соотношение: 

По теореме Рылль-Нардзевского (см. [4]) любая формула сигнатуры а0 

Т-эквивалентна конечной дизъюнкции полных формул теории Т. Рассма

тривая всевозможные полные формулы, выполнимые в 9Ло на кортежах 

а, для которых Ф £ tm№°)(a), получаем требуемое. • 

Пусть 2Я = (М, a), HF(9H) = (HF(M), а*) — произвольная модель ко

нечной сигнатуры и наследственно конечная надстройка над этой моделью 

соответственно. 

Рассмотрим произвольную формулу Ф(хо) о т одной переменной (воз

можно, с параметрами из М) сигнатуры а*. Тогда существуют формулы 

Ф^, х £ HF(u>), такие, что имеет место эквивалентность: 

НГ(ЯЛ) И ЩхоГ^^^р] * Ш¥(Щ \= * „ ( « „ , . . . , ^ - О М (2) 

для любого означивания у : {г*о,..., ип>с^х) —> М. Формулу Ф^ по формуле 

Ф и номеру х можно найти эффективно. 

Л Е М М А 6. Существует рекурсивная функция G : RQFor^* x 

xHF(o>) —> RQFor^. (RQFor1 — это RQ-формулы с одной свободной 
переменной) такая, что для любого означивания у выполняется: 

HF(flH) h (С(Ф, х){и0,..., ип„-Х) о Ф„{и0,..., un„-i))[y]. 

Пусть nt(n) ±=; 2п + 1, п £ N. Обозначим через Гш предикат 

{(а,6, с) | ип(а,£-М(6),с, (nt Г (|sp(*(6))| \ {(0,1)})) U {(|sp(*(6))|, 1)}}. 

Заметим, что Тш является Д-предикатом и для него справедливо 

( a , r 1 e H ^ ) € T w ^ ( o = t J f ( f f l t ) ( f f l , . . . ^ n J ) . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть / и g — две конечные функции, опреде

ленные на начальных сегментах натуральных чисел. Определим операцию 

конкатенации concat(/,p) следующим образом: 

( /(гс), если п 6 £/; 

concat(/,#)(n) ±=; { g(k), если n = 5f + /г, /г £ £#; 

( не определена в остальных случаях. 
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Применяя метод Е-рекурсии, легко установить, что эта операция 

^-определима. Будем использовать следующие обозначения: 

если s0l s i , . . . , sm - i 6 М, то ё ±=? {(г, Si) \ г < т } ; 

если g — конечная функция с областью определения 8д} не содержа

щей 0, то т(д) ±=; {(г - 1,<7(*)) | i € Sg} (нетрудно убедиться в том, что 

операция г является Е-определимой). 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть HF(QJT) — наследственно конечная надстрой-

ка произвольной модели 9Л = (М,а). Тогда подмножество А С HF(M) 

определимо некоторой Yj-формулой Ф(жо, гго, -. . , t im_i) с параметрами 

с̂ь •••?#»«--1 ^ тол* и только в том случае} если существует вычисли

мая последовательность А® гёделевых номеров 3-формул сигнатуры а 

такая, что 

А = {а | 3n3flf(Tw(o,n,fif) Л 3v?((v> е А*) Л (ЯЛ h ^[7concat(r(ff),s)])))}. 

Дрп этом существует эффективная процедура перехода от ^-формулы 

{вычислимой последователыюсти) к некоторой вычислимой последова

тельности (Т>~формуле). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку предикат ТгБ истинности Е-фор-

мул Е-определим, то А является Е-предикатом. Покажем достаточность. 

По лемме 6 найдется рекурсивная функция G, осуществляющая эффек

тивный переход к формуле от прапеременных с определенными свойства

ми. Согласно принципу Е-рефлексии (предложение 2.3.1 [1]) существу

ет эффективная процедура £ перехода от Е-формулы к некоторой эк

вивалентной ей Ei-формуле. Таким образом, С ^ £G($,e~~l5(n)) яв

ляется рекурсивной функцией.. Из конструкции, описанной в [1, §3.4], 

следует наличие рекурсивной функции #(Ф,&) с областью определения 

Dom(#) = {(Ф,&) | к £ N, Ф — Ei-формула от прапеременных сигнатуры 

ст*} и с областью значений Range (Я) С For,,, причем имеет место следую

щее соотношение: 

Ф~\/н(Ф,к). 

Для завершения доказательства осталось только заметить, что вычисли-
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мая последовательность А® ±=; {га 6 и \ 3k(m = #(Ст'(Ф, п),&)} удовле

творяет условию теоремы. • 

Для случая Е-формул над прапеременными теорема 1 была доказана 

Вайценавичюсом [5]. 

Слабым вариантом свойства униформизации является свойство ре

дукции. К сожалению, как свойство униформизации, так и свойство ре

дукции не имеют места в общем случае. Однако при наложении на теорию 

естественных условий в наследственно конечной надстройке над моделью 

этой теории свойство редукции будет выполняться. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Теорию Г назовем регулярной, если она разре

шима и модельно полна. 

При доказательстве следующей леммы введем в рассмотрение ряд 

рекурсивных конструкций. 

ЛЕММА 7. Последовательность конечных множеств Snf состо
ящая из перестановок множества sp(£(n)); продолжение которых дей
ствует тождественно на S(n), сильно вычислима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим естественную нумерацию р всех 

конечных подмножеств допустимого множества А = HF(u?), состоящих из 

упорядоченных пар элементов из и: 

{ 0 , если к = 0; 

{(e{nt(l(xo)))M^(xQ)))h • • •, (e(nt(l(x8))),e(nt(r(x8))))}, 
если к = 2Х° + . . . + 2**, х0 < . . . < х8. 

Эту нумерацию можно определить Е-рекурсией, а поэтому она 

Е-определима, вследствие чего бинарное отношение р(к) £ S(n) рекур

сивно, где S(n) — множество всех перестановок множества [п] = { 0 , 1 , . . . 

. . . , п - 1} ([0] = 0 ) . Действительно, Е-формула Ф(у, z), выражающая сле

дующее: 

fun(/o(y)) Л Vx G dom(p(y))(x < z) Л 3g(i\in(g) Л (g — инъекция) 

Л(д : z —> dom(p(k)))) Л Ord(z) Л (dom(p(k)) = range(p(fc))), 

эквивалентна некоторой П-формуле (в определении используется тот 

факт, что "отождествление" элементов из w и ординалов является 
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Е-функцией), поэтому предикат Фт(ш)[у,г] Д-определим, а следователь

но, рекурсивен. Отсюда (учитывая, что номера всех перестановок из S(n) 

ограничены рекурсивной функцией п • 2С(П,П)) П = {S(n) \ n 6 Ord(A)} 

является Д ̂ -подмножеством, а п \—> S(n) будет Ед-функцией. 

Пусть csk(n) — мощность множества sp(S(n)) и Sn — множество но

меров всех перестановок, лежащих в 5(csk(n)), продолжение которых дей

ствует тождественно на б(п). Тогда 

к 6 Sn & {(р{к) е 5(csk(n)))A 

\Jxi{S(n)1e"lS(n),T-1{p(k)),T-1(iit tcsk(n))), 

откуда следует, что отношение к Е Sn рекурсивно, и аналогично (с ре

курсивной мажорантой csk(n) • 2c(csk(n)>csk(n))) получаем, что Пц, *=; {S„ | 

п G Ord(A)} является Дд-подмножеством, а 5 : п \—> Sn будет Е^-функ-

цией. Осталось только заметить, что рекурсивная функция y~ls сводит 

нумерацию s к нумерации у, т.е. последовательность Sn действительно 

является сильно вычислимой. • 

Пусть <р 6 Foiv, 7г 6 U П = ( | j n w ) , где For^ — множество гёделевых 

номеров формул некоторой конечной фиксированной сигнатуры сг, а П^ — 

множество из доказательства леммы 7. Тогда обозначим через <рп резуль

тат преобразования формулы (р путем замены переменных по следующему 

правилу: 

*/ ч I *Ч*')> * е Sn> 
I Щ, г £ бтт. 

Функция (<£>, 7г) I—у <р* может быть определена Е-рекурсией, а поэтому 

является частично рекурсивной функцией с областью определения For^ x 

xflJIIc). 

Т Е О Р Е М А 2 (о редукции) . Пусть А = HF(E0t) — наследственно 

конечная надстройка модели Ш регулярной теории Т. Тогда для любых 

RQIRI € Е(А) существуют Ед-подмножества Fo С RQ и Fi С Ri такие, 

что F0 U Fx = R0 U Ru F0 П Fx = 0 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть RQ и Ri — некоторые Е-подмножества 

(не ограничивая общности, можно считать, что они определяются фор

мулами от одних и тех же параметров). Пусть Ап и Вп — вычислимые 



182 В. Г. Пузаренко 

последовательности из теоремы 1, определяющие RQ и Ri соответственно. 

Тогда существуют сильно вычислимые последовательности возрастающих 

по s множеств А* и BJ, удовлетворяющие следующим условиям: 

А°п = В°п = 0 , К + 1 \ А ' п \ «С 1, |B*+ 1 \B'n\^l,An = UA*, Вп = ШЗ*. 

Обозначим символом е рекурсивную функцию, которая номеру формулы 

сигнатуры а сопоставляет номер эквивалентной ей Э-формулы. Существо

вание этой функции следует из разрешимости и модельной полноты тео

рии Т. Ниже приводится построение вычислимых последовательностей С„ 

и Z)n, которые и будут определять множества Fo и F\ из условия. 

КОНСТРУКЦИЯ. Ш а г 0. С£ ^ D°n ±? 0 . 

Ш а г 5 + 1. Если существует <р0 £ А£+1 \ А8
П, то СД+1 ;=± СД U {e(v?oЛ 

Л Л Л ^ Л Л Л "V*)}» СД+1 ^ Cn, B противном случае. 

Если существует ф0 Е B*+ 1 \ В*п, то Z)£+1 ;=± D£ U {е(^о Л 

Л Л Л ~ ^ Л Л Л "V)}» ^n"1"1 ^ ^n» B противном случае. 

Описание конструкции завершено. 

Легко проверить, что построенные вычислимые последовательности 

удовлетворяют теореме 1. Покажем, что множества Fo и Fi, определенные 

вычислимыми последовательностями Сп и Dn соответственно, удовлетво

ряют условиям теоремы. 

Включения Fo С До и Fi С R\ справедливы, поскольку все 

элементы вычислимых последовательностей заменяются меньшими от

носительно естественного порядка на алгебре Линденбаума-Тарского 

(F n (T) /= ,V ,Ar ,0 , l> . 

Из конструкции следует, что любые две формулы., принадлежащие 

Cn U D„, либо совпадают, либо не пересекаются с точностью до переста

новки, продолжение которой действует тождественно на элементе £(п), 

поэтому FQ П F\ = 0 . 

Выполняется равенство Fo U F\ = Ro U R\. Действительно, пусть 

a € Ro U R\. Тогда а = t„ * '(u0, t*i , . . . , «n^-i)? и существует фор

мула y> G An U J3„, n = S"le(>c), такая, что JOT \= ^[Тсопса^,*)]* где 

# = {(0, uo), (1, ^ i ) , . . . , (n^ — 1, un>(-i)} и s — некоторые параметры. Вы-
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берем наименьший номер го такой, что формула у?, для которой выполня

ется вышеприведенное условие, принадлежит множеству Аг£ U В%. Если 

(р (Е AJ,0, то а € Foi в противном случае, a £ F\. • 

В заключение этого параграфа приведем пример равномерно опре

деленного (в некотором смысле) неуниформизуемого предиката на наслед

ственно конечной надстройке над моделью регулярной w-категоричной те

ории. Известно [6], что надстройка над моделью регулярной теории Т обла

дает свойством униформизации в том и только в том случае, если Т имеет 

Е-определимые скулемовские функции. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Пусть ЯЛ — бесконечная модель разрешимой 

модельно полной и-категоричной теории. Тогда в ШГ(9Л) не имеет места 

теорема об униформизации. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим несколько свойств. 

(1) Для каждой полной формулы ф(х$, xi,..., £n_i) теории Th(ffl) 

существует полная формула у>(#о>..., я п - ъ хп) той же теории, для ко

торой выполняется следующее соотношение: 

т |= Уж0 . . .Va?„_i((V> ^ Зхп<р) Л (Зхп<р -+ 3°°хп<р)). 

Свойство (1) непосредственно следует из аькатегоричности и полно

ты теории Тк(Ш) (существует лишь конечное число полных формул от 

переменных жо,. . . , я п ~ь неэквивалентных в теории ТЛ(93Т)). 

(2) Существует бинарный Т,-предикат NegUnif, который не уни

формизуем. 

Рассмотрим следующее выражение от переменных х и и: 

3n3h((x = (n, h)) Л (п — номер 3-формулы) Л (ph С М) 

Л (h - инъекция) Л 3hi3h2((hi ф h2) Л (Shi = $h2) 

Л (Shx =Sh+l)A (h \Sh = h2\ Sh) Л (hi \Sh=^h) 

Л TYE (n, hi) Л Tr^ (n, h2) А Тгъ (n, h U {{Sh, u)}))). 

Это выражение может быть записано Е-формулой. Докажем, что преди

кат, определяемый этой формулой, не униформизуем. Предположим про

тивное, т. е. пусть существует Е-функция nuf, униформизующая этот пре-
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дикат. Пусть ф(х0, х\, so,• • •, sk-i) — формула с параметрами из М, опре

деляющая функцию nuf. Согласно свойству (1) функция nuf определе

на, в частности, на элементе х = (у?, Ло), где ^ ~ полная 3-формула, 

ho ±=; {(i,5,-) | г < А} такие, что 2Jt (= Ba^fr/ioli и> к Р о м е того, формула 

9? удовлетворяет свойству (1). Предположим, что nuf(x) = ^0. Согласно 

определению предиката существует элемент и'0 ф щ такой, что 

tm(u0,50,..., Sk-i) = tm{u'0, s 0 , . . . , e*-i). 

Тогда по предложению 3.4.5 [1] и теореме 3.4.1 [1] выполняется 

**ВД(пи£(*), S0) • • •, * - i ) = t " W ( n u f ( « ) 3 , * , . . . , в ц ) , 

что противоречит тому, что nuf — определимая функция. О 

§ 3. О характеризации простых теорий 

Наследственно конечная надстройка не только является объектом 

исследования вычислимых свойств модели, но и позволяет описывать в 

ряде случаев свойства самой теории этой модели. Один из таких примеров 

приводится в данном параграфе. Прежде, чем перейти к основному объ

екту изучения, приведем несложный результат из теории конструктивных 

моделей. 

Л Е М М А 8. Пусть Т — разрешимая и>-категоричная теория. То

гда Т имеет разрешимое множество полных формул в том и только в 

том случае, если существует сильно вычислимая последовательность 

{Ап}П£Ш} где Ап — множество, содержащее все с точностью до Т-экви

валентности полные формулы от переменных хо, #ъ . -., a?n-i-

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Теорию Г назовем простой, если она регуляр

на, полна, а;-категорична и имеет разрешимое множество полных формул. 

Теорема 3 является своеобразной характеризацией простых теорий в 

терминах наследственно конечных надстроек над моделями таких теорий. 

Т Е О Р Е М А 3. Пусть Т — полная и-категоричная теория. Тогда 

эквивалентны следующие условия: 
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1) теория Т разрешима и для произвольных модели 9Л (= Т и вычис

лимого семейства всех типов \рп | п £ и} теории Т предикат 

{(п, а) | а £ М реализует тип рп(хо,..., Xk-\)} 

^HF(SDt) -определим] 
2) для некоторых модели SH \= Т и вычислимого семейства всех 

типов {рп | п £ и} теории Т предикат 

{{га, а) \ а £ М реализует тип рп(^о7 • • •, #fc-i)} 

^Ш(ШТ) -определим; 
3) теория Т разрешима и для произвольных вычислимого семейства 

всех типов {рп \ п £ и} теории Т и модели 9Л (= Т предикат 

Ъл ^ {(п>т*х) I 3 « 6 Мп~((ж = *„(<*)) Л (ЯЛ f=pn(a))) для х^е"""1^™)} 

^ИЕ(9Я) -определил*; 
4) существуют обогащение о1 сигнатуры о конечным числом кон

стант со , . . . , cn_i и полная формула (ро(хо,..., хп^\) такие, что Г ' (±=; 

±=; Th(T U {<£о(со,.. •, c„_i)})) — простая теория. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликация (1 => 2) и эквивалентность (1 <=> 

<£> 3) очевидны. Установим сначала импликацию (2 => 4). Разреши

мость теории Г следует из вычислимости семейства всех типов теории 

Г (замкнутые формулы, принадлежащие типу ро? образуют теорию Г) 

и полноты теории (полная перечислимо аксиоматизируемая теория раз

решима). Отсюда для любой полной формулы у?о(жо> •• • ?#n~i) теория 

Th(T U {<ро(со,.. .,€„_!)}) сигнатуры о-' является разрешимой полной 

ц;-категоричной теорией. 

Пусть Ф(ж0,яь ^2». . . , x n + i ) — это Е-формула, определяющая пре
дикат 

{(п, а) | а 6 М* реализует тип рп(яо> •• -»#fc-i)} 

и SQ,...,sn._i — параметры из М, участвующие в определении. По те

ореме Рылль-Нардзевского существует полная формула <£о(яо> •• -,Xn-i) 
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такая, что Ш |= <р0(х0,..., xn^i)[yg], где # = {(i,Si) \ г < гс}. По тео

реме 1 существует соответствующая вычислимая последовательность Вп 

гёделевых номеров 3-формул сигнатуры а. Рассмотрим вычислимую по

следовательность С„ ±=; В'п \ {(р | Ш1 \= ">} , где B'n ±=? {3xk . . . Bxjt+n-i (<p Л 

Л(¥'о)^,,,.,.'.,,^+^1) | V G В п } , Из теоремы Рылль-Нардзевского следует, что 

элементами множеств С„ являются номера полных 3-формул, вследствие 

чего множество 

3<ро ( (Г Ь fa O ^ ) ) A U 0 e | J C ' ч> 

состоит из полных формул, и, очевидно, перечислимо, а перечислимость 

для множества полных формул разрешимой теории равносильна разреши

мости. Последнее влечет разрешимость множества полных формул теории 

Т'. Модельная полнота следует из определения семейства множеств Вп и 

теоремы Рылль-Нардзевского (любая выполнимая формула эквивалентна 

конечной дизъюнкции полных формул). 

Осталось установить импликацию (4 => 1). Теории Т разрешима, по

скольку разрешимой является и теория Т'. Пусть ЙЛ \= Т — модель теории 

Г и {рп | n G о;} — вычислимое семейство всех типов теории Т. Рассмотрим 

вспомогательную Е-формулу \&(a?0,£i), выражающую следующее: 

3<рЗ<р'(((р Е pXQ) А (<?' Е ComFoiv) Л (Г' Ь (<р <-> у/)) ЛГгБ(у',сопса^а?1,5)), 

где ComFov — множество всех 3-формул сигнатуры &', эквивалентных 

некоторым полным формулам теории Т (оно разрешимо, поскольку разре

шимо множество полных формул теории T ^ a s ^ {{hsi) I * < п } - Тогда 

Е-формула Ф'(а?о,#1), для которой выполняется эквивалентность 

» ' ( п , ( } ( 0 ) , . . . , ^ - 1 ) ) ) » « ( п , » ) , 

определяет предикат из условия. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. На самом деле^ предикат 7}т из последней теоремы 

определяет "кодировку" типов, реализующихся в надстройке ЕПГ(9Л) эле

ментами некоторого двуместного Д-предиката на N. К тому же, используя 
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следующее соотношение 

(п, га, а) £ rjm <& Vflf G (n^ + 1) x sp(a)"X,(a, ra, #) 

V3$(Tw(a, m,flf) Л VTT G Sm3(p G p„3^ 0 G ComFovftT' h (v> ̂  > 0 ) ) 

Л(ШГ [= ^ [ 7 r W ] ) ) ) 

(где х — e ^ ^ r a ) , 2Я' [= T' — обогащение модели 9Jt), заключаем, что r)m 

является Д-предикатом. 

§4, О нестандартной теории рекурсии 

В данном параграфе рассматривается вопрос о взаимосвязях вычис

лимости на множестве натуральных чисел (что эквивалентно, как пока

зано в [1], вычислимости на ШГ(0)) и на наследственно конечных над

стройках. Основным результатом является теорема о соответствии между 

подполями поля вещественных чисел и семейством идеалов верхней полу

решетки Ьт *=; (Ly, <) тьюринговых степеней. 

Из леммы 2 следует, что Sn(HF(0)) С £n(HF(2R)). Обратное утвер

ждение в общем случае не выполняется (примеры таких моделей приведе

ны в основной теореме данного параграфа). Тем не менее, для надстроек 

над моделями специального класса теорий имеет место 

Л Е М М А 9. Пусть 9Л — модель разрешимой категоричной в неко

торой бесконечной мощности теории. Тогда 

а) любое чистое А$№(щ-подмножество является А-подмножест-
вом HF(0); 

б) любое чистое Ип-подмножество на HF(97t)) является Ии-подмно-
жеством ШГ(0), п ^ 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если модель ЗЯ иьнасыщенна, то по предло

жению 3.4.5 [1] и теореме 3.4.2 [1] выполняется соотношение / : HF(9Jt') ^ 

^ Ш¥(Ш) для разрешимой насыщенной модели ЙЯ'. Далее, если множе

ство А С HF 0 определяется формулой Ф(ж0,#ь • - -,Xk-i) с параметрами 

s0,.. м sk-i из М и (по, . . . , nfc_i) — кортеж элементов М', элементарно 



188 В. Г. Пузаренко 

эквивалентный кортежу (SQ, . . . , Sfc_i}, то согласно теореме 3.4.1 [1] имеет 

место следующее соотношение: 

HF(9H) |= Ф(х0, хх,..., arfc-Obconortte,*)] & 
О НЕ(ШР) h Ф(х0 

при д = {0, а), а £ HF 0 . 

Осталось применить принцип Е-рефлексии и следующее 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Любая А0-формула в надстройке HF(2JT') разре
шимой модели ЯЛ' эквивалентна некоторым Е-формуле и П-формуле в 
надстройке HF(0). 

Если же модель ЯЛ не cj-насыщенна, то по теореме из [7] она сильно 

конструктивизируема, и данное утверждение следует из замечания 2. • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Модель ЯЛ назовем локально конструктивизи-

руемой1 если при любых кортежах а Е Мш 3-теории Т/гз(ЯЛ, а) являются 

перечислимыми. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. Для модели ЯЛ конечной сигнатуры а сле

дующие условия эквивалентны: 

а) модель ЯЛ локально конструктивизируема; 

б) любое чистое Т>^ощ-подмноэюество является Л-подмноже~ 

ством HF(0) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликация а)=>б) является следствием те

оремы 1 и определения локальной конструктивизируемости. В обратную 

сторону, достаточно заметить, что предикат 

А ^ {п | (п — номер 3-формулы) Л 2 > Е ( П , # ) } , 

где g (г) = а, — элементы произвольного фиксированного кортежа из М, 

будет Е-определимым. • 

Введем обобщение понятия локальной конструктивизируемости. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Модель ЯЛ назовем локально конструктиви-

зируемой с оракулом А, если 3-теории Th^($R,a) являются А-перечис-

лимыми при любых кортежах а 6 Mw. 

Имеет место следующий релятивизованный вариант последнего 

предложения. 



О вычислимости над моделями разрешимых теорий 189 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4. Для модели ЯЛ конечной сигнатуры а экви

валентны следующие условия: 

а) модель Ж локально конструктивизируема с оракулом А] 

б) любое чистое Ещ<щ) -подмножество является Т,-подмноже-

ством (HF(0), P) , где у*(Р) = А и 

!

0, если х = 0 , 

2J 27 ix«/, если ;г = {ж0,.. .жв}, жл ^ xix при j 0 7̂  Ji 
•=о 

является ^-определимой биекцией между HF(0) и N. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Пусть L = ( I , <,0) - верхняя полурешетка с 

нулем (наименьшим элементом). Подмножество I С L назовем идеалом, 

если выполняются следующие условия: 

1) a,be I^aVbe I; 
2) а е J, Ь < а =» 6 е I. 
Обозначим символом #(L) семейство всех идеалов верхней полуре

шетки L со следующими операциями на нем: 

/ <3(L> J & I С J; / A W J - ID J; 

J v W J *=; {с | За € /36 e J{c ^ L a V 6)}; 0*<L> ^ {0}; 1*<L> ^ L. 

Тогда относительно введенных операций семейство 0(L) образует ре

шетку с наибольшим и наименьшим элементами. К тому же, верхняя по

лурешетка L изоморфно вкладывается в решетку #(L) (если рассматри

вать ее как верхнюю полурешетку). При этом в качестве изоморфного 

вложения выбирается отображение а £ L ь-> а Е J(L) между элемента

ми полурешетки L и главными идеалами полурешетки L, порожденными 

соответствующими элементами. 

В дальнейшем множество натуральных чисел отождествляется с 

множеством Ord(HF(9Jt)) ординалов наследственно конечной надстройки 

над моделью ШТ. Для любого множества А С N обозначим через dx(A) 

тьюрингову степень, содержащую множество А в качестве элемента. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 5. Пусть Ао = HF(9Jt) - наследственно 
конечная надстройка над моделью ЯЛ. Тогда множество Ideal (£Qt) ±=; 

^ {с1т(В) | В Е А(Ао) П ̂ (N)} образует идеал верхней полурешетки Ът-
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно [8] выполняется соотношение 

dT(A ф В ) = dT(A) V dT{B), где А ф В = {2я | х G Л} U {2х + 1 | ж G В}. 

Очевидно, что если А и В являются Ддо-подмножествами, то и А © В 

будет Ддо-подмножеством. 

Пусть А образует Ддо-подмножество и В <т А. Покажем, что В 

является Ддо-подмножеством. Воспользуемся формализацией из [8]. По

скольку В рекурсивно относительно оракула Л, существует регулярное 

рекурсивно перечислимое множество W', для которого выполняется следу

ющее соотношение: 

XB(*) = У & 3u3v((x,y,u,v) e W A (Du С A) A (Dv С А)), (4) 

где Хв ~ характеристическая функция множества В, a Du — конечное 

подмножество натуральных чисел с номером и в стандартной нумерации. 

Из соотношения 4 и леммы 1 следует, что Хв является SAQ-функцией, а В 

будет Ддо-подмножеством. • 

Определим нумерацию множества Q рациональных чисел следую

щим образом: 

где c(n, m) — канторовская нумерация упорядоченных пар, (п, га) — наи

больший общий делитель, a odd(n) — характеристическая функция нечет

ных чисел, 

Л Е М М А 10. Нумерация v^ является конструктивизацией модели 

(Q, -f-, *, —, ^ , 0,1). Кроме того, существует частично рекурсивная функ

ция h\ с областью определения Shi = {n I v^(n) ф 0} такая, что 

Vn€8h1(u9(hl(n)) = (u9(n))-1). 

Для произвольного действительного числа а € R определим сечение 

Ва\Са следующим образом: 

Ва ±=г {п 6 N | uq{n) < а}, Са ±=; {п G N | ^ ( п ) > а} . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14.Число а £ R назовем конструктивным (А-кон-

структивным), если сечение В а |С а состоит из рекурсивных (относительно 

оракула А) множеств. 
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Следующий результат является релятивизованным вариантом ана

лога для конструктивных элементов. 

Л Е М М А 11. А-констпруктиеные элементы образуют вещественно 

замкнутое подполе поля R. 

Для любого х Е [0; 1) определим множество Ах ^ {п 6 N | 

[2 • {2пж}] = 1}. Отметим, что отображение х у-* Ах является однознач

ной вычислимой НЕ(Е)~нумерацией семейства всех кобесконечных под

множеств натуральных чисел (семейство всех коконечных подмножеств 

натуральных чисел, очевидно, обладает такой нумерацией). Для введен

ных понятий имеет место следующая 

Л Е М М А 12. АХ=Т Вх. 
С Л Е Д С Т В И Е . Ах рекурсивно {относительно оракула А) <& число 

х конструктивно {относительно оракула А). 

Для каждого идеала / £ J(Lx) обозначим через R/ вещественное за-

мыкание множества J±=; {х £ [0; 1) | dr(Ax) G / } . По лемме и последнему 

следствию R/ = Z+ J, где Z — множество целых чисел. 

Теперь покажем, что поле Ra для а = dj{A) локально конструкти-

визируемо относительно оракула А. Так как локальная конструктивизи-

руемость модели 9Л относительно оракула А равносильна условию "для 

любого п ^ 0 и любых элементов ao,ai, . . . , a n _ i из 9Л существует А-

конструктивизируемая модель 271' такая, что для некоторых элементов 

Ьо,Ьь.. .,Ьп-1 из Ш' выполняется следующее соотношение Ткз{Ш,а) = 

= Т/*э(9Л',Ь)," достаточно убедиться в том, что для любых элементов 

Ьо5 h,..., 6n_i из Ra поле QR(6O> &I, . • •, &n-i) (^ Ra, что следует из модель

ной полноты и критерия Робинсона) А-конструктивизируемо (Ок(Ьо»Ьъ 

.. .,6„_i) — алгебраическое расширение поля Q с помощью элементов 

Ьо»bi, . . . ,Ь„^1 в поле вещественных чисел). Последнее утверждение яв

ляется следствием релятивизации теоремы о ядре (см. [9]). 

Таким образом, справедлива 

Т Е О Р Е М А 4. 1) Решетки <J(LT),C) и <{R/ | / £ J (L T )} ,^ ) изо-
морфны, при этом выполняются следующие условия: 
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а) К{о} — поле, состоящее из конструктивных элементов; 

б) R L T = R; 

B ) R M j = R / n R j ; 

г) R/ = U{Ra | a £ I}. 

2) Ideal(R7) = / . 

3) Пусть R' — произвольное вещественно замкнутое подполе поля 

R. Тогда R' ^ R/ о Ideal (R') CI. В частности, R' ^ Rideai(R'). 

4) Пусть А/ ±=; HF(R/). Тогда существует разрешимая (даже 

однозначная) вычислимая А/ -нумерация семейства А (А/) П 'iP(N). 

СЛЕДСТВИЕ. Пусть А С N и а = dT(A). Тогда поле Rfi, состоящее 

из А-конструктивных элементов, не является А-конструктивным. 

§ 5. Алгебраические свойства mE-степеней 

В этом параграфе изучаются свойства mE-степеней. Понятие 

mE-степени является обобщением понятия m-степени на случай произ

вольной KPU-модели А. Одна из основных проблем, с которой пришлось 

столкнуться при изучении полурешеток mE-степеней надстроек над моде

лями простых теорий, чья теория вычислимости совпадает с классической 

теорией рекурсии, — наличие в несчетном случае несчетного семейства 

атомов полурешетки L(S) (S — множество без структуры; по праву мож

но считать, что такая модель имеет самую простую структуру), причем 

каждое подсемейство можно поместить в некоторый главный идеал. Из 

указанного свойства следует отсутствие изоморфизма между полурешет

ками m-степеней и mE-степеней для надстроек над несчетными моделя

ми простых теорий. Тем не менее, вопрос об изоморфизме полурешеток 

перечислимых и определимых степеней для моделей таких теорий реша

ется положительно. Сначала введем понятия, касающиеся общей теории 

mE-степеней произвольной KPU-модели А. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Пусть В, С С А. Будем говорить, что В 

mYi-сводитея к С (В < т £ С), если существует Е-предикат R С А2 та-
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кой, что SR = А и для любой пары (ao,ai) E R выполняется (a<j £ В) <=> 

<& (ai € С) . 

Как и в классическом случае, дадим определение тЕ-сводимости, 

используя понятие сводимости нумераций. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Будем говорить, что А-нумерация v : В —> So 

сводится к А-нумерации /х : В1 -> 5i (и обозначать ^ < д), если существу

ет Е-предикат R С А2 такой, что SR — В0 и для любой пары (a0, ai) Е Д 

выполняется v{ao) = /i(ai). 

Легко заметить, что Z? <™Е С <& хв < Хс-

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В качестве предиката сводимости R можно рас

сматривать предикат с прежним условием на пары такой, что SR — 

А-предикат, содержащий В. 

Естественным образом определяются понятия тЕ-эквивалентности, 

mE-степени и порядка < на mE-степенях, индуцированного предпорядком 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Пусть В, С С А. Будем говорить, что В 

тИ-эквивалентно С (В = т £ С), если В < т £ С и С < т £ В. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Пусть 0 ф В С А, тИ-степенъю множества В 

назовем 

Ь = dmz(B) ±* {В'СА\ В' = w E В}. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Пусть 0 ф В ,С С А. Тогда dmE(C) < 

< d m E ( B ) U f C < m E B . 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е в. Множество тЕ-степеней ( £ т (А) ,< ) про

извольной KPXJ-модели А образует дистрибутивную верхнюю полуре

шетку. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В [1, предл. 2.8.1] показано, что Lm(A) явля

ется верхней полурешеткой, причем dwE(B) V dmj;(C) = dm^(B фС). 

Покажем, что Z/W(A) дистрибутивна. Пусть 0 ф B,Co>Ci С А та

кие, что В < т £ Со Ф Ci- Тогда существует бинарный Е^-предикат R из 

определения. Обозначим Ф(жо,а^) Е-формулу такую, что R = ФА[х0,#1]-
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Не ограничивая общности, можно считать, что 

A\=Vx0Vxi&(x0,xi) ->Эж2((а?1 = (x2,Q))V(xi = <ж2,1)))). 

Действительно, пусть а £ А \ Со. Тогда Е-формула 

(3x2((a?i = <*2,0» V (я?! = <ж2,1») Л Ф(х0, ari)) 

V3z3Vz2 6 ГС(х3)(я?3 Ф («2,0» Л (я?3 т* («2,1)) Л Ф(а?0, я?3) Л (я?1 = <а, 0») 

обладает этим свойством. 

По принципу Е-рефлексии существует Д0-формула такая, что 

Ф(хо)Х\) =KPU ЭжгФ'О&сьЯьЗг)- Покажем, что для множеств 

В, ±=; {(а, Ь, с) | Ф'(а, Ь, (с,»')) для некоторого с 6 С,-}, г = 0,1, 

выполняются условия из определения дистрибутивной полурешетки, a 
именно, Во Ф В\ = m s В и В,- <ш£ С,-, г = 0,1. Зафиксируем произволь
ные элементы V £ В, с'0 £ Со, с\ g C\. Тогда предикат 

{<«.*> | V 
I I t=o 

ЗиЗс(Ф'(щ а, (с, г)) Л(Ь= ({и, а, с), г))) 

осуществляет mE-сводимость множества В к множеству Во ф В\. 

Также легко убедиться в том, что предикаты 

R{ ±=; {(а, Ь) | ЗиЗс((а = (и, с, 6» Л Ф'(и, с, (Ь, t» 

V3d((a = (м, с, d)) Л "Ф'(гг, с, (d, г» Л (Ь = с<)) 

Wtt € TC(a)Vc 6 TC{a)W £ ТС(а)((а ф (u,c,d)) Л (6 = <<•))}, 

Q. ±=; {(а , Ь) | ЗиЭс((а = («, 6, с» Л Ф'(«, 6, {с, i » 

V3d((a = (u, rf, с)) Л ^Ф'(и, rf, (с, г)) Л (6 = &')) 

Wt* 6 ГС(а)Ус 6 TC(a)W е ТС(а){{а ф {и, с, d» Л (6 = V))} 

осуществляют mE-сводимость множества В, к С,- и В соответственно, где 

г = 0,1. • 

В дальнейшем будем использовать обозначение Ьт(ЯЯ) для верх

ней полурешетки Lm(HF(9Jt)) mE-степеней наследственно конечной надст

ройки HF(QJl). 
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Л Е М М А 13. Пусть у* является Неопределимой биекцией между 
HF(0) и N(3), а А, В С HF(0). Тогда выполняются следующие условия: 

а) ((А <тЕ В) & (Г (А) <т Г (В))); 

б) у*(А) E=mS А. 

Л Е М М А 14. Пусть ЯЯ — модель простой теории Т и Q — про

извольное формульное подмножество ШГ(ГОТ). Тогда Q ==m£ Qo для неко

торого подмножества Qo С HF# (С HF(M)) того же класса в иерархии, 

что и множество Q. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ф(жо>50, • • M S * - I ) ~" формула с пара

метрами из М такая, что Q = #HFW[aro]. Рассмотрим обогащение ЯЛ' = 
= (ЯЛ, со, . . . , Cfc-i) модели ЯЛ. По теореме 3 и замечанию 1 предикат rjm, 
является Д]да(йп')-предикатом. Из определения Д-предиката сразу следует, 

что предикат т/т, будет Дда^-определим. Тогда множество 

Qo ^ {{п, т) £ N2 | (п, т, х,) £ rjm, для некоторого х € Q} (5) 

удовлетворяет условию леммы, причем предикат г)~~) осуществляет 

mE-сводимость множества Q к множеству Qo; эквивалентность следует 

из замечаний 3 и 1. То, что множества лежат в одном классе иерархии, 

следует из определения тЕ-сводимости. • 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 7 (об идеале). Пусть ЯЛ — модель простой 

теории и ЛЗ® — множество всех тТ>-степеней, содержащих подмно

жества HF 0 (С HF(M)). Тогда %30 является идеалом полурешетки 

тЕ-степеней допустимого множества НЕ(ЯЛ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно заметить, что для любых a, b € 

G Ji'Je справедливо а V b € О-(Э^0. 

Проверим, что второе условие определения идеала также выполняет

ся. Предположим, что b € Л&в и а < Ь. Необходимо показать, что суще

ствует множество Qo E y(HF 0 ) П а. Пусть Q — произвольное множество, 

принадлежащее степени а, и Яо С HF# — множество, принадлежащее сте

пени Ь. Тогда согласно определению существует Е-предикат Я, который 

сводит множество Q к множеству Яо. Пусть Ф(ж0,£1) — это Е-формула 

с параметрами so,-. . ,Sm-i из М, для которой выполняется соотношение 
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R = Ф№(Ш1)[жо> #i]. Рассмотрим обогащение 9Л' = (ЯЯ, со , . . . , Ck-i) модели 

ШТ. Нетрудно убедиться в том, что если х £ Q и tmW)(x) = t™^971')^), 

то у 6 Q. Тогда в силу замечания 1 и последнего факта множество Q0, 

построенное по правилу (5), принадлежит <Р{И¥0) Па (дальнейшие рассу

ждения совпадают с доказательством леммы 14). • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 20. Пусть А - некоторая KPU-модель и Ь 6 Lm{A). 

Будем говорить, что b — перечислимая {определимая) гаЕ-степень, если 

существует Ед-подмножество (формульное подмножество) В 6 Ь. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть ЯЛ — модель простой теории. Тогда выпол

няются следующие условия: 

а) естественное вложение натуральных чисел в наследственно ко

нечную надстройку HF(SDT) {посредством отождествления натуральных 

чисел с ординалами надстройки) индуцирует изоморфизм между полуре

шетками 1Рт рекурсивно перечислимых т-степеней и £^(9Л) перечисли

мых тИ-степеней допустимого множества НГ(ЯЛ); 

б) естественное вложение натуральных чисел в наследственно ко

нечную надстройку HF(QJt) индуцирует изоморфизм между полурешет

ками Vm арифметических т-степеней и L'm{9Jt) определимых шЕ-степе

ней допустимого множества HF(97t); 

в) естественное вложение натуральных чисел в наследственно ко

нечную надстройку HF(97t) индуцирует изоморфизм множества т-сте

пеней на идеал %fJ& множества тИ-степеней наследственно конечной 

надстройки ЕПР(ЯЯ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из предложения 7, 

лемм 9, 12, 14 и 13. • 
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