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А. И. Виноградов, Л. А. Тахтаджян 
ТЕОРИЯ РЯДОВ ЭЙЗЕНШТЕЙНА ДЛЯ ГРУППЫ SL(3,"R) И ЕЕ. 

ПРИЛОЖЕНИЕ К ОДНОЙ БИНАРНОЙ ЗАДАЧЕ 

ЧАСТЬ I. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУРЬЕ СТАРШЕГО РЯДА ЭЙЗЕНШТЕЙНА 
Введение 

В середине XIX века Л.Дирихле ввел в теорию чисел принцип, 
согласно которому изучение многих свойств теоретико-числовых 
функций может быть сведено к изучению аналитической структуры ря­
дов Дирихле с рассматриваемыми функциями в качестве коэффициен­
тов. Этот принцип, как известно, обладает большими возможностями. 
В настоящей работе мы, исследуя аналитические свойства рядов Эй­
зенштейна для главного однородного пространства группы SL(3,R), 
автоморфных относительно дискретной подгруппы SL(3.Z) , и 
изучая арифметическую структуру их коэффициентов Фурье, получаем 
асимптотическую формулу 

N • 
^%(к)%(п+к)^(5ъ{к)Н!лН, (о-л) 
0-1 

где 

11. 1 , 
п— сцааа5, 

a Ojl,Kj - особый ряд. 
Предлагаемая работа возникла в результате обсуждения работы 

Н.В.Кузнецова, публикуемой в настоящем сборнике, в которой по-
новому получена известная асимптотическая формула 

L 
П Н 

%(n)%(n+K)^&z (K ) N e n \ (0.2) 

где ^ '(п) - число положительных делителей а , а ^ ( к ) - осо­
бый ряд. 

Основная идея Н.В.Кузнецова состоит в рассмотрении разложе­
ния Фурье ряда Эйзенштейна Е(2,э) для главного однородного 
пространства группы SL(Z,R) , автоморфного относительно 
SL(2>,Z). Ряд Эйзенштейна Е(£,б) задается при Ь >1 равен­
ством с о 

(c,cL)H 
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мероморфно продолжается на всю плоскость комплексной переменной 
Ь и при всех 6 разлагается в ряд Фурье 

ЕМ=Ч* + c^tb+fj|j £ V ~ 4 - a i ( N ) * (о.4) 

где j f=ac + vy, ^ > 0 , штрих над знаком суммы означает, что 
1гФ0 , 

*>-1ЙГ' ? ( ь ) - ^ Г ( 4 - ) ? № , 
(0.5) 

dk,d,>0 

Здесь £ (о) - дзета-функция Римана, Г(б) - гамма-функция Эйле­
ра, а ПяД-у) - функция Макдональда, т.е. функция Бесселя треть­
его рода чисто мнимого аргумента, имеющая интегральное представ­
ление 

оо 

- 0 0 

Введем функцию Z 4 . (4) определяемую при Re Ь > 4 рядом Ди­
рихле 

С помощью формулы (0.4) и теоремы разложения по собственным функ­
циям оператора Бельтрами-Лапласа на фундаментальной области ди­
скретной группы SL('<i,Z) на злоскости Лобачевского можно иссле­
довать свойства функции Z a (&) в критической полосе и полу­
чить формулу ( 0 .2 ) . 

Мероморфность рядов Эйзенштейна для групп ранга I над R 
была доказана А.Сельбергом в классических работах [1-2]. В рабо­
те [ 2 ] А.Сельберг также ввел ряды Эйзенштейна для главных одно­
родных пространств групп SL(n,R) , автоморфнне относительно 
SL(a,Z) и мероморфно продолжил их как функции от n— \ комп­

лексных переменных. В работе [ з ] Р.П. Ленглендс, развивая идеи 
Сельбеога, доказал мероморфность рядов Эйзенштейна в общем слу-



чае, основываясь на индукции по рангу группы. 
Для наших целей нам необходимо иметь явное выражение, подоб­

ное формуле (0.4)°, для аналитически продолженного старшего ряда 
Эйзенштейна для главного однородного пространства группы SL(3,R), 
автоморфного относительно SL (3 ,Z) . Ввиду того, что общая 
теория рядов Эйзенштейна не позволяет получать разложения типа 
(0 . 4 ) , а также по причине весьма длинных вычислений, мы решили 
отвести выводу такого разложения первую часть работы. Поскольку 
наш арифметический метод нахождения разложения Фурье принципиаль­
но обобщается на группы SL(n,,R) и, ввиду того, что, насколь­
ко нам известно, случай специальной линейной группы над полем 
ранга больше I в литературе не рассматривался, мы решили вести 
наше изложение как можно подробнее. Отметим, в частности, что мы 
даем независимое от работы [3] доказательство аналитического про­
должения и функциональных уравнений для ряда Эйзенштейна. 

Вторая часть работы будет посвящена изучению аналитических 
свойств функции, заданной при Re 6 > -1 рядом Дирихле 

^ " k - f t * ' 
и доказательству формулы ( 0 .1 ) . 

Основные результаты первой части работы содержатся в теоре­
мах I и 2, в которых приведены разложение Фурье и функциональные 
уравнения для ряда Эйзенштейна. Следует указать, что аналогом ко­
эффициентов ffj (И/) для SL(2,K) в нашем случае является те­
оретико-числовая функция ^ j (tv, п>) 

^б<Л* 1')-=£ <WA, (0.7) 

которая связывает бинарную задачу (0.1) с группой SL(3,R) . 
Отметим, что аналогичная задача для связана с группой sue, to 

Скажем теперь несколько слов о построении работы. В первом 
параграфе мы, следуя работе [ 4 ] , привели для удобства читателя 
основные сведения о главном однородном пространстве S, 

S = ^^so^) * в н е г о ж е ш включили все необходимые нам 
теоретико-групповые леммы, а также вычисления и оценки некоторых 
интегралов. Во втором, основном параграфе мы, основываясь на фор­
муле суммирования Пуассона и используя результаты предыдущего 
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параграфа, получаем разложение Фурье ряда Эйзенштейна. Нетриви­
альным здесь является то обстоятельство, что минимальная парабо­
лическая подгруппа группы SL,(3, Ж.) некоммутативна. Третий 
параграф посвящен выводу функциональных уравнений для ряда Эйзен­
штейна. Там же мы выясняем происхождение специальных функций в 
теореме I й их место в случае произвольных дискретных подгрупп 
SL(3,R) с конечным объемом фундаментальной области. Здесь же 
укажем, что мы придерживаемся двойной нумерации формул: первое 
число указывает номер параграфа, а второе - номер внутри пара­
графа. 

Пользуясь случаем, мы хотим выразить благодарность А.Б.Вен-
кову и М.М.Скриганову за обсуждение работы [ з ] и полезные замеча­
ния. Нам также очень приятно выразить нашу благодарность Н.В.Куз­
нецову, который любезно ознакомил нас со своей работой до ее опу­
бликования, за стимулирующие беседы и ценные замечания. 

§ I. Необходимые сведения и вспомогательные леммы 
Рассмотрим группу G=SL(5,TR) и ее максимальную компакт­

ную подгруппу К 3 5 S0(3) . Известно, что однородное простран­
ство $ — ^Ук. реализуется как пространство унимодулярных симмет­
рических положительно определенных матриц порядка 3. Транзитивное 
действие группы Gr на S имеет вид 

Y—gCYbgYtf d . i ) 
где Y e S . C j e Q . a ф - матрица, транспонированная с (J . 
Сс - инвариантная риманова метрика на 5 выглядит следующим обра­
зом 

d o a - M Y H c l Y . Y H c L Y ) , (1.2) 
где "Ьс - след матрицы. 

С параболической подгруппой Р группы G . состоящей из мат­
риц вида 

0 0 

связано разложение Ленглендса (см.[з]) 

P - N A M 
Здесь N - уяипотеятная подгруппа, А - расщепимая, а N - про­
стая. Подгруппа N состоит из элементов вида 
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подгруппа n - из элементов 
/оь О О \ 
I 0 dj 0 ) , <* >0, . 
\ 0 0 d'V 

а каждый элемент подгруппы М имеет вид 

\ 0 0 1/ 
Здесь in 6PSL(,£,1R) , а элементы пг0 образуют подгруппу поряд­
ка 4: 

'i .0 о\ (l О 0^ 
0 1 0 , 0 - 1 0 
10 0 1/ \0 О -I/ 
Каноническим способом на S вводятся координаты, связанные 

с .транзитивным действием подгруппы Р . Базисной точкой является 
единичная матрица, а параметризация Р задается разложением Лен-
глендса, причем удобно положить 

Таким образом, пространство S состоит из матриц вида ^ , где 

d~*X4 | , (1.3) 
О =Га 

или, в координатах, 5 = { ^ , 5, ^ ; j у > 0 , £ = 1М-11Ц U>0J. 
Следуя А.Сельбергу ( [ 2 ] ) , определим старший ряд Эйзенштейна 

Е (Y, 6, t ) относительно дискретной подгруппы Г— SL(3,Z) 
группы Gr равенством 

ms,i)-L jw^W)), а л ) 
где _ 

Г М = Г А Р 0 1 N = T n N , XeSs 
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а Р 0 - минимальная параболическая подгруппа группы G , состоя­
щая из элементов вида 

\° 0 <Ьз, 
Из общей теории рядов Эйзенштейна (см.[з]) хорошо известно, что 
ряд (1.4) абсолютно и равномерно сходится при Ret > \ , 3Re&~ 
- 2Ret > Z и, следовательно, является в этой области анали­
тической функцией двух комплексных переменных & и t . 

Из формул (I.I) и (1.3) легко получить следующие выражения 
Д*я ДО)). u(f(Y)) : 

(1.5) 
где 

/ а. а, а, 3 \ 

т- *! ЧеГ> 
a 

» Г * » С 3 - в 5 С в , А ' ^ " ^ ' » * - ^ < У & « < Ч 
- алгебраические дополнения элементов первой строки матрицы |- г 
Формулу (1.4) можно переписать в виде 

Е « ; М ) - ^ ^ Jcr.Y,*bO, (i.6) 

где • ' ' ' _ 4 

-Ь 
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А). « j — A * — t (1.7) 

В дальнейшем мы, не опасаясь путаницы, будем обозначать выражение 
(1.6) через Е (У;'64,>*а) . Таким образом, E ( Y , Ьь bz) равно 
E1(Y, 6,~fc) , а не значению ряда Эйзенштейна при 6 = 6,, , t"~ bz ; 
следует обращать внимание на точку с запятой после аргумента Y . 
Для упрощения возникающих формул также полезно ввести переменную 

В случае группы SL(E,R) соответствующие ей классы смежно­
сти г-\Г параметризуются нижними строками элементов из Г = 
= SL(£,Z), т.е. парами взаимно простых целых чисел. В случае 
группы SL»(5,1R) имеет место следующая лемма. 

ЛЕММА I. Классы смежности н Г находятся во взаимно-одяо-
значном соответствии со всеми наборами целых рациональных\чисел 

{ , 3D|} со следующими свойствами: 

(c v c a , cs)-(a0aa, а3н, (i.8) 
M^ + c ^ + o ^ - O , (i._9) 
с ъ % > 0 , a.io) 

где (СЦ о, с) - наибольший общий делительлисёл а,В,С • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Элементы последней строки и миноры первой 

строки матрицы из Г очевидным образом удовлетворяют условиям 
(1.8)-(1.9). Поскольку у матриц из одного и того же класса эти 
числа могут отличаться лишь знаками, то каждому классу однознач­
но соответствует набор чисел со свойствами (I.8)-(I.I0). Для до­
казательства утверждения леммы осталось показать, что каждому на­
бору чисел с указанными свойствами можно поставить в соответствие 
матрицу из Г , у которой последняя строка и миноры совпадают с 
этими числами, и что две такие .матрицы отличаются слева на эле­
мент из П». Отбрасывая условие (1Л0), достаточно показать, что 
такие матрицы отличаются на элемент из П*, , где - подгруп­
па Г ,̂ , состоящая из элементов вида 

Докажем сначала, что система 

(I.II) 

II 



где 

при заданных Cj , S)j со свойствами (I.8)-(I.I0) разрешима над 
кольцом Ж, . Так как определитель этой системы равен нулю, то ус­
ловие (1.9) обеспечивает разрешимость над полем Q, . Положим 

(С"а) ̂ з) > <^z=^\i^b>> (С̂ , С г). 
Из условий леммы следует, что | ̂  , j — 4» 2,3 . Более того, 

( i t , d 3 ) = ( d 0 d 5 ) = ( ( t 4 ) с Ц ) - 4 
и, следовательно, 

c< ^ C1 » c « ^< 4з > C3 °^ * 

при j=f & , j , t = -1,2,,3 . Для разрешимости системы (I.II) доста­
точно показать, что система сравнений 

V c 4 a c « 0 ( r r u K i , c s ) , ( 1 1 2 ) 

имеет решение. В этом случае 

ь1 СЗ , Ч ^ h х> 

а третье уравнение в (I.II) выполняется благодаря условию (1.9). 
Положим 

и пусть Х 0 - решение сравнения 

®\+4&3х0^0{ггъШАг), • ( 1 Л З ) 

где ( d4, d a ) = < • Тогда х 0 -f Ш с Ж • Пг= 0,.. ' -, сЦ—̂  ~ 
все решения первого сравнения в (Г. 12). Далее, поскольку 

. ^ + С,, С г X в - С а( Ф а - С,, о&)( mod &s\ 
то для любого решения первого сравнения в (I.12) выполняется со­
отношение 

£ a - c 4 £ = 0(rric-tic3d2). (I.I4) 
Покажем, что выбором пг по модулю (t̂  можно добиться выполнения 
второго сравнения в (I.I2). Пусть сначала простое р|с 3 , р \ &ц . 
тогда 

& f t - c 4 o i » 0 ( r r i M p р , ) , . (Lis) 
где "РрСп) -р-адический показатель числа П . Если р'| С< Г | &̂  
и- N)(C3) - Ч С ^ ) . то 

и выбором р по модулю рт»1^-" можно обеспечить выполнение 
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сравнения (1.15). И наконец, если V p(C 3)= ^ , V p ( 4 , ) = т)а , 
*J)j > N)2 , то из (I.I4) имеем 

ft6-c,x«0(ntociy-'~4 
Поскольку х=0С 0 + ГНСj d a , то выбором иг по модулю под­
нимаем Ж до решения по модулю р*1 . Тем самым мы доказали раз­
решимость системы (I.II) над кольцом Z . Далее, нетрудно ви­
деть, что если о j , j= 4,Z, 3 ; - решение (I.II), то общее реше­
ние системы (I.II) имеет вид 

Строка Ot-j, j — 1,2,3, находится, с точностью до линейной комбина­
ции строк |)j и Cj , из условия 

Таким образом, по последней строке и минорам мы восстановили 
класс смежности Г по Г^,. Лемма доказана. ^ 

Максимальной коммутативной подгруппой группы Г^, является 
унипотентная подгруппа N . Двойные классы смежности p'4'"/N 

описываются следующей леммой. 
ЛЕММА 2. Двойные классы смежности находятся во 

взаимно-однозначном соответствии со всеми наборами чисел 
{Cj,^}, j=='l>2'>3, удовлетворяющими соотношениям (1.8)-(1.9) и 
условию 

&<f»a-mod2)3 (Lie) 
при £)ЪФ 0 . В случае $ ) s = 0 условие (I.I6) не требуется. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2 тривиально. 
Во Введении мы привели формулу (0.4) - разложение Фурье ря­

да Эйзенштейна на плоскости Лоба^евй-кого, автоморфного относитель­
но SL(2,Z) . Эта классическая формула по-существу восходит 
еще к Кронекеру; она также была известна Дойрингу, Морделлу и 
Эпштейяу. В литературе она иногда фигурирует как "формула Сель-
берга-Човлы". Пусть а , о, С - вещественные числа, &> О , А — 

. Определим при Re 4 > \ дзета-функцию Эпштей-
на квадратичной формы асс44- б ж ^ + С у 2 , равенством 

Заметим, что при суммировании по решетке штрих над знаком суммы 
означает, что мы не учитываем начало координат. Имеет место сле­
дующая лемма. 

ЛЕММА 3, (разложение Фурье дзета-функции Эпштейна). Функция 

13 



Z (Ь) допускает аналитическое продолжение на всю плоскость кош 
лексной переменной а и регулярна всюду, за исключением точки 
6 = 1 , где она имеет простой полюс. При всех 6 справедлива 
формула 

Д5 М (6) ~ • . 

+ 4 

. 1 (I.I8) 

Классическое доказательство леммы 3, основанное на примене­
нии формулы суммирования Пуассона, содержится, например, в рабо­
те [5]. В дальнейшем нам будут встречаться суммы вида 

где | - однородная функция степени однородности ~ % \ по пе­
ременным Oi и степени - ^ 6 ^ по переменным dj , а область сум­
мирования 'UX состоит из точек решетки Z f i , удовлетворяющих 
условиям 

faicA.c4>-'l, (<*ч, d 4 , d s ) - < , с 4 <^ + с г с Ц + с 5 с1 5 —О 
Освободиться от условий взаимной простоты можно с помощью следую­
щего хорошо известного приема. 

ЛЕММА 4. Пусть ряд Ф ( 5 Ь 4 4 ) абсолютно сходится при 
Ъ&ЬК , "Re4ft>-|- . Тогда 

^^jm^fatoto ^ <1Л9) 

где множество 1YI состоит из точек решетки Z , удовлетворяющих 
условиям 

cf+с|+oj > 0 , d} + d* + dj > 0, % сЦ'-н cadA-+- e Ad 3 - 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ̂ (П-) - функция Мебиуса. Поскольку 

V А ГО, ft>4 

то 

1 4 



так как при "Вб Ь > 4 

Лемма доказана. 
Отметим, что в лемме 4 мы рассмотрели только типичный слу­

чай. В каждом конкретном примере совершенно ясно, как надо видо­
изменить лемму 4. 

Во втором параграфе при нахождении коэффициентов Фурье ряда 
Эйзенштейна нам потребуются значения некоторых интегралов. На­
помним сначала одну известную формулу из теории функций Бесселя, 
простое доказательство которой мы приводим для полноты изложения. 

ЛЕММА 5. При R&6>4-, Х > 0 имеет место формула 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из интегрального представления гамма-функции 
имеем 

(1.20) 
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Столь же просто доказывается следующая формула. 
ЛЕММА 6. При Rej>>4-

Известно (см., например,[5]), что леммы 5 и 6 используются 
в одном из вариантов вывода разложения (0.4), Следующая лемма иг­
рает ту же роль для однородного пространства группы SL(3,R) , 
что и лемма 5 для плоскости Лобачевского. 

ЛЕММА 7. При Refy , "Re Ъ г> 4- , ГЦ, И х > 0 имеет мес­
то формула 

0 0 , 0 0 / J A к 

X 

" M ^ ^ ^ ^ ^ M ^ (1-22) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения функции Макдональда- формулы 
(0.6) непосредственно следует, что 

Обозначим левую часть равенства (1.22) через ..1(П/<} • с по­
мощью формулы (1.23) получим, что 

16 



О -ад -«» 

° о о о ск> о о 

в последнем равенстве мы воспользовались формулой 
0 0 

о 
Выделим в показателе экспоненты полный квадрат по х • После ин­
тегрирования по 1(п1,П'а) примет вид 

_1 

Положим CL=4 + x | и совершим замену переменных 

2 314 
17 



Якобиан этой замены 3 равен 

и для I (ГЦ, И^) получим выражение 
1.1 М М М 

VsTrv,** О О О , А-*гЛ 4, 

* о о -°° 

Напомним, что на протяжении всей работы 6,== -|- . При вы­
воде этой формулы мы сначала воспользовались формулой (1.23), а 
затем применили лемму 5. Лемма доказана. 

Аналогом леммы 6 для случая группы SL(3, R ) является 
следующее утверждение. 

ЛЕММА 8.. При Re bt , Re bz>jr , U > 0 имеет место формула 

-со -со *У 

18 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Совершая те же преобразования, что и при до­
казательстве леммы 7, получим для рассматриваемого интеграла сле­
дующее выражение 

о о 

^ гг(б4)Г(*5) f * 

Лемма доказана. 
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Следует отметить, что здесь и в дальнейшем при доказательст­
вах мы никогда не обосновываем законность перестановки интегра­
лов и перемены порядков интегрирования и суммирования. Это три­
виально ввиду абсолютной сходимости рассматриваемых рядов и ин­
тегралов. 

В заключение этого параграфа приведем некоторые оценки, не­
обходимые для мерсморфного продолжения ряда Эйзенштейна на все 
пространство С • Как и леммы 5-6, следующее утверждение хорошо 
известно. 

ЛЕММА. 9. Равномерно по 6 , 6=0 ,+li ,oU0yt4 ji , справедлива 
асимптотическая формула 

К ь(Х)^"\[^е Х при X—с<э (1.25) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См.[б], стр.32. 
Обозначим через I Па,АЯ/, Ь 4, эа) возникающий в лем­

ме 7 интеграл 

сю 

Имеет место следующее утверждение. , 
ЛЕММА 10. При rv1U>yl , \"(^->il равномерно по 

* Г ° , + ^ . 4 = ^ + ^ . ^ 4 ^ 4 ^ • *Ъ<Ъ<*РЙ. справедлива 
оценка 

К « М , ) « ^ ^ ^ с , е ¥ " 4
 (1.26) 

Здесь « - символ И.М.Виноградова, а константы , С г, Cj, 
зависят лишь от °Ц, оЬа, Jb,, £ а • Аналогичная оценка, но с другими 
константами, справедлива в случаях гцМ^Н , г^Ла'^4 » 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения функции Макдональда - форму­
лы (0.6) следует, что при вещественных Ь она является монотон­
но убывающей функцией сс, . Имеет место оценка 

1 4 • 
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х ) э с dx x (1 .27) 

CO 

0 ) \ " Л № ' 

Из леммы 9 получаем оценку 

К ( Г ( Х ) « ^ е ° 3 ( 1 . 28 ) 

и с ее помощью заключаем, что при t>4 
00 

^ ( t x ) o ^ < < t V , (1.29) 
\ 

где С зависит от и (3^ . Аналогичная оценка, но с другой кон­
стантой С , справедлива и в случае t < \ . Объединение оце­
нок ( 1 . 2 7 ) - ( 1 . 2 9 ) доказывает лемму. 

Следует отметить, что оценка (1 .25 ) далека от наилучшей, но , 
она вполне пригодна для наших целей. 

На этом мы закончим изложение необходимых нам результатов и 
непосредственно переходим к выводу разложения Фурье ряда Эйзен­
штейна . 

§ 2 . Разложение Фурье ряда Эйзенштейна 

Представим ряд Эйзенштейна в виде 

где Е.,, (Y', £> а) - сумма тех слагаемых в формуле (1.6), у к о ­
торых £ ) 5 = 0 , а Е а ( Y ; fy, Ъд)- сумма слагаемых с £03т^ 0 .Мы 
начнем наши вычисления с рассмотрения наиболее простого слагаемо­
го в ( 2 . 1 ) - ряда Е 1 0С\ Из формулы (1.6) имеем 
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С помощью леммы 4 освободимся от условия (с 4 , C g , С )== 4 ; усло ­
вия С ^ + С ^ р О и (S^jDg^ '1 означают, что 

Выражение (2.2) принимает вид 

СО 

где a - m 4 (u,tf8 + £ (flr v\f), 

Введем следующее обозначение: если (ггц ,Ш а )= 1 , 3fc— 
, то положим 

S m кгг - = "01, + Ш т m , (2.4) 
где dl/ITljj— J b f l l ^ \ . Отметим, что т не зависит от выбора 
чисел d, , р и, таким образом, однозначно определяется целыми 
числами (ГЦ и Ш а . Что касается V n т , то оно определено по 
п-кхАЛ . Величина & в новых обозначениях принимает вид 

т Л 

Рассмотрим сначала часть суммы в (2.3) с ITl= U . Она равна 

(2.5) 

Здесь Е(й, Ь) - ряд Эйзенштейна для группы SL(2, R) , 
автоморфный относительно SL(,Z Ж) ; его разложение Фурье 
дается формулой (0.4). 

Рассмотрим теперь случай т¥=0 . Напомним, что на протяже­
нии этого параграфа мы считаем, что R&4^ . R&S^'I • Мы мо­
жем, таким образом, применить к сумме по Cj формулу суммирова­
ния Пуассона: 
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2L ( ^ + - i ( o + C 3 f ) = Ц fCn), (2,6) 

Если rv=0 , то по формуле (1.21) имеем 

и слагаемые с а=0.дают следующий вклад в сумму (2.3) 

- у С ( 6 ^ Е С * , 6 5 У (2.7) 

В случае Иг£ 0 лемма 5 дает 

и часть суммы в (2.3), распространенная на слагаемые с пФО , 
равна ̂  vj-g^ со , 0 0 , оо , . 1 . 

E E C IAI^ 
Мг)Н 
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(2.8) 

e 

где d = (lU,, т 4 ) > 0 , Ц'т, m,~ , "Ч по определению. Таким 
образом, c L^l , представляется в виде суммы трех слагае­
мых, которые задаются формулами ( 2 . 5 ) , (2.7) и ( 2 . 8 ) : 

(2.9) 
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Формула (2.9) показывает, что с аналитической и арифметичес­
кой точек зрения ряд E,,(Y', 64, 63) индуцируется с группы SL(2i,R). 
Характерные свойства группы SL (3,R) проявляются в слагае­
мом Ea(Y; >>{,Ъ^) , к рассмотрению которого мы и переходим. Из 
формулы (1.6) получаем, что 

Применим к внутренней сумме в выражении (2.10) формулу суммирова­
ния Пуассона; мы получим, что 

x e (2.ш 

где CO oo 
4 i 
X 

-oo-oo 
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-oo oo a 

х ^ + ̂ я + № - ^ 0 ) в ^ '''&Д.<2.12) 
При преобразовании формулы (2.12) мы совершили замену переменных 

— + ig 1 - ( t & — и использовали условие (1.9). 
Параметризация двойных классов дается леммой 2: к условиям леммы 
I добавляются ограничения 

Избавляясь с помощью леммы 4 от условий (С^, C ^ , C J ) = '1 , 
Х)а,5)д)—1 . получим, что 

^ С Г , У , ^ ; п а а , 6 ъ б г ) е ' 4 " (2.13) 

Зафиксируем числа т ^ , пг,, , С а и " Й 3 . Условия 
Щ + С ь Ф й + с 3 £ 3 - 0 , ^ , & а m o d © 4 

означают, что числа 9^ , 5 ) 3 находятся из сравнения 

С Д + с а ^ а ~ 0(ггьоо1£)3), (2.14) 
а 

_ са%)й 

Найдем теперь все решения сравнения (2.14). Пусть 

d = ( A , C a , $ ) 3 ) , c ^ c j d , c 3=Cod, £ ) 3 = £ ) 3 d , 

Имеем ( d ^ d ^ ' l и ь\Ц 0(w>d$'3), 
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4 

откуда следует, что ct̂  | "SOg, и Cta j ^ . Положим 

Н ^ ^ ^ А » » Г - М * ' % = & А * #ав£>а<*А-
Сравнение (2 .14) примет вид 

_ ^ С Д + c A S 0 ( n ^ o d S 5 ) , ( ? . I 5 ) 
где (^,5)3")= 'I ,^а числа ^ и $ ) 4 пробегают полные-системы вы­
четов по модулям ftjdd^. и .50̂  d c t a соответственно (мы считаем, 
что 5)S>0 ) . Решения сравнения (2 .15 ) имеют вид 

^ = - C ^ £ ( r r u x i i ) s ) , Я ^ Ф С т М ! ^ , 
где X) пробегает полную систему вычетов ло модулю 5)3, а 

Таким образом, все решения сравнения (2 .14) даются следующими 
выражениями: 

где К IHOUdd, . £lTKxldd a • Теперь мы можем в формуле 
(2 .13 ) произвести суммирование по 3^ и 3)^ . Рассмотрим сумму 

S-ZL ^ е х р 1 - ^ ( ^ Д + ̂ ) } = £ 

Внутренняя сумма по К, и I отлична от нуля, только если dd^ | , 
с1о1г | т а ; в этом случае она равна d̂  d A d a • Положим 

Сумма по §0 будет отлична от нуля только в случае 

гп,а~ с/ с"л i n ^ 0 (mod £ 5 ) , 

т . е . когда 

C 4fn a- С а fn,, -н О (mod^j). 

Таким образом, получаем, что сумма S не равна нулю только при 
условии dirty , d J rrv̂  и 
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в этом случае она равна ctJD 3 . 
Формула (2.13) теперь приобретает вид 

Е 

Cume-CjiivOtmodaj) 

J & J \ DO OO OO 

I з — — 

y f ' 4-ft4s 1 - ^ _ 2^d(m^+m a» a) 

Рассмотрим сначала слагаемые в формуле (2.16) с n y = m . a = 0 
Внутренняя сумма в (2.16) есть 

(2.17) 

" - 0 0 - 0 0 % П £ * * -
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где коэффициенты а,Ь, С имеют вид 

д-ис-6 а = Ч1 + ^ П + Щ ^ - » - « ! ) . 
Сумма в формуле (2.17) представляет собой дзета-функцию Эпштейяа 
квадратичной формы (XX11,+• +Qtyz. Используя лемму 3, получим,что 

, ^ V 4 i W i ^ ^ J , (2,I8) 

К/ 

Подставим выражение (2.18) в формулу (2.17). Для нахождения вкла­
да первого слагаемого формулы (2.18) в (2.17), вычислим интеграл 

-00-оо 0 

- 0 0 

^ Ж Г(54)Г(4а) 
Здесь мы- дважды использовали лемму 6. Далее, 

2Э 



- 0 0 -OO 

•514, У 3 Г(б а )Г(б 3 ) 

Таким образом, вклад первых двух слагаемых выражения ( 2 . 1 8 ) в 
формулу ( 2 . 1 7 ) равен . 

^ y V t ^ ) r ( ^ " V r [ , l i " i ) + 

2 U * * Г (6 , )ГСб г )Г (6з ) 
Подставляя это выражение в формулу ( 2 . 1 6 ) , получим 

^ С^Щ^ + И *Ц ^ ^ С ( 6 4 ) С ( ^ ) С ( 5 Ь ) . ( 2 . 1 9 ) 

Рассмотрим теперь вклад от третьего слагаемого формулы ( 2 . 1 8 ) . 
Нам нужно вычислить интеграл: 

который по лемме 8 равен 

Таким образом, вклад от последнего слагаемого формулы ( 2 .18 ) в 
(2.16) есть 

Ц̂ ОЦ) т = - о о 
ц ^ — ti мц~* ^ O N ) х ( 2 . 2 0 ) . 
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x К,_1(2те\m,\w)Q 

Собирая вместе формулы ( 2 . 1 9 ) и ( 2 . 2 0 ) , заключаем, что сумма 
слагаемых в ( 2 . 1 6 ) с rn. = m,= 0 равна: 

Ц ^ С ( 6 Л ) С ( & 5 ) £ ( 5 £ , б Д (2 .21 ) 

Перейдем к вычислению оставшейся части в ( 2 .16 ) - сумме, распро­
страненной на слагаемые с т ^ + т ^ >0 . Зафиксируем iU 4 7m 2 )J) 3 

и найдем все решения сравнения 
С ^ г - ( ! } а = 0(тй1^). ( 2 . 2 2 ) 

ПуСТЬ (Ж'— (lU^ITlj^oOj) . Положим 
т г т ^ ' , m a =r<d' , % = З Ц пг ' - (<п%' ) , п г = К т г ) , 

Записав сравнение ( 2 . 2 2 ) в виде 

заключаем, что т ' | с » т.е. C=n,artv' . Пусть d и |> таковы.что 
dm!,- |>m{=m/ ; тогда 

Следовательно, общее решение сравнения ( 2 . 22 ) есть 

где гц, П / ^ б Х . • 
Внутренняя сумма в выражении ( 2 . 1 6 ) имеет вид 

«5 0 0 ОО 

% г 1 ' 2 = _ 0 0 - а д -ко 0 

X 
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0 0 OO CO I 

-г%и(пХ + \пЛ.) ( 2 - 2 4 ) 

где в переменных С.. квадратичная форма Q есть 
CcJ+-Бо,сй + Ас̂ , 

c - ^ r 4 , B - 2 ( £ ^ ) , * - ^ + f , 
а и С а связаны с ГЦ и fra формулами (2.23). Далее, в пере­
менных Гц , П а 

Б = = 2 ) ^ ' ^ & < o i ( u a - b z r a ) - b ( p , C < + o i £ a ) i r + f i £ g , ( 

Здесь rrvj=̂ m' , m a= £alrv' , (t-hU?^ -.Положим £'= 
— Жт1 mi . Т/эгда первые слагаемые в и Ц, равны соответ­
ственно"^ и . Далее, применив к сумме по гц , Og лемму 3, 
представим ее в виде суммы трех слагаемых и подставим их выраже­
ния в формулу (2.24). Для вычисления возникающих интегралов удоб­
но совершить в них замену переменных 

\ = Ч Л - ы х , . ( 2 ' 2 5 ) 

При этой замене ©ООр {-ЗзисЦггц^ + ^"^г]} перейдет в 
eXD ( { -^c ict r rV0J aj, А4 перейдет в ̂  4 - , а Bd перейдет в 
^^jl^+^p*") • Дискриминант Л,, примет вид 

3 2 



Вычислим вклад в формулу (2.24) от первого слагаемого в н у т ­
ренней суммы, которое равно 

Соответствующий интеграл есть 

Г(41)Г(»5) « v 4 1 

Подставив найденное выражение для первого слагаемого в формулу 

(2.16), получим 

g\ | - 6 \gg4-(A ,-j) • у — у—» s U64)f иц) г(4.) L^L^L-^L^ 
dH. aiFT т Ч d H 

«АН 

где 

з vu 
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Ф(У, к к, d d W ) - К , _ | (fcrddW ^ ) х 

2л; i&titn (^x d+6^ 4) 
x e 

Теперь заметим, что 
OO OO OO OO 

_ >s x 

x(ddW) V e$(ddW)-sUAH) ^ £ 
OO OO . ,j 

P d ^ ^Cd ' n ) * " 2 4 + 4 ( dw ' ^ / H a ) < & ( d m ' d ' n ) = 

OO OO £ 

С С d^dm.')*"* <P(dm'). 
d-1 rn'M 

Таким образом,получаем, что первое слагаемое вносит в (2.16) 
вклад 

1» 2 

(2.26) 

где теперь d = (fty, m a) > 0 . Второе слагаемое в разложении 
Фурье дзета-функции Эпштейна квадратичной формы Q (ty, \ ) 
имеет вид 
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Возникающий в этом случае интеграл равен 

-оо-оо 

\о A U А ***** Г(Иг) 

^ 8Ч+»» 4,-4-
X 

Соответствующие арифметические коэффициенты имеют вид 

сы аи ш Ч Л'Н 
К » ' 4 и 

x(ddW) v^(dd'rrv')==^6 r1) J Z I Z s 

м Ч i4 

^ ( ^ ^ d ' ^ ' t d W j ^ ^ x 
Л И п.—4 

С О 1X3 

1-44.. 

x ( d ' m , ' ) V ^ ( d W ) . 

Окончательно получаем, что вклад от этого слагаемого в формулу 
(2.16) выглядит следующим образом 
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Теперь нам осталось рассмотреть вклад от последнего слагаемого 
разложения леммы 3 в формулу (2.16). Это слагаемое выглядит сле­
дующим образом 

1 X 

№Г & У^'ы^г, (ЫК (*Шк\(,*иЪ 

e 

Для вычисления вознжающего здесь интеграла нами была ранее дока­
зана лемма 7. Этот интеграл после замены оц >ССаН-ir'oc2, кото­
рая позволяет сразу выделить множитель еоф {ЙЗГЬОЦСЦ V1} f 
имеет вид " 

- &пя dma a 7 doĉ  dx a = 
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Здесь мы использовали лемму 7, Таким образом, оставшаяся часть 
суммы в формуле (2.16) принимает вид 

- ^ ^ к D O O O Р О D O O O 

d-И &=1 m'-l т^пг?-*» <̂ =Н 

C O , O O 
7' ^ 

7
 dW'>~ 4^ , 4 j 4 d * r t I d J v * £ ' ^ 3 x 

x d W ^ J Z ^ X ) eap {гаи cut' ( m ^ + m ^ y ^ 
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( 2 . 2 8 ) 

где Л = ( т - ^ т ^ . При выводе формулы ( 2 . 2 8 ) мы обозначили d'dmj, 
через , d dtti^ через , d ( ) d a ч е р е з ГГЦ. Таким обра­

зом, d в новых обозначениях соответствует d'dnV в предыдущем 

равеистге формулы ( 2 . 2 8 ) . 

Напомним, что если %=»яг+-И4/, d = * ( m < j i u 4 ) , то 

* \ 

где £Г(3) - обычное действие S L ( 2 , R ) на верхней полуплоско­
сти . Теоретико-числовая функция ( 3 ^ р ) ( ^ , ' Г 1 ' ) определяется форму­
лой (0.7), т . е . 

-< <te>°> М И 
Отметим, ч т о в разложении ( 2 . 2 8 ) отражена специфика группы 

S L (S, R") - сумма по ггц , ГПЯ представляет собой ряд Фурье, 

возникавший из-за инвариантности ряда Эйзенштейна относительно 

унипотеятной подгруппы N , то есть из-за периодичности по и 

0 С а . Внутренняя сумма n o j n s характеризует некоммутативность па­

раболической подгруппы Их,: коэффициенты Фурье с индексами Г0| 

и т а внешнего ряда Фурье но щ , 30 а являются периодическими функ­

циями от V L . т 
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Также укажем, что индукционный процесс Сельберга-Ленглендса 
находит в нашем случае свое аналитическое выражение в усреднении 
по классам р \ [ а , т.е. в суммировании по /ГЦ и rug и в действии 
элементов из Г 2 на « и X^XV Здесь Г а=5Ц2,2) . a IĴ -
ее параболическая подгруппа. С арифметической стороны, как отме­
чалось во Введении, рассматриваемый нами случай характеризуется 
наличием коэффициентов . 

Итак, наши вычисления подошли к концу. Объединяя формулы 
( 2 . 2 1 ) , ( 2 . 2 6 ) - ( 2 . 2 8 ) , мы получим разложение Фурье рядаЕа(У-,44д), 
что вместе с выражением ( 2 . 9 ) для E4(Y', 6 < ( 6 а ) и Дает искомое 
разложение Фурье ряда Эйзенштейна. Как уже отмечалось выше, это 
разложение доказано нами пока лишь при "Re 6 ( , Re э а > \ . Но 
с его помощью мы докажем, что E.(Y', 4ц 4 г ) допускает мероморф-
ное продолжение на все пространство $ . Сформулируем теперь те­
орему, в которой мы, для удобства читателя, приведем в одном ме­
сте разложение Фурье ряда E ( Y j \ 

ТЕОРЕМА I. Функция Ё ( Y ; 6 4 , 6 Я ), заданная при Re 6,, , R e 6 а > 1 
равенством s 

E ( Y-,V6 4)- Псбг1)̂ (2брЕ(У,б1,ба), 
является целой функцией двух комплексных переменных и 6 g , 
При всех ^ и 6 г имеет место формула (разложение Фурье ряда Эй­
зенштейна ) 

E ( Y , 6 „ 6 a ) = E 0 ( Y , ^ д Н Е Д , \,\), (2 ,29) 

где E 0 ( Y , b i j , ^ - "постоянный" член ряда Эйзенштейна относитель­
но параболической подгруппы R : 

>| 6^Йб а, . С2.30) 

а. Ё< CY,^,6a) имеет вид 

Е Д ; 5 „ б а ) = E„(Y, 6„6a)-bEia(Y;6i(4aHe:i5(Y;v,V2-3I) 
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'гЩ^г- °0 , 

, ,44-4: , i - ,y 

( 2 . 3 2 ) 

a<M+4 J— «я , 6 1 

' л mg—oo 

x К^.4.(2э1|пт5|и)е 
2 j c i i r v s i r 

( 2 . 3 3 ) 

* 2 ' ^ггц,^ 
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3' т ц , т £ = - о о 

И, наконец, 

К (Y- 6 4 W — / 

) ) ) a d 3 2 d, 5 d. а* 

1' 3 (2.34) 

Напомним, что • 
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Здесь слагаемое EM(Y", fy, 6 а) является постоянным членом ряда 
Фурье по се, , Х а и непостоянным членом ряда Фурье по переменной 
1Г . Слагаемое E^CY', \ , заявляется постоянным членом ряда 
Фурье по 1Г и рядом Фурье по переменным , озя без постоянно­
го члена. В выражении Е 1 ь (Y; ^ , Ь^) отсутствуют постоянный 
член ряда Фурье по Ofy , Х 4 • и постоянный член ряда Фурье по 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Формулы (2.29)-(2.34) были нами доказаны 
при Re &к , Тч&ог > 4 .С помощью оценок, приведенных в леммах 
9 и 10, мы без труда получаем, что все ряды в формулах (2.29)-
(2.34) абсолютно сходятся при всех 6 , 6 а ; сходимость равномер­
ная, когда ®̂ == "Re Jtjj И Sgj= Re 5 Л меняются на компактах. Действитель­
но, из лемм 9 и 10 следует, что абсолютная величина ряда (2.34) 
по своему порядку не превосходит суммы из четырех кратных рядов 
вида 

Т Л Е 

где К=И,2.,2>,4 , и четыре набора констант 

С С 1 ,к ' С 2,К ' C i ,<) 
определяются четырьмя парами ограничений на переменные суммирова­
ния: 

( 2 я г | т 3 | и % г п Д Л 1 ) . • 

как об этом говорилось в лемме 10. 
Теперь остается только заметить, что любой из кратных рядов 

(2.35) абсолютно сходится по всем переменным ввиду экспоненциаль­
ного убывания его членов по переменным суммирования. Константы 
Чк>С*>к» \<' К ^ Д З , 4 зависят только от Щ и 0^. 

Еще проще доказывается сходимость остальных рядов в форму­
лах (2.29)-(2.33). Таким образом, мы заключаем, что функция 
Б(Т',А,,6а) является целой функцией ЬА и 6„ и справедливость 
формул (2.29)-(2.34) на всем пространстве С вытекает из принци­
па аналитического продолжения. Отметим, что мы также указали рас­
положение особенностей мероморфной функции E ( Y ' , fy,6a)- о я и 

лежат на комплексных прямых в пространстве Л Л 

а также на прямых 

* Г Т Р ъ *«Г"ХРа> V^Pa* 
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рде pj, j=1,2,3, пробегают вое нетривиальные нули дзета-функции 
Римана. Причем в силу равенства 

эти три нуля линейно зависимы. Теорема доказана. 
Заметим,что формула (2.30) для постоянного члена ряда Эйзен­

штейна следует из обшей формулы, полученной Р.Ленглендсом в [з] 
(см.также [?] ).Как уже указывалось,существенной особенностью труп­
пы ЙЦЗ,Ю является наличие членов (2.33) и (2.34). Следует 
также отметить, что формулы (2.29)-(2.34) удобны для получения 
нетривиальных оценок для E ( Y j-S^^a) В различных областях из­
менения переменных U,ty, ̂  , Ь % . Для этого оценки лемм 9 и 10 
необходимо заменить на равномерные асимптотические формулы. 

Хорошо известно, что ряд Эйзенштейна E(Y", э^б^при ^&6^= 
= Re ig— -|г связан со старшим непрерывным спектром оператора 
Бельтрами-Лапласа. Кроме старшей ветви непрерывный спектр со­
стоит из бесконечного числа младших ветвей. С ними связаны млад­
шие ряды Эйзенштейна. Они являются функциями одной комплексной 
переменной и строятся по параболическим формам для SL(2,1R) , 
т.е. по автоморфннм относительно SL(2,Z) функциям на верхней 
полуплоскости, обращающимися в нуль на бесконечности и являющими­
ся собственными функциями дискретного спектра оператора Бельтра-
ми-Лапласа для верхней полуплоскости (см. [2]). Что касается пол­
ного спектрального разложения пространства L2( » то изло­
жение теории Ленглеадса в случае Q=SL(2>,R) и r = S L ( 3 , Z ) 
приведено в [4]. Отметим, что нашим способом мы также можем полу­
чить разложение Фурье и доказать мероморфность младших рядов Эй­
зенштейна. Но их коэффициенты Фурье будут выражаться через коэф­
фициенты Фурье параболических форм, а точный арифметический 
смысл их в настоящее время неясен. 

§ 3. Функциональные уравнения для ряда Эйзенштейна 

Хорошо известно, что аналитически продолженный ряд Эйзен­
штейна Е ( а , б ) для группы S L ( £ , R ) удовлетворяет функциональ­
ному уравнению 

не Ь—И—6 . Последнее утверждение сразу следует из формулы 
(0.4), если воспользоваться функциональным уравнением для дзета-
функции Римана. 

Известно, что в общем случае число функциональных уравнений 
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для старшего ряда Эйзенштейна равно порядку .группы Вейля, кото­
рый в случае SL(ft,R) равен п!. Пусть Т], j = 1 , . . . , 5 " - линейные 
операторы в пространстве С : 

Т э ( Д , б г ) = (6 Э , 1 ~ 6 г ) , ( 3 2 ) 

Тождественное преобразование 1 и 1̂ ,..., 1 у, реализуют представле­
ние группы Вейля из SL(5,R) в пространстве С* . Имеем Т-V-T>I, V=T|=I, т,-т 5т 0 т у-тд. 
Справедлива 

ТЕОРЕМА 2. Функция Ф(У; fy, 4 а ) , определяемая равенст­
вом 

ФОТ; M i b S W S W ^ E f Y ; V, 6 Д <з.з> 
инвариалтна относительно преобразований ( j = 'l)2,?,,4, 5 , т.е. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду упомянутых выше соотношений между пре­
образованиями Tj , достаточно доказать равенство (3.4) для , 
Тг и - преобразований порядка 2. 

Сначала разберем случай Tj . Это преобразование оставляет 
на месте величину и поскольку К_4(СС.) = Кл,(Х) , то 
интеграл и показатели степеней -у, i l m п в равенстве (2.34) 
для функции ф(У; 4/|,э«) (здесь и в дальнейшем мы умножаем фор­
мулы (2.30)-(2.34) на ^(Zb^Zb^ (26j) ) инвариантны от­
носительно Tt . Далее, арифметический множитель в (2.34) имеет 
вид 

^ i 3

5 r i г Сл^ 4 " ч -

М э Н ~ 
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и не меняется от преобразования T]j . С помощью функционального 
уравнения для £ -функции Римана получаем, что третье слагаемое 
в формуле (2.33) для Ф (Y"j 64,b ĵ инвариантно относительно 7} , 
а второе и первое слагаемые меняются местами. Аналогично получа­
ем, что под действием третье слагаемое <3P(Y; fy, 6 2) в форму­
ле (2.32) остается на месте, а первое и второе меняются местами. 
Что касается постоянного члена функции , то его инвариант­
ность относительно всех преобразований Tj является следствием 
функционального уравнения -функции Римана. 

Рассмотрим теперь преобразование . Оно оставляет на ме­
сте величину 64 + 2 э а . Первое слагаемое в формуле (2.32) для 
ФСУ^Ь,,) инвариантно относительно .второе и третье сла­
гаемые меняются местами. В формуле (2.33) первое слагаемое также 
инвариантно относительно , а-вторсэ и третье тоже м°няются 
местами. Чтобы доказать инвариантность выражения (2.34) для 
Ф(Т; 64,6 2) заметим, что 

о о 6—5 

л 3 Z 5 * 

оо оосо Л 

0.0 О М - . А 

оо оо 

0 0 4 1 

х К а ( | / ^ . ^ ) ^ & f , ; (3-е, 

где W=u-^ m 2 > 

Теперь из формулы (3.6) ясно, что интеграл в ней инвариан­
тен относительно *П : показатели степеней для U m m и Ц ста-
нут соответственно -L-f * э..тд< и *°».;ГЭ< *, то есть 
тоже останутся на месте. 

Наконец, арифметический множитель приобретает вид: 
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L а?"14* A*"4** d s

w X_ 
1 & 3 

и явно инвариантен относительно Т а . Что касается преобразова­
ния Т3 , то инвариантность выражений ( 2 . 3 2 ) и ( 2 . 3 3 ) для функцш 
ФСУ;4<,ба) доказывается также просто. Для исследования выражения 
(2.34) достаточно в первом равенстве формулы ( 3 . 6 ) заменить х 
на и, применяя формулу^(1.23), на - 4. ; тогда во 
в̂торое равенство войдет х&~4 и возникающий интеграл будет 
инвариантен относительно Т 3 . Теорема доказана. 

Следует отметить, что полный набор g -функций: ^ ( Я б ^ ) х 
^ ( 2 & г ) 1 ; ( 2 6 з ) в равенстве (3.4) нужен лишь для случая T!j . 

В случае "лишним" является множитель К^б^) . « случае 
Т^- - "лишний" § " ( Я б 3 ) , в случаях Т а и T j "лишн .и" являют­
ся уже произведения по два множителя: 1- (Z 4g,)^(£45) Для Ч\ 1 

( £ М ? ( 2 б ь ) Для . Это сказывается эффект "стационарных 
точек и подпространств" (см.[4], стр.19). 

Теорема 2 для SL(3,R) впервые была доказана А.Сельбер-
гом [ i ] , а для случая SL(a,"R) и S U f y Z ) им же в [2]. При 
нашем подходе, как мы убедились, она непосредственно отдует из 
теоремы I. 

В заключение этого параграфа остановимся на природе специа-
альных функций, возникающих в теореме I. Как известно, функция 
Макдональда К ^ _ ^ { Ц ) , участвующая в разложении Фурье ряда 
Эйзенштейна (0.4), автоморфного относительно SL(2,Z) фигу­
рирует в разложении Фурье ряда Эйзенштейна на плоскости Лобачев­
ского для любой дискретной подгруппы Г группы SL(£,R) , со­
держащей параболическую подгруппу элементов 

( i f ) - " 2 -
Это следует из того, что ряд Эйзенштейна является с ственной 
функцией оператора Бельтрами-Лапласа, т.е. 

- Л & + ^ ) Е ( Г ; 2 г ' 6 Ь ^ ) Е ( Г ; 2 Д ( 3 . 7 ) . 

и, с другой стороны, 
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Е(Г;2 ,б) = 2_ a (n,ij)e 
, = - 0 0

 Г 6 (3.8) 

Подставляя разложение (3.8) в уравнение (3.7), получаем, что 

откуда при r v f О имеем: 

Мы использовали дифференциальное уравнение, которому удовлетворя­
ют функции Бесселя мнимого аргумента 1^(сс) : 

оз* ̂ 5i 4 -ac^k-(cc a +^)I^=0, (з.э) 
ах а асе 

и выбрали решение, убывающее при X—*~1-оо , т.е. функцию К ^ ( х ) . 
Хорошо известно, что дискретную подгруппу Г группы 

S L ( 2 , R ) с конечным объемом фундаментальной области можно с по­
мощью преобразования Г—*- С Г О" привести к виду, в котором 
заданная вершина группы Г переходит в о о , а ее параболическая 
подгруппа - в подгруппу указанного выше вида. Таким образом, 
функция Макдональда КлД^) естественным образом связана с глав­
ным однородным пространством группы S L ( 2 , R ) . 

Вернемся теперь к случаю 3l_i(3,R) . Из выражения (1.2) 
для римановой метрики на пространстве S легко получить, что со­
ответствующий оператор Бельтрами-Лапласа имеет вид 

Поскольку d d ^ * « / t = ' ( - | - 5 ( 6 4 ) + - - ^ t ( t H ) ) ^ 4 U ^ 
коммутирует с действием группы (д- , то 

-XECY, 6 , t ) = \ E ( Y , 6,t), (3.10) 
где Х== ̂ 6.0~_>У+- a't('l-t) , а -5 и t - величины, участ-
вующие в определении (1.4) 
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Рассмотрим теперь слагаемое E M ( Y , 6 , i ) > 

E M ( Y , 6 , i ) = 2 ^ { ( ^ , u , m 3 ) e , ( з .п ) 

Мы п о л з а е м , используя (3.9), что 

a) | = y 6 V a K t _ ^ (UsTlmJ^-dCmj), 

в ) a VU К а ^ 1 _ 1 ( й д г | п г 8 | а ) - а ( т 4 ) , ( 3 . 1 2 ) 

c) 1=^ ~^VtT Кзб-t-i ( g a i K i ^ ) - a(ntQ, 

z 
ч т о , разумеется, согласуется с формулой (2.32). Этот случай, 
конечно, тривиален. Слагаемое E ( Y , 6 , " t ) имеет разложение 
Фурье л г 

Ett0rf4,t)-L Р ( " 4,^,4,^ 1 1 а а . (з .1з ) 

Функция Р С п г ^ т ^ , ^ , W/, 1Г) удовлетворяет уравнению 

Делая уже привычную замену переменных 

, _ d = ( i r v . , п г , ) , m , = m . ' d , m , = m ' c t , 

и считая, что F не зависит от i r ' , получаем уравнение 

где 77^^75 == 4<Ц( • Положив F = ^ * ̂  3 Сг , получим, 
что 
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Прямой подстановкой убеждаемся, что функция 

с-МАЙ 
есть решение уравнения (3.14). 

Остальные решения получаются из Р с помощью преобразова­
ний и . Итак, имеем 

ч Г.,1 г 

3) F =r %VK^Hib^.-4- (ЗЛ5). 

что согласуется с формулой (2.33). 
Рассмотрим теперь наиболее интересное слагаемое 

V ' ^ ' - L L ^ - x ^ ' ^ ' ^ . (зле) 

Как и в предыдущем случае, получаем уравнение 

или, полагая 

имеем 

4 314 
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Сделав подстановку F"= ^ 4 i-Ц 4 Cr , получаем, 
что 

4,*SS;-W+|ve)^°. (3.I8) 

где p — Zj ; Г~ ~~2 '• 
Мы утверждаем, что функция 

оо 

о 1 

является решением уравнения (3.18). В этом можно убедиться пря­
мой подстановкой, совершив предварительно преобразование Лапласа 
по переменной р . Таким образом, получаем, что 

_Ь_ Ь-i \ + Щ-ь) 

Отметим, что если в случае уравнения (3.14) решение 
К ^ ( ^ - | ц - ) можно найти непосредственно, то для уравне­

ния (3.17) это уже затруднительно. Но, с другой стороны, наш 
арифметический способ вывода разложения Фурье ряда Эйзенштейна 
позволяет найти решение уравнения (3.17), которое и указано выше. 
Более того, уравнение (3.17) с помощью замены переменных 

сводится к двумерному уравнению Шредингера 
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Наши арифметические соображения, таким образом, позволяют найти 
все убывающие при^^^/--^j-*-00решения уравнения (3.20). 

Соответствующий оператор Шредингера имеет только старший не­
прерывный спектр: его собственные функции есть 

x o f ^ - ^ ; R e i ^ e t - f (3.2D 
Классическими средствами теории дифференциальных операторов мож­
но доказать теорему разложения по собственным функциям "^Цд., \ ) , 
которая обобщает известную теорему Конторовича-Лебедева о разло­
жении по функциям Vtj~ К у. (ij) , "t€ R (смДб] , стр.87). 

Вернемся теперь от оператора Шредингера (3.20) к дискретным 
подгруппам группы SL(3,R) с конечным объемом фундаментальной 
области. Если такая подгруппа содержит параболическую подгруппу 
Г-,- , то формулы (3.II)-(3.I2); (3.I3)-(3.I5), (3.I6M3.I9) 
полностью описывают аналитическую структуру коэффициентов Фурье 
соответствующего старшего ряда Эйзенштейна. Постоянный член и 
арифметическая природа коэффициентов Фурье зависят, разумеется, 
от арифметики соответствующей дискретной группы. Таким образом, 
мы показали, в указанном выше смысле, универсальность специаль­
ных функций (3.12), (3.15) и (3.19) для главного однородного про­
странства группы SL(3 , R) . 

На этом мы закончим изложение первой части работы. 
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