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n + 2WAaqn(1− qn) +Waa(1− qn)2 � ñðåäíÿÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü ïîïóëÿöèèâ n-ì ïîêîëåíèè; qn � ÷àñòîòà àëëåëÿ A; xn � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè; WAA, WAa è Waa �ïðèñïîñîáëåííîñòè ãåíîòèïîâ AA, Aa è aa � ñîîòâåòñòâåííî.Ñðåäè ðåàëüíûõ äàííûõ î ïðèðîäíûõ ïîïóëÿöèÿõ, ïîëó÷åííûõ, íàïðèìåð, ìåòîäîìýëåêòðî�îðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ [2℄, âñòðå÷àþòñÿ ëîêóñû, èìåþùèå íå òîëüêî äâà, íî èòðè è áîëåå àëëåëåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè êèñëóþ �îñ�àòàçó ýðèòðîöèòîâ(÷åëîâå÷åñêèé �åðìåíò), èìåþùóþ òðè àëëåëÿ; â ãåíîìå Drosophila pseudoobs
ura âûäåëåíûñëåäóþùèå âûñîêîïîëèìîð�íûå ëîêóñû: ýñòåðàçà-5 èìååò 6 àëëåëåé, ìàëàòäåãèäðîãåíàçà èëåéöèíàìèíîïåïòèäàçà � 4 àëëåëÿ, pt-7, pt-8, pt-10 � 3 àëëåëÿ. Êðîìå òîãî, íàñëåäîâàíèåîòäåëüíîãî êà÷åñòâåííîãî ïðèçíàêà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ àääèòèâíûì âêëàäîì íåñêîëüêèõãåíåòè÷åñêèõ ëîêóñîâ; ïðè÷åì õàðàêòåð îòáîðà ìîæåò áûòü òàêîâûì, ÷òî æèçíåñïîñîáíî-ñòè îòäåëüíûõ ãåíîòèïîâ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, ò. ê. îíè �óíêöèîíàëüíî çàâèñÿò îò
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÷èñëåííîñòè, ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû èëè åùå êàêèõ-òî ïàðàìåòðîâ ïîïóëÿöèè. Ñëåäóþ-ùàÿ ñåðèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé è ïðîäîëæåíèéêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (1).Îäíîëîêóñíûé ïîëèàëëåëüíûé îòáîðÎáîáùåíèå äèàëëåëüíîé ìîäåëè (1) íà ïîëèàëëåëüíóþ ïîïóëÿöèþ ñ ïîñòîÿííûìè ïðè-ñïîñîáëåííîñòÿìè ãåíîòèïîâ âûïîëíåíî â Ñâèðåæåâûì è Ïàñåêîâûì [3℄.Ñàìóýëü Êàðëèí [4℄ ðàññìîòðåë òðè êëàññà îäíîëîêóñíûõ ïîëèàëëåëüíûõ ìîäåëåé îòáî-ðà: (1) îòáîð, âûðàæàþùèé ÷àñòè÷íîå èëè ïîëíîå äîìèíèðîâàíèå êëàññîâ àëëåëåé è àññî-öèèðîâàííûõ ñ íèìè ãåòåðîçèãîò; (2) êîãäà îòáîð åñòü �óíêöèÿ óðîâíÿ àêòèâíîñòè àëëåëÿ;(3) îòáîð, èíäóöèðîâàííûé îáðàçöàìè ìóëüòèàëëåëüíûõ àññîöèàöèé. Äëÿ êàæäîé ìîäå-ëè èçó÷åíà âîçìîæíîñòü ïîääåðæàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ãåíåòè÷åñêîãî ïîëèìîð�èçìà çàñ÷åò åñòåñòâåííîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî îòáîðà ïî ïðèñïîñîáëåííîñòÿì. Â ñëåäóþùåé ðà-áîòå Êàðëèí è Ôåëüäìàí [5℄ ïðèâîäÿò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàâíîâåñíîãîïîâåäåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ñëó÷àéíûéâûáîð çíà÷åíèé ïðèñïîñîáëåííîñòåé ãåíîòèïîâ; ðà
ñìîòðåíû ñëó÷àè íàëè÷èÿ îò 3 äî 8 àë-ëåëåé â îäíîì ëîêóñå. Êëàðê è Ôåëüäìàí [6℄ ñäåëàëè ÷èñëåííóþ èìèòàöèþ ðàâíîâåñíîãîïîâåäåíèÿ îäíîëîêóñíîé ìîäåëè ïîëèàëëåëüíîãî îòáîðà ïî ïëîäîâèòîñòè. Çàëîæèëè ñåðèþîáðàçöîâ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ïëîäîâèòîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ âàðèàíòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ â îäíîìäèïëîèäíîì ëîêóñå îò 2 äî 6 àëëåëåé. Ýòè èìèòàöèè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü 19 ðàçëè÷íûõ ñòà-òèñòèê, îïèñûâàþùèõ â ðàâíîâåñèè ãåòåðîçèãîòíîñòü, ñðåäíþþ ïðèñïîñîáëåííîñòü è ò. ï.Îòáîð ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèèÂ ðàáîòå [7℄ ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ñåðèÿ îäíîëîêóñíûõ äâóõàëëåëüíûõ ìîäåëåé ñîòáîðîì ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè, ò. å. ñ òàêèì îòáîðîì, êîãäà ïðèñïîñîáëåííîñòü îòäåëüíîéîñîáè çàâèñèò (ïîìèìî äðóãèõ �àêòîðîâ) îò �åíîòèïà åå ìàòåðè. Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿïðîäîëæåíèåì ñåðèè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòåîòáîðà ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè ìîæåò âîçíèêàòü î÷åíü èíòåðåñíàÿ è èíîãäà ïðîòèâîðå÷àùàÿèíòóèòèâíîìó ïîíèìàíèþ ýâîëþöèîííàÿ äèíàìèêà ( â òîì ÷èñëå, [8℄, [9℄, [10℄, [11℄, [12℄).Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîäòâåðæäàþùèõ ñóùåñòâîâàíèåîòáîðà ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè â ðåàëüíûõ ïîïóëÿöèÿõ è äîêàçûâàþùèõ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâòàêîé òèï îòáîðà ìîæåò èãðàòü äåéñòâèòåëüíî âàæíóþ ðîëü â ýâîëþöèè (íàïðèìåð ðàáîòû[13℄, [12℄, [14℄, [15℄). Cïåíñåð [16℄ âûâåë íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäåëè �àâðèëåòñà [7℄ è ñðàâíèëèõ ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ ïîïóëÿöèîííî-ãåíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé îäíîëîêóñíîãîîòáîðà: îòáîð ñ ïîñòîÿííûìè ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè [17℄, [18℄, ÷àñòîòíî-çàâèñèìûé îòáîð âäèàëëåëüíîì ëîêóñå [19℄, [20℄, ïëîòíîñòíî çàâèñèìûé îòáîð â äèàëëåëüíîì ëîêóñå [21℄, îòáîðñ ïîñòîÿííûìè ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè â äâóõ äèàëëåëüíûõ ëîêóñàõ [22℄, [23℄, âçàèìîäåéñòâèåìóòàöèé è îòáîðà ñ ïîñòîÿííûìè ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè [24℄, [25℄.Îäíîëîêóñíàÿ äèàëëåëüíàÿ ìîäåëü ñ ìóòàöèÿìèCïåíñåð è Ìàðêñ [26℄ èçó÷èëè ñïîñîáíîñòü îòáîðà ïî æèçíåñïîñîáíîñòÿì ïîääåðæèâàòüîäíîëîêóñíûé ïîëèìîð�èçì íà ïðèìåðå äâóõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïîïóëÿöèþ áîìáàðäè-ðóþò ñåðèè ìóòàöèé ñî ñëó÷àéíûìè ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè. Â îäíîé èç ìîäåëåé ïîïóëÿöèÿäîñòèãàëà ðàâíîâåñèÿ, ïîñëå ÷åãî âîçíèêàëè ñåðèè ìóòàöèé; â äðóãîé ìîäåëè ìóòàöèè ïðî-èñõîäèëè ïàðàëëåëüíî ñ äâèæåíèåì ïîïóëÿöèè ïî íàïðàâëåíèþ ê ðàâíîâåñèþ. Èìèòàöèÿäèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ïðîèçâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî. Èç ðå-çóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ àâòîðû çàêëþ÷èëè, ÷òî îòáîð ïî æèçíåñïîñîáíîñòÿì ëåãêî ïîçâîëÿ-åò ïîëó÷èòü 6- èëè 7-àëëåëüíûé ïîëèìîð�èçì; â òî âðåìÿ êàê ìîíîìîð�èçì è äèàëëåëüíûéïîëèìîð�èçì ðåäêè. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê âîçíèêàåò ìîíîìîð�èçì. Ñëåäóþùàÿðàáîòà [27℄ ïðîäîëæèëà èçó÷åíèå âîïðîñà î ñïîñîáíîñòè îòáîðà ïî æèçíåñïîñîáíîñòÿì ïîä-äåðæèâàòü îäíîëîêóñíûé ïîëèìîð�èçì. Â äîïîëíåíèå ê ðàíåå èññëåäîâàííûì ìîäåëÿìñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîïóëÿöèþ àòàêóþò ñåðèè ìóòàöèé, ïðèñïîñîáëåííîñòè êîòî-ðûõ çàâèñÿò îò ïðèñïîñîáëåííîñòè ðîäèòåëüñêîãî àëëåëÿ (ñóùåñòâóþùåãî â ïîïóëÿöèè, îò251



êîòîðîãî ïðîèçîøëà ìóòàöèÿ). �àñ
÷åò àëëåëüíûõ ÷àñòîò è ïðîöåññ ìóòàöèé ïðîèçâîäèëèñüîäíîâðåìåííî, ÷òî ïîçâîëÿëî ýëèìèíèðîâàòü ìóòàöèè â ïðîöåññå åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Òà-êèå ìîäåëè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü î÷åíü âûñîêèé óðîâåíü ïîëèìîð�èçìà � âïëîòü äî 38àëëåëåé â îòäåëüíîì ñëó÷àå; ÷àñòîòû äàæå ëåòàëüíûõ â ãîìîçèãîòíîì ñîñòîÿíèè àëëåëåéñìîãëè äîñòèãíóòü óäèâèòåëüíî âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-òàòîâ ñ òåîðèåé íåéòðàëüíîñòè, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íåîòâåðæåíèå íåéòðàëüíîñòè íà îñíîâåòåñòà Èâåíñà-Âàòòåðñîíà íåëüçÿ ñ÷èòàòü î÷åâèäíûì äëÿ òåîðèè íåéòðàëüíîñòè.Íåñêîëüêî ëîêóñîâÑ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé Õàñòèíã èçó÷èë ñòðóêòóðó ðàâíîâåñèé â äâóõëîêóñíîéäèàëëåëüíîé ìîäåëè ïîïóëÿöèè ñ âûñîêèì óðîâíåì ñàìîîïûëåíèÿ [28℄; îïðåäåëèë ðàâ-íîâåñèå â äâóõëîêóñíîé äèàëëåëüíîé ìîäåëè ñî ñâåðõäîìèíàíòíîñòüþ è ñëàáûì ýïèñòà-çèñîì [29℄; èçó÷èë ðàâíîâåñèå â äåòåðìèíèðîâàííîé ìóëüòèëîêóñíîé ìîäåëè ñ äèñêðåòíûìâðåìåíåì è ñëàáûì ýïèñòàçèñîì [30℄. �èìåë�àðá [31℄ ðàññìîòðåë ìîäåëü ýïèñòàçèñà, ò. å. ñè-òóàöèþ êîãäà âëèÿíèå íåñêîëüêèõ ãåíåòè÷åñêèõ ëîêóñîâ àääèòèâíî îïðåäåëÿåò íåêîòîðûéêîëè÷åñòâåííûé ïðèçíàê. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïîääåðæàíèÿ ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîá-ðàçèÿ ïðè ïîëèëîêóñíîì ñòàáèëèçèðóþùåì îòáîðå áåç ìóòàöèé. Èçó÷åíû ìîäåëè ñ äâóìÿ,òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ äèàëëåëüíûìè ëîêóñàìè. Â ðàáîòå [32℄ ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñòàáèëèçè-ðóþùåãî îòáîðà ïî ïîëèëîêóñíîìó ïðèçíàêó, ñ öåëüþ ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ïîääåðæàíèÿóñòîé÷èâîãî àëëåëüíîãî ïîëèìîð�èçìà è íåðàâíîâåñèÿ ïî ñöåïëåíèþ. �àññìàòðèâàëñÿ ïðè-çíàê, íà êîòîðûé îêàçûâàþò âëèÿíèå íåñêîëüêî äèàëëåëüíûõ àóòîñîìíûõ ëîêóñîâ. Îòáîðøåë ïî ãåíîòèïàì â êâàäðàòè÷íîì ñòàáèëèçèðóþùåì ðåæèìå: w(x) = 1 − s(x − θ)2, ãäå x� ýòî íåêîòîðîå �åíîòèïè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà (ó÷èòûâàþùåå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿîêðóæàþùåé ñðåäû), θ � îïòèìàëüíûé �åíîòèï (â êîòîðîì ïðèñïîñîáëåííîñòü ìàêñèìàëü-íàÿ), ïàðàìåòð s ≥ 0 � ìåðà èíòåíñèâíîñòè îòáîðà (÷åì áîëüøå s, òåì ñèëüíåå îòáîð âíàïðàâëåíèè θ). Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîëîêóñíîãî ïîëè-ìîð�èçìà ïðè òàêîì ðåæèìå îòáîðà.Îäíîëîêóñíàÿ äèàëëåëüíàÿ ìîäåëü, ÷àñòîòíî- è ïëîòíîñòíî çàâèñèìûé îòáîðÂ 60-å ãîäû XX âåêà ñ�îðìèðîâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå î ïëîòíîñòíî- è ÷àñòîòíî-çàâèñèìûõñîñòàâëÿþùèõ â äåéñòâèè åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Ïðîèëëþñòðèðîâàíà ýêñïåðèìåíòàëüíî èâûÿâëåíà â ïðèðîäíûõ ïîïóëÿöèÿõ òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êîý��èöèåíòû îòáîðà ãåíîòèïè-÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè èëè ÷àñòîò êàêèõ-ëèáî ãåíîâ èëèãåíîòèïîâ. Ïåðâûå òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñâÿçàíû ñ èìåíàìè Äæ. �àé-ãàðäåíà [33℄, Á. ×àðëçóîðñà [34℄, Ì.À. Àññìóññåíà [35℄. Ïîñëåäíèé èç ýòèõ èññëåäîâàòåëåéïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàë óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè öèêëè÷åñêèõ ðåæèìîâäèíàìèêè ÷èñëåííîñòè è ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè äëÿ äâóõ âèäîâ çàâèñèìîñòèïðèñïîñîáëåííîñòè îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè � ëîãèñòè÷åñêîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãî. Âñëåäóþùåé ðàáîòå Àñìóññåí ââåë â îäíîëîêóñíóþ äèàëëåëüíóþ ìîäåëü ïëîòíîñòíî çàâè-ñèìîãî îòáîðà ñïåöè�è÷åñêóþ êîíêóðåíöèþ ãåíîòèïîâ çà ðåñóðñû, ïîëó÷èâ ÷àñòîòíî- èïëîòíîñòíî çàâèñèìûé îòáîð [36℄. Îáùàÿ ìîäåëü èññëåäîâàíà ÷àñòè÷íî èç-çà åå ñëîæíîñòè.�àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè � ïðè ïîëíîì äîìèíèðîâàíèè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîåèññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ îáùåé ìîäåëè è ìîäåëè ñ ïîëíûì äîìèíèðîâàíèåì äëÿ ÷àñòíîãîâèäà ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè ïðèñïîñîáëåííîñòè îò ÷èñëåííîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî âñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòîòíî-çàâèñÿùåé ñîñòàâëÿþùåé åñòåñòâåííîãî îòáîðà ïîëèìîð�íîåðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ íàìíîãî ïðîùå, ÷åì â ñëó÷àå ÷èñòîãî ïëîòíîñòíî çàâèñèìîãî îò-áîðà. Äàëåå Àñìóññåí è ñîàâòîðû [37℄ äåòàëüíî èçó÷èëè ïîñëåäñòâèÿ ÷àñòîòíî-çàâèñèìîãîîòáîðà â îòäåëüíîì äèàëëåëüíîì ëîêóñå â ñëó÷àå ïîëíîãî äîìèíèðîâàíèÿ; ðàññìàòðèâà-ëàñü ðàçëè÷íàÿ äèíàìèêà ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Â ðàáîòå [38℄ âûïîëíåíîïîäðîáíîå àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ïîñòîÿí-íîãî ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ â ìîäåëÿõ ÷àñòîòíî-çàâèñèìîãî îòáîðà, îñíîâàííûõ íàïîïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ ìåæäó ãåíîòèïàìè â îäíîì äèàëëåëüíîì ëîêóñå. Àíàëèòè÷å-252



ñêè ïîëó÷åíû ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà è êîëè÷åñòâåííàÿ äèíàìèêà ãåíåòè÷åñêèõ ÷àñòîò äëÿñèììåòðè÷íîé ìîäåëè, â êîòîðîé ïîïàðíûå ïðèñïîñîáëåííîñòè ãåíîòèïîâ îïðåäåëÿþòñÿ,ãëàâíûì îáðàçîì, ãåíåòè÷åñêèì ñõîäñòâîì ðàññìàòðèâàåìûõ èíäèâèäóóìîâ. Ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû äîïîëíåíû ðàñøèðåííûì ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèåì îáùåé ìîäåëè (çäåñü èìå-åòñÿ ââèäó ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü) è äåâÿòè äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ. �åçóëüòàòû êàêàíàëèòè÷åñêîãî, òàê è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâå-íèÿ ïîñòîÿííîãî ãåíåòè÷åñêîãî ïîëèìîð�èçìà â ìîäåëè ïîïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé âåëèêà.Òàêèì îáðàçîì, íå ñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò â ýòîé îáëàñòè;à òàê æå íåñîìíåííóþ ðåàëüíîñòü ïëîòíîñòíî-çàâèñèìîé ñîñòàâëÿþùåé åñòåñòâåííîãî îòáî-ðà; ìîäåëü ïîëèàëëåëüíîé ïîïóëÿöèè ñ ïëîòíîñòíî çàâèñèìûì îäíîëîêóñíûì îòáîðîì îñòà-ëàñü íåèññëåäîâàííîé äàæå â ïðîñòîì äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå. Èçó÷åíèå ïîñëåäñòâèéäåéñòâèÿ òàêîãî òèïà îòáîðà â îäíîì ïîëèàëëåëüíîì ëîêóñå, à òàêæå âûÿâëåíèå óñëîâèéñóùåñòâîâàíèÿ ãåíåòè÷åñêîãî ïîëèìîð�èçìà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.Îãðàíè÷åíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëèïîëèàëëåëüíîé ïîïóëÿöèè. Ñèñòåìà ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: ïóñòü áûëî äâà àëëåëÿ: A è a, ïðèñïîñîáëåííîñòü ãå-òåðîçèãîòû Aa íàõîäèëàñü ìåæäó ïðèñïîñîáëåííîñòÿìè ãîìîçèãîò AA è aa, òî åñòü
min(KAA,Kaa) < WAa < max(KAA,Kaa). Ïîÿâèëñÿ òðåòèé àëëåëü (÷òîáû íå çàïóòàòüñÿâ îáîçíà÷åíèÿõ, íàçîâåì åãî ïðîñòî �3�), ÷åòâåðòûé è ò. ä., m-íûé. Ïóñòü ìàëüòóçèàíñêèéïàðàìåòð ãîìîçèãîòû, îáðàçîâàííîé âíîâü ïîÿâèâøèìñÿ àëëåëåì Rii, áîëüøå ìàëüòóçèàí-ñêîãî ïàðàìåòðà êàæäîé èç óæå ñóùåñòâóþùèõ ãîìîçèãîò: Rii > Rjj, åñëè i > j. Ïàðàë-ëåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà Rii < Rjj, åñëè i > j. Êðîìå òîãî,ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ãðà�èêè �óíêöèé ïðèñïîñîáëåííîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå �
x∗, ò. å. Wij(x

∗) = Wkl(x
∗), i, j, k, l = 1, . . . ,m. Ñäåëàåì åùå îäíî ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå� äèíàìèêà ïðèñïîñîáëåííîñòè ëþáîé èç ãåòåðîçèãîò òàêîâà, ÷òî åå îïèñûâàåò �óíêöèÿ

WAa(x). Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé âèä ñîîòíîøåíèé Õàðäè-Âàéíáåðãà:
qAA = q21, qij = 2qiqj , qii = q2i , qaa =

(

1 −
∑m−1

i=1
qi

)2

, (2)ãäå qij � ÷àñòîòà ij-ãî ãåíîòèïà, à qi � ÷àñòîòà i-ãî àëëåëÿ; äèíàìèêó ïîïóëÿöèè îïèøåìñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:


























xn+1 = W̄nxn

q1,n+1 = q1,n

(

W11q1,n +WAa(1 − q1,n)
)

/W̄n...
qm−1,n+1 = qm−1,n

(

W(m−1)(m−1)qm−1,n +WAa(1 − qm−1,n)
)

/W̄n

qm,n = 1 −
∑m−1

i=1 qi,n,

(3)ãäå n � íîìåð ïîêîëåíèÿ, xn � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â n-îì ïîêîëåíèè; qi � ÷àñòîòà
i-îãî àëëåëÿ â n-îì ïîêîëåíèè;, ãäå i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 1, 2, . . . ,m. 1 ñîîòâåòñòâóåòàëëåëþ A, m � a, ñëåäóþùèå àëëåëè áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî öè�ðàìè � 2, 3 è ò. ä.;
W̄n=W11q

2
1,n+Wmmq

2
m,n+W22q

2
2 + · · · +W(m−1)(m−1)q

2
m−1,n+WAa

∑m
i=1 qi,n(1−qi,n) � ñðåäíÿÿïðèñïîñîáëåííîñòü ïîïóëÿöèè â n-îì ïîêîëåíèè.Ïóñòü ïðèñïîñîáëåííîñòè ãåíîòèïîâ ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿò îò ÷èñëåííîñòè:

Wij = exp(Rij

(

1 − x/Kij)
)

, (4)ãäå Rij � ìàëüòóçèàíñêèé ïàðàìåòð ãåíîòèïà ij è õàðàêòåðèçóåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêî-ðîñòü ðîñòà ij-îãî ãåíîòèïà â îòñóòñòâèå ëèìèòèðîâàíèÿ; Kij � ðåñóðñíûé ïàðàìåòð ñîîò-âåòñòâóþùåãî ãåíîòèïà, åãî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, êîòîðàÿ áûëàáû äîñòèãíóòà, åñëè áû âñÿ ïîïóëÿöèÿ ñîñòîÿëà òîëüêî èç îñîáåé ñ ij-ì ãåíîòèïîì.253



Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ìîäåëèÀíàëîãè÷íî ìîäåëè (1) äëÿ äèàëëåëüíîé ïîïóëÿöèè ñèñòåìà (3), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëè-àëëåëüíîé ïîïóëÿöèè, èìååòm ìîíîìîìîð�íûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê: qi=1, îñòàëüíûå
qj ðàâíû íóëþ, x=Kii, ãäå i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 1, . . . ,m.Ïîëèìîð�íûå ñòàöèîíàðû. Ò. å. ÷àñòîòû k àëëåëåé íåòðèâèàëüíû, îñòàëüíûå òðè-âèàëüíûå, ïóñòü k áóäåò áîëüøå åäèíèöû:







∑k
j=1 qij = 1,

qij 6= 0, 1 ≤ j ≤ k
qij = 0, k ≤ j ≤ m

(5)Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñòàöèîíàðà íàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùóþ ñòàöèî-íàðíîñòü çíà÷åíèé:


















W̄ = 1
Wi1i1qi1 +WAa(1 − qi1) = 1...
Wik−1ik−1

qik−1
+WAa(1 − qik−1

) = 1.

(6)Èç (6) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ çíà÷åíèÿ ÷àñòîò àëëåëåé â äàí-íîì ñòàöèîíàðå:


























qik = 1−WAa

Wikik
−WAa

qi1 = 1−WAa

Wi1i1
−WAa...

qik−1
= 1−WAa

Wik−1ik−1
−WAa

(7)Ò. ê. ∑k
j=1 qij = 1, òî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ÷èñëåííîñòè ìîæíîïîëó÷èòü, ñëîæèâ ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (7) è ïðèðàâíÿâ ïîëó÷åííîå âû-ðàæåíèå ê åäèíèöå:

1 −WAa

Wi1i1 −WAa

+
1 −WAa

Wi2i2 −WAa

+ · · · +
1 −WAa

Wikik −WAa

= 1.Ïîñêîëüêó âñåWij ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå x∗ (à îíà, â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿ-åòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ìîäåëè (3)), òî èñêëþ÷èâ åå èç ðàññìîòðåíèÿ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòüçíàìåíàòåëè ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
(1 −WAa)

k
∑

j=1

∏k
i=1(Wlili −WAa)

Wlj lj −WAa

=
∏k

i=1
(Wlili −WAa) (8)Äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèìîð�íîãîñòàöèîíàðà ðàçìåðíîñòè k, à òàêæå îáëàñòè, â êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Ïîëèìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ ðàçìåðíîñòè k, âêëþ÷àþùèõ àëëåëü a,íåò.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x = ξ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (8). Åñëè

Waa(x = ξ) < WAa(x = ξ), òî äëÿ ëþáîãî àëëåëÿ i 6= a, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ ðàññìàòðè-âàåìîãî ïîëèìîð�èçìà âûïîëíÿåòñÿ Wii(x = ξ) > WAa(x = ξ), òîãäà ñîãëàñíî ñèñòåìå (7)ëèáî qa < 0, ëèáî qi < 0. Ò. å. ñòàöèîíàðà íåò. Â ñëó÷àå, êîãäà Waa(x = ξ) > WAa(x = ξ),òîæå ïîëó÷èì íåêîððåêòíóþ ÷àñòîòó õîòÿ áû îäíîãî èç àëëåëåé, ò. å. ïîëèìîð�íîãî ñòàöè-îíàðà íåò. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. 254



Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò ïîëèìîð�íûé ñòàöèîíàð ðàçìåðíîñòè k, íå âêëþ÷à-þùèé àëëåëü a, ïðè÷åì åãî ÷èñëåííîñòü ïðèíàäëåæèò îòðåçêó (KAa, minKii) � åñëè
Kaa < KAa, èëè (maxKii,KAa) � åñëè Kaa > KAa.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è âñåãî âîçìîæíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõâàðèàíòà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñíûõ ïàðàìåòðîâ ãåíîòèïîâ: x∗ < Kaa < KAa < KAA < K22 <
· · · < K(m−1)(m−1); Kaa < KAa < KAA < K22 < · · · < K(m−1)(m−1) < x∗; x∗ < K22 < · · · <
K(m−1)(m−1) < KAA < KAa < Kaa; K22 < · · · < K(m−1)(m−1) < KAA < KAa < Kaa < x∗.1) x∗ < Kaa < KAa < KAA < K22 < · · · < K(m−1)(m−1) . Ïóñòü x = ξ � êîðåíü óðàâíåíèÿ(8), i âûáèðàåì òîëüêî èç àëëåëåé, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûé ïîëèìîð�èçì.� Åñëè ξ < x∗, òî WAa(x = ξ) > 1 è Wii(x = ξ) < WAa(x = ξ). Òîãäà èç ñèñòåìû (8)ñëåäóåò, ÷òî qi > 1, ò. ê. 1 − qi = Wii−1

Wii−WAa
< 0.� Åñëè x∗ < ξ < KAa, òî WAa(x = ξ) > 1 è Wii(x = ξ) > WAa(x = ξ). Òîãäà èç ñèñòåìû(7) ñëåäóåò, ÷òî qi < 0.� Åñëè KAa < ξ < minKii (çäåñü ìèíèìóì áåðåòñÿ òîëüêî ïî k àëëåëÿì, âõîäÿùèì âäàííûé ïîëèìîð�èçì), òî WAa(x = ξ) < 1 è Wii(x = ξ) > 1. Òîãäà èç ñèñòåìû (7) ñëåäóåò,÷òî qi > 0, êðîìå òîãî, qi < 1, ò. ê. 1 − qi = Wii−1

Wii−WAa
> 0. Ò. å. ýòîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ (8)ñîîòâåòñòâóåò êîððåêòíûé íàáîð ãåíåòè÷åñêèõ ñîñòàâîâ.� Åñëè minKii < ξ (ò. å. ξ áîëüøå õîòÿ áû îäíîãî èç ðåñóðñíûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàò-ðèâàåìûõ k ãåíîòèïîâ), òî WAa(x = ξ) < 1 è ñóùåñòâóåò òàêîé àëëåëü j, äëÿ êîòîðîãî

Wjj(x = ξ) < 1, à ñëåäîâàòåëüíî qj > 1. Ò. å. ñòàöèîíàðà ñ òàêîé ÷èñëåííîñòüþ íå ìîæåòáûòü.Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î ðàñïîëîæåíèè ÷èñëåííîñòè ïîëèìîð�íîãîñòàöèîíàðà îòíîñèòåëüíî ðåñóðñíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ òðåõ îñòàâøèõñÿ âàðèàíòîâ.Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (8) èìååò êîðåíü íà îòðåçêå (KAa,minKii), åñëè Kaa < KAa,èëè (maxKii,KAa), åñëè Kaa > KAa.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (8):










ϕ(x) = (1 −WAa)
k
∑

j=1

Qk
i=1(Wii−WAa)
Wjj−WAa

ψ(x) =
∏k

i=1(Wii −WAa).

(9)Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèé ϕ(x) è ψ(x) áóäåò èñêîìûì êîðíåì óðàâ-íåíèÿ (8).Ïóñòü Kaa < KAa. Îöåíèì çíà÷åíèÿ �óíêöèé ϕ(x) è ψ(x) íà êîíöàõ èíòåðâàëà
(KAa,minKii): WAa(x = KAa) = 1, Wii(x = KAa) > 1 ⇒ {ϕ(x = KAa) = 0, ψ(x = KAa) > 0}
⇒ ψ(x = KAa) > ϕ(x = KAa). ÏóñòüminKij ij = Ki1i1 , òîãäà ψ(x = Ki1i1) = (1−WAa)(Wi2i2−
WAa) · · · (Wikik −WAa). Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ �óíêöèé ϕ(x) è ψ(x) â ýòîé òî÷êå:

(ϕ−ψ)
∣

∣

Ki1i1
= (1−WAa)

(

(Wi2i2−WAa) · · · (Wikik−WAa)−(Wi2i2−WAa) · · · (Wikik−WAa)+

+

k
∑

j=2

∏k
l=1(Wilil −WAa)

Wijij −WAa

)

= (1 −WAa)

k
∑

j=2

∏k
l=1(Wilil −WAa)

Wijij −WAa
.Ò. å. (ϕ − ψ)

∣

∣

Ki1i1
> 0 ⇒ ϕ(x = Ki1i1) > ψ(x = Ki1i1), à ïîñêîëüêó �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) �íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå (KAa,minKii), òî îíè èìåþò íà íåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.Ïóñòü Kaa > KAa. Îöåíèì çíà÷åíèÿ �óíêöèé ϕ(x) è ψ(x) íà êîíöàõ èíòåðâàëà

(maxKii,KAa). Ïóñòü maxKij ij = Kikik , Wijij (x = Kikik) ≤ 1, WAa(x = Kikik) > 1,
(ϕ− ψ)

∣

∣

Kikik

= (1 −WAa)

k−1
∑

j=1

∏k
l=1(Wilil −WAa)

Wij ij −WAa
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{

ϕ,ψ > 0, (ϕ − ψ)|Kikik
> 0 ⇒ ϕ > ψ, åñëè k � ÷åòíîå;

ϕ,ψ < 0, (ϕ − ψ)|Kikik
< 0 ⇒ ϕ < ψ, åñëè k � íå÷åòíîå. (10)Íà ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà Wij ij (x = KAa) < 1,WAa(x = KAa) = 1 ⇒ ϕ(x = KAa) = 0,

{

ψ(x = KAa) > 0,⇒ ϕ < ψ, åñëè k � ÷åòíîå;
ψ(x = KAa) < 0,⇒ ϕ > ψ, åñëè k � íå÷åòíîå. (11)Èç (10) è (11) è íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé ϕ(x) è ψ(x) íà îòðåçêå (KAa,minKii) ñëåäóåò, ÷òîîíè èìåþò íà íåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Îöåíèì êîëè÷åñòâî ïîëèìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ ðàçìåðíîñòè k. Áóäåì âûáèðàòü k ðàç-ëè÷íûõ àëëåëåé èç (m− 1), ò. ê. àëëåëü a íå ó÷àñòâóåò â ïîëèìîð�èçìàõ. Ïîëó÷èì Ck

m−1ñòàöèîíàðîâ. Ò. å. ìîäåëü (3) âñåãî èìååò ∑m−1
k=2 C

k
m−1 ïîëèìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ ðàçíîãîóðîâíÿ.Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìîäåëèïîëèàëëåëüíîé ïîïóëÿöèèÑòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþìåíüøå 1, ò. å. â íàøåì ñëó÷àå |λi| < 1, i = 1, . . . ,m. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3) â âèäå:



















xn+1 = W̄nxn

q1,n+1 = F1,nq1,n...
qm−1,n+1 = Fm−1,nqm−1,n

, (12)ãäå Fi,n =
Wiiqi,n+WAa(1−qi,n)

W̄n
.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñèñòåìû (12) ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(W̄x)′x − λ (W̄x)′q1
· · · (W̄x)′qm−1

(F1q1)
′

x (F1q1)
′

q1
− λ · · · (F1q1)

′

qm−1... ... . . . ...
(Fm−1qm−1)

′

x (Fm−1qm−1)
′

q1
· · · (Fm−1qm−1)

′

qm−1
− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (13)Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (13) â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå âûãëÿäèò òàê:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

W̄ + x̄W̄ ′

x − λ x̄W̄ ′

q1
· · · x̄W̄ ′

qm−1

q̄1(F1)
′

x F1 + q̄1(F1)
′

q1
− λ · · · q̄1(F1)

′

qm−1... ... . . . ...
q̄m−1(Fm−1)

′

x q̄m−1(Fm−1)
′

q1
· · · Fm−1 + q̄m−1(Fm−1)

′

qm−1
− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (14)�åøèì óðàâíåíèå (14) äëÿ íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîíîìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ. Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëàñòàöèîíàðà qm = 1, x = Kmm.Â ýòîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå W̄ = 1; qi = 0 è Fi = WAa(x = Kmm) äëÿ âñåõ i îò 1 äî m−1;òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (14) ìîæíî óïðîñòèòü:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 +KmmW̄
′

x − λ KmmW̄
′

q1
· · · KmmW̄

′

qm−1

0 WAa(x = Kmm) − λ · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · WAa(x = Kmm) − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0256



⇒ (1 +KmmW̄
′

x − λ)(WAa(x = Kmm) − λ) · · · (WAa(x = Kmm) − λ) = 0.Âûïèøåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
W̄ ′

x = −
(

RAA

KAA
WAAq

2
1 + Raa

Kaa
Waaq

2
m + R33

K33
W33q

2
3+

+ · · · +
R(m−1)(m−1)

K(m−1)(m−1)
W(m−1)(m−1)q

2
m−1 + RAa

KAa
WAa

∑m
i=1 qi(1 − qi)

) (15)
W̄ ′

x

∣

∣

qm=1
= −

Rmm

Kmm
.Îêîí÷àòåëüíûé âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîíîìîð�íîãî ñòàöèîíàðà qm=1,

x = Kmm ñëåäóþùèé:
(1 −Rmm − λ)(WAa(x = Kmm) − λ) · · · (WAa(x = Kmm) − λ) = 0.Èòàê, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà qm = 1, x = Kmm óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

0 < Rmm < 2,Kmm > KAa. (16)Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ äðóãèõ ìîíîìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ ìîæíî âûïèñàòü àíàëî-ãè÷íî ïðåäûäóùèì:
0 < Rii < 2, Kii > KAa (17)Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèìîð�íûõ ñòàöèîíàðîâ ðàçìåðíîñòè k. Èññëåäóåìíà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, â êîòîðîé ïåðâûå k ÷àñòîò àëëåëåé íåòðèâèàëüíûå,îñòàëüíûå � òðèâèàëüíûå: qi 6= 0 äëÿ i = 0, . . . , k; qi = 0 äëÿ i = k + 1, . . . ,m. Ïåðåïèøåìõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (14) äëÿ ýòîé òî÷êè:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x̄W̄ ′

x − λ x̄W̄ ′

q1
· · · x̄W̄ ′

qk
0 · · · 0

q̄1(F1)
′

x 1 + q̄1(F1)
′

q1
− λ · · · q̄1(F1)

′

qk
0 · · · 0... ... . . . ... ... . . . ...

q̄k(Fk)′x q̄k(Fk)′q1
· · · 1 + q̄k(Fk)′qk

− λ 0 · · · 0

0 0 · · · 0 Fk+1 − λ · · · 0... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 · · · 0 0 · · · Fm−1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè Kaa>KAa, è ðàçìåðíîñòü ïîëèìîð�íîãî ñòàöèîíàðà k<m−1,òî ýòîò ñòàöèîíàð íåóñòîé÷èâûé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïðèâåäåííîãî âûøå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿìîæíî ñðàçó îïðåäåëèòü (m − k − 1) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåìîé ñòàöèîíàðíîéòî÷êè: λi = Fi, i = k + 1, . . . ,m− 1. Â ñòàöèîíàðå Fi = WAa(x = ξ) > 1, ò. ê. ξ < KAa. Ò. å.ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû, óòâåðæäåíèåäîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè Kaa > KAa, òî õîòÿ áû (m− 1) ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîëèìîð�-íîãî ñòàöèîíàðà ðàçìåðíîñòè k = m− 1 ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýòîì ñëó÷àå òðèâèàëüíîé îêàçûâàåòñÿ òîëüêî ÷àñòîòà àëëåëÿ
a, ÷àñòîòû îñòàëüíûõ àëëåëåé îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîñ÷èòàåì íåêîòîðûå ïðîèçâîäíûå â ýòîéñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

W̄ ′

qi
= 2qi(Wii − 2WAa), (Fi)

′

qj
= −W̄ ′

qj
.257



Ò. å. äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîëèìîð�íîãî ñòàöèîíàðà â ýòîì ñëó÷àå íåîáõî-äèìî âû÷èñëèòü äåòåðìèíàíò ìàòðèöû m×m, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé íåíóëåâûå. Ïðèâåäåììàòðèöó ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, äëÿ ýòîãî óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà qi/x èñëîæèì åå ñ i-îé ñòðîêîé (i èçìåíÿåòñÿ îò 2 äî m), ïîëó÷èì:
|J | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 · · · a1m

a21 a22 0 · · · 0
a31 0 a33 0 0... ... 0

. . . ...
am1 0 · · · 0 amm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, ãäå





















a11 = 1 + x̄W̄ ′

x − λ,
a1(i+1) = x̄W̄ ′

qi
,

a(i+1)1 = q̄i(Fi)
′

x + q̄i

x
(1 + x̄W̄ ′

x − λ),

a(i+1)(i+1) = 1 + q̄i(Fi)
′

qi
+ q̄iW̄

′

qi
− λ =

= 1 + q̄i(Wii −WAa) − λ, i = 1, . . . ,m− 1.Äàëåå, åñëè ïîî÷åðåäíî âû÷èòàòü èç ïåðâîãî ñòîëáöà èçìåíåííîé ìàòðèöû 2-îé, 3-èé èò. ä. ñòîëáöû, óìíîæåííûå íà êîý��èöèåíò ai1/aii, òî â ïåðâîì ñòîëáöå âñå ýëåìåíòû, íà÷è-íàÿ ñî âòîðîãî, ñòàíóò íóëåâûìè. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòüòàê:
|J | = f(J)(1 + q̄1(W11 −WAa) − λ) · · · (1 + q̄m−1(W(m−1)(m−1) −WAa) − λ) = 0. (18)Èç óðàâíåíèÿ (18) ìîæíî íàéòè (m−1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîëèìîð�íîãî ñòàöèîíàðà.Ïîñêîëüêó Kaa > KAa, òî â ñòàöèîíàðå WAa > Wii ⇒ λi = 1 + qi(Wii − WAa) < 1,

(i = 1, . . . ,m− 1).Äîêàæåì, ÷òî λi > −1. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â �îðìóëó âûðàæåíèå äëÿ qi â ñòàöèîíàð-íîé òî÷êå:
λi = 1 +

1 −WAa

Wii −WAa

(Wii −WAa) = 2 −WAa, i = 1, . . . ,m− 1. (19)Íàéäåì îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå WAa â ñòàöèîíàðå èç óðàâíåíèÿ (8):
(1 −WAa)

k
∑

j=1

∏k
i=1(Wii −WAa)

Wjj −WAa
=

∏k

i=1
(Wii −WAa),äëÿ ýòîãî âûïîëíèì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé:

(1 −WAa)

k
∑

j=1

∏k
i=1(Wii −WAa)

Wjj −WAa
=

∏k

i=1

(

(Wii − 1) + (1 −WAa)
)

⇒

(1 −WAa)

(

(1 −WAa)
k

∏

i=3

(Wii −WAa) + ((W11 −WAa)(W22 −WAa) − (W11 − 1)(W22 − 1))·

·
k

∏

i=4

(Wii −WAa) + . . . + (Wkk −WAa)((W11 −WAa) · · · (W(k−2)(k−2) −WAa) − (W11 − 1) · · ·

(W(k−2)(k−2) − 1)) + ((W11 −WAa) · · · (W(k−1)(k−1) −WAa) − (W11 − 1) · · · (W(k−1)(k−1) − 1))

)

=

k
∏

i=1

(Wii − 1) (20)Ïóñòü k � ÷åòíîå, òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (20) áîëüøå íóëÿ è ìåíüøå åäèíèöû(ò. ê. Wii < 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî WAa > 2, òîãäà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) â ñêîáêàõïåðâîå ñëàãàåìîå (1−WAa)
k
∏

i=3
(Wii−WAa)<−1, ñëåäîâàòåëüíî, (1−WAa)

2
k
∏

i=3
(Wii−WAa) > 1,258



îñòàëüíûå ÷ëåíû ñóììû â ñêîáêàõ âñå ìåíüøå íóëÿ, ïîýòîìó âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) áîëüøå, ÷åì (1 −WAa)
2

k
∏

i=3
(Wii −WAa). Ò. å. ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿáîëüøå åäèíèöû, à ïðàâàÿ � ìåíüøå. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñòàöèî-íàðå WAa < 2.Ïóñòü k � íå÷åòíîå, òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (20) ìåíüøå íóëÿ è áîëüøå ìè-íóñ åäèíèöû (ò. ê. Wii < 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî WAa > 2, òîãäà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(20) â ñêîáêàõ ïåðâîå ñëàãàåìîå (1 −WAa)

k
∏

i=3
(Wii −WAa) áîëüøå åäèíèöû, ñëåäîâàòåëü-íî, èõ ïðîèçâåäåíèå (1 −WAa)

2
k
∏

i=3
(Wii −WAa) < −1, îñòàëüíûå ÷ëåíû ñóììû â ñêîáêàõâñå áîëüøå íóëÿ, ïîýòîìó âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) ìåíüøå, ÷åì

(1 −WAa)
2

k
∏

i=3
(Wii −WAa). Èòàê, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìåíüøå ìèíóñ åäèíèöû, à ïðàâàÿ� áîëüøå, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñòàöèîíàðå WAa < 2.Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî (m − 1) ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîëèìîð�íîãî ñòàöèîíàðà ïî ìîäóëþìåíüøå åäèíèöû, êðîìå òîãî, îíè ïîëîæèòåëüíûå.Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè KAa > Kaa, òî ïîëèìîð�íûå ñòàöèîíàðû ðàçìåðíîñòè k íåóñ-òîé÷èâû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïîëèìîð�íîãî ñòàöèî-íàðà ðàâíà (m− 1); ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè íå ñîäåðæèòíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà (20), ïîëó÷åííûìâ ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ (m−1) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàññìàò-ðèâàåìîãî ñòàöèîíàðà:

λi = 1 + q̄i(Wii −WAa) = 1 +
1 −WAa

Wii −WAa

(Wii −WAa) = 2 −WAa, i = 1, . . . ,m− 1.Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíàÿ ÷èñëåííîñòü áîëüøå çíà÷åíèÿKAa è, ñëåäîâàòåëüíî,WAa<1.Ïîëó÷àåì, ÷òî λi > 1 è ñòàöèîíàð íåóñòîé÷èâ.Òåïåðü ïóñòü 1 < k < m − 1. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîëèìîð�èçì ñîñòàâëÿþò kïåðâûõ àëëåëåé (îñòàëüíûå âàðèàíòû ñâîäÿòñÿ ê ýòîìó ïðîñòîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê èñòîëáöîâ â ìàòðèöå J). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çäåñü âûãëÿäèò òàê:
f(J̃)(1 + q̄1(W11 −WAa) − λ) · · · (1 + q̄k(Wkk −WAa) − λ)(Fk+1 − λ) · · · (Fm−1 − λ) = 0. (21)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7) äëÿ q̄i â ïîëèìîð�íîì ñòàöèîíàðå, èç (21) ïîëó÷àåì:

λi = 1 + q̄i(Wii −WAa) = 2 −WAa > 1, i = 1, . . . , k.Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàð íåóñòîé÷èâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿÀíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ïîèñêà è èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åêìîäåëè ìåíäåëåâñêîé ïîëèàëëåëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíî ëèìèòèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, ìîæíîïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùóþ äèíàìèêó ìîäåëè. Åñëè â ïðîöåññå ýâîëþöèè ïîÿâëÿþòñÿ íîâûåâñå áîëåå ïðèñïîñîáëåííûå ãåíîòèïû (òàáëèöà 1), òî â ðàâíîâåñèè ïîïóëÿöèÿ îäíîðîäíà ïîãåíåòè÷åñêîìó ñîñòàâó (â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïî-âèäèìîìó, çàêðåïèòñÿ îäèíèç ¾íîâûõ¿ àëëåëåé), åå ÷èñëåííîñòü ìîæåò êàê íàõîäèòüñÿ íà ñòàöèîíàðíîì óðîâíå (îïðå-äåëÿåìîì çíà÷åíèåì ðåñóðñíîãî ïàðàìåòðà çàêðåïèâøåãîñÿ ãåíîòèïà), òàê è èñïûòûâàòü259



êîëåáàíèÿ � â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàëüòóçèàíñêîãî ïàðàìåòðà.Åñëè æå ðåñóðñíûé ïàðàìåòð ãåíîòèïà aa ìàêñèìàëåí (òàáëèöà 1), òî â ðàâíîâåñèè ëèáîïîïóëÿöèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç ãåíîòèïîâ aa, ëèáî â íåé ïðèñóòñòâóþò âñå âîçìîæíûå àëëåëè,êðîìå a.Òàáëèöà 1. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ìîäåëè ïîëèàëëåëüíîé ïîïóëÿöèè, îöåíêè èõ çíà÷åíèéè óñòîé÷èâîñòè.Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ðåñóðñíûõ ïàðà-ìåòðîâ ãåíîòèïîâ
Kaa > KAa > KAA >
· · · > K(m−1)(m−1)

Kaa < KAa < KAA <
· · · < K(m−1)(m−1)1. m ìîíîìîð�íûõ ñòàöèîíàðíûõòî÷åê: qi = 1, x = Kii. qm = 1, x = KAa� óñòîé÷èâàÿ, åñëè

Raa < 2; qi = 1,
x = Kii � íåóñòîé-÷èâû, äëÿ ëþáîãî i =
1, . . . ,m− 1.

qm = 1, x = KAa �íåóñòîé÷èâà. qi = 1,
x = Kii � óñòîé÷èâà,åñëè Rii < 2, äëÿ ëþ-áîãî i = 1, . . . ,m− 1.2. Ïîëèìîð�íûå ñòàöèîíàðû ðàç-ìåðíîñòè k: ñòàöèîíàðíàÿ ÷èñëåí-íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

(1 −WAa)
k
∑

j=1

Qk
i=1(Wii−WAa)
Wjj−WAa

=

=
∏k

i=1(Wii −WAa).
k íåòðèâèàëüíûõ ÷àñòîò àëëåëåé,îáðàçóþùèõ äàííûé ïîëèìîð�èçì(àëëåëü a íå âõîäèò íè â îäèí òàêîéñòàöèîíàð), îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îð-ìóëå: qi = (1 − WAa)/(Wii − WAa).Òàêèõ ñòàöèîíàðîâ ∑m−1

k=2 C
k
m−1.

×èñëåííîñòü íà-õîäèòñÿ ìåæäóíàèáîëüøèì çíà÷å-íèåì èç Kii è KAa.Íåóñòîé÷èâû âñå ñòà-öèîíàðû ðàçìåðíîñòè
k < m − 1. Ñòàöè-îíàð ðàçìåðíîñòè
(m− 1) èìååò (m− 1)ñîáñòâåííîå ÷èñëîñ ìîäóëåì ìåíüøèìåäèíèöû.

×èñëåííîñòü íàõî-äèòñÿ ìåæäó KAaè íàèìåíüøèì çíà-÷åíèåì èç Kii. Âñåïîëèìîð�íûå ñòàöè-îíàðû íåóñòîé÷èâû.
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