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Приводится диаграммная техника, с помощью которой вычисляются коэф-
фициенты Сили–Девитта в случае ковариантного оператора Лапласа. На ос-
нове комбинаторных свойств коэффициентов строится матричный формализм
и выводится формула для произвольного коэффициента.

Ключевые слова: тепловое ядро, коэффициенты Сили–Девитта, калибровочная связ-
ность, диаграммная техника, определитель оператора, ковариантный оператор Лапласа,
теория Янга–Миллса.

DOI: https://doi.org/10.4213/tmf9515

1. ВВЕДЕНИЕ

Мотивировка исследований. Изначально метод собственного времени Фо-
ка, описанный в статье [1], использовался для работы с функциями Грина, одна-
ко затем он нашел свое применение к вопросам калибровочной инвариантности [2]
и к квантовой гравитации [3]. В настоящее время данный подход является доста-
точно удобным инструментом в математической [4] и особенно теоретической фи-
зике, который используется для петлевых расчетов, поиска расходимостей и пере-
нормировки. В качестве примера можно привести подсчет двух и трех петель для
теории Янга–Миллса в формализме фонового поля [5], [6]. Подсчет коэффициен-
тов разложения теплового ядра по степеням собственного времени (коэффициенты
Сили–Девитта) является отдельной трудоемкой задачей. Так, в случае дифферен-
циального оператора второго порядка получены ответы вплоть до степени τ5−d/2,
где d – размерность пространства [7]–[11]. Наиболее общий обзор на данную тему
можно найти в работе [12].

Основным объектом настоящего исследования является ковариантный оператор
Лапласа в пространстве с плоской метрикой. В рамках общей теории рассматрива-
ется его тепловое ядро, коэффициенты которого при разложении в ряд по собствен-
ному времени подчиняются соотношениям (11). Эти дифференциальные уравнения
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допускают решения (14) и (25), однако при подсчете следа такая форма решений не
является удобной. Основная цель статьи состоит в изучении комбинаторных свойств
коэффициентов Сили–Девитта на основе построенной диаграммной техники. Дан-
ная работа является продолжением и математическим обоснованием формализма,
предложенного в [13].

Наиболее близкой к предлагаемому подходу является ковариантная теория воз-
мущений [14], в которой также используется разложение операторной экспоненты.
Однако авторы работ [14] не интересовались комбинаторикой высших порядков тео-
рии возмущений. Высокие порядки разложения теплового ядра были получены
в статье [15] при определенных ограничениях на форму напряженности калибро-
вочного поля. В настоящей работе такие ограничения не налагаются.

Результаты работы. Статья состоит из двух основных частей. Основным
результатом первой части является построение диаграммной техники для работы
с тепловым ядром в случае ковариантного оператора Лапласа. В определениях 2–4
вводятся основные понятия данной диаграмматики. Также доказана теорема о диф-
ференцировании диаграммы, играющая ключевую роль в вычислениях. Затем в ка-
честве примера получены первые коэффициенты, возникающие при работе с детер-
минантом в теории Янга–Миллса [16], [17]. Вторая часть статьи посвящена выводу
формулы для произвольного коэффициента Сили–Девитта an(x, x) с использова-
нием матриц и операторов, которые действуют на матрицы. Основной результат
содержится в формулах (44), (46) и (52). В заключение приводится расчет коэффи-
циента a3(x, x) при степени τ3−d/2.

2. ТЕПЛОВОЕ ЯДРО

Фундаментальное решение для оператора A0 = −∂µ∂µ удовлетворяет уравнению

A0G0(x, y) = δ(x− y). (1)

Согласно методу теплового ядра [1] для нахождения G0(x, y) необходимо найти
функцию K0(x, y; τ), которая является решением задачи(

∂

∂τ
+ A0

)
K0(x, y; τ) = 0, K0(x, y; 0) = δ(x− y). (2)

Тогда

G0(x, y) =
∫ ∞

0

dτ K0(x, y; τ). (3)

Если рассмотреть оператор Лапласа A1 = A0 + V (x) с достаточно хорошим потен-
циалом, то решение задачи(

∂

∂τ
+ A1

)
K1(x, y; τ) = 0, K1(x, y; 0) = δ(x− y) (4)

дает соответствующее фундаментальное решение

G1(x, y) =
∫ ∞

0

dτ K1(x, y; τ). (5)
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Согласно общей теории для определенного класса потенциалов можно написать фор-
мулу для логарифма детерминанта:

ln det
A1

A0
= −

∫ ∞

0

dτ

τ
tr(e−A1τ − e−A0τ ), (6)

где интегральным операторам e−A1τ и e−A0τ отвечают K1(x, y; τ) и K0(x, y; τ) соот-
ветственно.

3. КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Пусть даны N -мерный вектор f(x) и матрица Bµ(x) размера N ×N с гладкими
компонентами. Определим оператор A1 следующим образом:

A1f(x) = −DxµDxµf(x), (7)

где
Dxµ

f(x) = (∂xµ
+ Bµ(x))f(x). (8)

Учитывая постановку задачи (4), решение можно искать в виде

K1(x, y; τ) = K0(x, y; τ)
∞∑

n=0

τnan(x, y), (9)

где функция

K0(x, y; τ) =
1

(4πτ)d/2
exp

(
−|x− y|2

4τ

)
(10)

является решением задачи (2). Тогда справедливо следующее

Предложение 1. Функция (9) является формальным решением задачи (2), ес-
ли выполнены соотношения

(x− y)µ Dxµa0(x, y) = 0,(
(n + 1) + (x− y)µ Dxµ

)
an+1(x, y) = −A1an(x, y), n > 0.

(11)

Пусть аргументы x и y принадлежат Rd. Оператор xµ∂µ является оператором,
считающим степени, поэтому, если предположить, что решение разлагается в ряд
Тейлора в окрестности некоторой точки, то на каждый моном вида

xα1
1 · . . . · xαd

d , где αj ∈ N ∪ 0, j = 1, . . . , d,

налагается условие α1 + · · · + αd = 0. Отсюда немедленно следует альтернатива:
либо αj = 0 для всех j = 1, . . . , d, либо найдется номер j ∈ 1, . . . , d такой, что
αj < 0. Классическим называется решение, которое разлагается в ряд Тейлора во
всех точках рассматриваемой области.

Введем оператор P-упорядоченной экспоненты для фиксированного поля −Bµ(x)
и контура γ, представляющего собой отрезок, соединяющий начальную и конечную
точки.
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Определение 1. P-экспонента задается формулой

Φ(x, y) := 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ds1 . . . dsn
dzν1

1

ds1
. . .

dzνn
n

dsn
Bν1(z1) . . . Bνn(zn), (12)

где точки z1, . . . , zn−1 расположены на контуре в порядке нумерации, параметри-
зации zj( · ) являются отображениями отрезка [0, 1] в часть отрезка от точки y до
точки zj+1 при j = 2, . . . , n и от точки y до x при j = 1.

Основные свойства P-упорядоченной экспоненты таковы:
• имеет место равенство

Φ(x, x) = 1; (13)

• функция (12) является решением интегрального уравнения

Φ(x, y) = 1−
∫ 1

0

ds
dzν(s)

ds
Bν(z(s))Φ(z(s), y); (14)

• обратный оператор имеет вид (см. доказательство в приложении)

Φ−1(x, y) = Φ(y, x). (15)

Предложение 2. Функция Φ(x, y) является классическим решением в Rd за-
дачи

(x− y)µ Dxµ
a0(x, y) = 0, a0(x, y)

∣∣
x=y

= 1. (16)

Доказательство. Достаточно заметить, что, выбирая параметризацию в виде
zµ(s) = (1 − s)yµ + sxµ, после интегрирования по частям мы можем представить
производную как

∂xµ
(Φ(x, y)) = −Bµ(x)Φ(x, y)−

∫ 1

0

dzν(s) sHµν(z(s), y), (17)

где антисимметричный по индексам оператор Hµν задается формулой

Hµν(z, y) := ∂zµ(Bν(z)Φ(x, y))− ∂zν (Bµ(z)Φ(x, y)). (18)

Предложение 3. Если предположить, что три точки x, y , z лежат на одной
прямой, то справедливо равенство

Φ(x, y) = Φ(x, z)Φ(z, y). (19)

Доказательство. Левая и правая части равенства (19) с учетом предыдущих
свойств и условия (x−y)µ = const ·(x−z)µ коллинеарности векторов удовлетворяют
задаче

(x− y)µ(∂xµ
+ Bµ(x))Ψ(x, y) = 0, Ψ(x, y)

∣∣
x=y

= 1, (20)

что доказывает предложение.
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Для решения остальных дифференциальных уравнений в (11) достаточно понять,
как устроено решение следующей модельной задачи. Предположим, что задана
достаточно гладкая и хорошо убывающая функция V (x, y), разложение которой
в ряд Тейлора в окрестности точки y имеет вид

V (x, y) =
∞∑

k=0

(x− y)ν1...νk

k!
V ν1...νk

k (y),

где для удобства введено обозначение (x−y)ν1...νn
:= (x−y)ν1 · . . . ·(x−y)νn

. В таком
случае справедливо следующее

Предложение 4. Классическое решение в Rd уравнения(
(n + 1) + (x− y)µ Dxµ

)
Wn+1(x, y) = V (x, y) (21)

имеет вид

Wn+1(x, y) =
∫ 1

0

ds snΦ(x, z(s))V (z(s), y). (22)

Доказательство. Достаточно сделать замену

Wn+1(x, y) = e−(n+1)πµ ln(x−y)µ

Φ(x, y)W̃n+1(x, y), (23)

где

πµ ln (x− y)µ =
d∑

k=1

πk ln (x− y)k, π ∈ Rd,

d∑
i=1

πi = 1.

Тогда решение записывается в виде

W̃n+1(x, y) = const(y) +
∫ 1

0

ds s−1e(n+1)πµ ln(z(s)−y)µ

Φ−1(z(s), y)V (z(s), y). (24)

Ответ (22) следует из условия ограниченности решения, предложения 2 и равенства

e(n+1)πµ ln (z(s)−y)µ

= sn+1e(n+1)πµ ln (x−y)µ

.

Следствие 1. Из предложений 1–3 следует, что рекуррентная система клас-
сических решений дифференциальных уравнений (11) с учетом начального условия
имеет вид

an+1(x, y) = −
∫ 1

0

ds snΦ(x, z(s))(A1an(z(s), y)). (25)

4. ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ P-ЭКСПОНЕНТЫ

В построении диаграммной техники ключевую роль играют формулы дифферен-
цирования упорядоченной экспоненты по первому и второму аргументам. В случае
ковариантного дифференцирования по первому аргументу подробный вывод приво-
дится в работе [18]. Можно показать, что справедливо
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Предложение 5. Имеет место равенство

Dxµ
Φ(x, y) =

∫ 1

0

ds s
dzν

ds
Φ(x, z)Fνµ(z)Φ(z, y), (26)

где
Fνµ(x) = ∂xν

Bµ(x)− ∂xµ
Bν(x) + [Bν(x), Bµ(x)], (27)

а s – параметр параметризации zν = (1− s)yν + sxν .

Доказательство. Если ввести поле

Kµ(y) = −
∫ 1

0

dzν(s) sHµν(y, z(s))

и учесть соотношения (17) и (18), то очевидны равенства

DxµΦ(x, y) = Kµ(x), (x− y)νKν(z) ≡ 0; (28)

также можно показать, что

Kµ(x) = −
∫ 1

0

ds s(x− y)ν
(
FµνΦ(z, y) + Bν(z)Kµ(z)

)
. (29)

Далее прямой подстановкой соотношения (26) в (29) с учетом свойства (14) можно
убедиться в справедливости доказываемой формулы.

Формула дифференцирования упорядоченной экспоненты по второму аргументу
выводится при помощи равенства (26). Действительно, если продифференцировать
равенство Φ−1(x, y)Φ(x, y) = 1, то с учетом основных свойств (13), (15) и (19) мы
получаем

Предложение 6. Имеет место равенство

∂xµ
Φ(y, x) = Φ(y, x)Bµ(x)−

∫ 1

0

ds s
dzν

ds
Φ(y, z)Fνµ(z)Φ(z, x). (30)

После замен x ↔ y и s → 1− s формулa (30) преобразуется, и справедливо

Предложение 7. Имеет место равенство

∂yµ
Φ(x, y) = Φ(x, y)Bµ(y) +

∫ 1

0

ds (1− s)
dzν

ds
Φ(x, z)Fνµ(z)Φ(z, y). (31)

5. ДИАГРАММНАЯ ТЕХНИКА

5.1. Мотивировка. Следует отметить, что представленная в настоящей работе
диаграммная техника не связана с диаграммами Фейнмана. Она используется в ос-
новном для компактной записи, удобства проведения вычислений и анализа свойств.

Как уже упоминалось, ключевую роль при построении диаграмматики играют
формулы (26), (30) и (31). Действительно, можно заметить, что при ковариант-
ном дифференцировании функция Φ(x, y) переходит в интеграл от произведения
упорядоченных экспонент и напряженности. Следовательно, продолжая дифферен-
цировать, мы будем получать лишь упорядоченные экспоненты и производные от
напряженности. Более детальный анализ показывает справедливость этого предпо-
ложения и позволяет получить способ контроля коэффициентов, возникающих при
действии операторами дифференцирования.
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5.2. Основные определения. Диаграммная техника состоит из нескольких
основных элементов.

Определение 2. Функции Φ(x, y) соответствует линия с аргументами:

x y .

Определение 3. Функции между упорядоченными экспонентами сопоставляет-
ся окружность, зависящая от следующих параметров:

1) набор греческих индексов µ1, . . . , µn, которому отвечает

∇µ1 . . .∇µn−1(d(z − y)ρFρµn
(z)),

где все операторы действуют на переменную z и ∇xµ
( • ) = ∂xµ

( • ) + [Bµ(x), • ];
2) параметр параметризации sk в соответствующей степени;
3) параметр y → x, который символизирует интеграл по прямой от точки y до

точки x c параметризацией zν = (1− s)yν + sxν .

Например, формула (26) переписывается в виде∫ x

y

dzν sΦ(x, z)Fνµ(z)Φ(z, y) = x y

µs1(y → x)
,

где две линии отвечают функциям Φ(x, z) и Φ(z, y), окружность с параметрами µ,
(y → x) и s1 отвечает интегрированию от x до y формы dzν(s) Fνµ(z(s)) с весом s.
При интегрировании окружность проходит указанный отрезок.

Определение 4. Пусть zν = (1− s)yν + sxν , тогда конструкции вида∫ 1

0

ds sn x z(s) · z(s) (любая диаграмма)

соответствует диаграмма

x (любая диаграмма)
sn+1(y → x)

.

Основой для введения последнего определения послужила формула (25).

5.3. Основной пример. Чтобы понять, как устроена диаграммная техника,
имеет смысл рассчитать первую итерацию системы (25). В нулевом порядке реше-
ние системы (11) диктуется формулой a0(x, y) = Φ(x, y) из определения 1 (см. фор-
мулу (12)). Далее применяются операторы Лапласа и интегрирования.

Во-первых, согласно формуле (26)

Dxµ
Φ(x, y) =

∫ 1

0

ds1 s1
dzν

ds1
Φ(x, z)Fνµ(z)Φ(z, y), (32)

или

Dxµ
x y = x y

µs1
1(y → x)

.
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Во-вторых, из соотношений (26) и (31) следует, что вторая ковариантная произ-
водная имеет вид

DxµDxµ
Φ(x, y) =

∫ x

y

dzν(s1) s1

∫ x

z

dz′ ρ(s2) s2Φ(x, z′)Fρµ(z′)Φ(z′, z)Fνµ(z)Φ(z, y) +

+
∫ x

y

dzν(s1) s2
1

∫ x

z

dz′ ρ (1− s2)Φ(x, z′)Fρµ(z′)Φ(z′, z)Fνµ(z)Φ(z, y) +

+
∫ x

y

dzν(s1) s2
1Φ(x, z)Fνµ(z)

∫ z

y

dz′ ρ(s2) s2Φ(z, z′)Fρµ(z′)Φ(z′, y) +

+
∫ x

y

s1Φ(x, z)
(
s1 ∂zµ(dzν(s1) Fνµ(z))

)
Φ(z, y) +

+
∫ x

y

dzν(s1) s2
1Φ(x, z)Bµ(z)Fνµ(z)Φ(z, y)−

−
∫ x

y

dzν(s1) s2
1Φ(x, z)Fνµ(z)Bµ(z)Φ(z, y), (33)

что на языке диаграмм эквивалентно

Dxµ x y

µs1
1(y → x)

= x y

µs1
2(z → x)

µs1
1(y → x)

+

+ x y

µ(1− s2)1(z → x)

µs2
1(y → x)

+ x y

µs2
1(y → x)

µs1
2(y → z)

+

+ x y

µµs2
1(y → x)

,

где первые три слагаемых в (33) соответствуют первым трем диаграммам, а по-
следние три образуют действие оператора ∇µ на напряженность и изображаются
четвертой диаграммой.

В-третьих, после интегрирования мы имеем∫ x

y

ds Φ(x, z′(s))(DxµDxµ
x y )

∣∣
x=z′(s)

=

= x y

s1(y → x)

µs1
2(z → z′)

µs1
1(y → z′)

+

+ x y

s1(y → x)

µ(1− s2)1(z → z′)

µs2
1(y → z′)

+
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+ x y

s1(y → x)

µs2
1(y → z′)

µs1
2(y → z)

+

+ x y

s1(y → x)

µµs2
1(y → z′)

,

где используется стандартная параметризация z′µ(s) = (1 − s)yµ + sxµ и определе-
ние 4.

5.4. Теорема о дифференцировании диаграмм. Основная задача данного
пункта – научиться применять ковариантную производную к произвольной диаграм-
ме, а также упростить диаграммную технику и отказаться от лишних параметров.

Предложение 8. Пусть заданы две непрерывные функции f(x) и g(x) и пара-
метризации

zµ = (1− s)yµ + sy′µ, xµ = (1− t)zµ + ty′µ.

Тогда имеет место равенство∫ y′

y

dzρ

∫ y′

z

dxν sntpf(z)g(x) =
∫ y′

y

dx′ν

∫ x′

y

dz′nρ (s′)(t′)n+p

(
1− s′

1− s′t′

)
p

f(z′)g(x′),

где
x′µ = (1− t′)yµ + t′y′µ, z′µ = (1− s′)yµ + s′x′µ.

Доказательство. Достаточно сделать замену

t → t′ = (1− s)t + s, (s, t′) ∈ [0, 1]× [s, 1] → (s, t′) ∈ [0, t′]× [0, 1],

а затем воспользоваться теоремой Фубини и сделать еще одну замену s → s/t′.

Предложение 9. Имеет место соотношение

x y

νsk+1
1 (y → x)

ρs1
2(z3 → z1)

µsn
3 (y → z1)

+

+ x y

νsk+1
1 (y → x)

ρ(1− s2)(z3 → z1)

µsn+1
3 (y → z1)

=

= x y

νsk+1
1 (y → x)

ρsn+1
2 (y → z1)

µsn
3 (y → z2)

.



122 А.В. ИВАНОВ

Доказательство может быть достигнуто в несколько этапов. Из предложения 8
о перестановке интегралов следует, что

x y

νsk+1
1 (y → x)

ρs1
2(z3 → z1)

µsn
3 (y → z1)

=

= x y

νsk+1
1 (y → x)

ρsn+1
2 (y → z1)

[
µsn

3

(
1−s3

1−s2s3

)]
(y → z2)

.

Аналогично из предложения 8 следует результат для второй диаграммы:

x y

νsk+1
1 (y → x)

ρ(1− s2)(z3 → z1)

µsn+1
3 (y → z1)

=

= x y

νsk+1
1 (y → x)

ρsn+1
2 (y → z1)

µsn+1
3 (y → z2)

−

− x y

νsk+1
1 (y → x)

ρsn+2
2 (y → z1)

[
µsn+1

3

(
1−s3

1−s2s3

)
(y → z2)

]
.

При этом выполняется следующее соотношение для параметров:

sn+1
2 sn

3

(
1− s3

1− s2s3

)
+ sn+1

2 sn+1
3 − sn+2

2 sn+1
3

(
1− s3

1− s2s3

)
= sn+1

2 sn
3 . (34)

Предложение 10. Имеет место соотношение

x y

sk+1
1 (y → x)

ρs1
2(z2 → z1)

µsn
3 (y → z1)

+

+ x y

sk+1
1 (y → x)

ρ(1− s2)(z2 → z1)

µsn+1
3 (y → z1)

=

= x y

sk+1
1 (y → x)

ρsn+1
2 (y → z1)

µsn
3 (y → z2)

.
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Предложение 11. Имеет место соотношение

x y

νsk+1
1 (y → x)

ρs1
2(z2 → z1)

sn
3 (y → z1)

+

+ x y

νsk+1
1 (y → x)

ρ(1− s2)(z2 → z1)

sn+1
3 (y → z1)

=

= x y

νsk+1
1 (y → x)

ρsn+1
2 (y → z1)

sn
3 (y → z3)

.

Следствие 2. Из предложений 9–11 следует, что можно отказаться от тре-
тьего параметра в определении 3, поскольку интегрирование всегда проходит от
точки y до ближайшей точки, лежащей слева.

Следствие 3. Формула для первого порядка записывается как∫ x

y

ds Φ(x, z(s))(DxµDxµ
x y )

∣∣
x=z(s)

=

= 2x y
s1 µs2

1 µs1
2

+

+ x y
s1 µµs2

1

.

Подводя итог, сформулируем теорему о дифференцировании диаграммы.

Теорема 1. Пусть имеется произвольная диаграмма с i линиями, k окружнос-
тями и j крестиками и к ней применяется операция Dρ ; пусть t – новая пара-
метризация. Тогда возможны три случая.

1. Когда производная действует на линию, последняя заменяется на окруж-
ность с двумя линиями по бокам и параметрами ρ и t в степени на единицу боль-
ше, чем степень второго параметра справа стоящей вершины (если же линия
самая правая, то степень равна 1). При этом степень каждого веса, стоящего
слева от дифференцируемой линии, увеличивается на единицу. В результате мы
имеем i диаграмм.

2. Когда производная действует на окружность, то степень ее второго пара-
метра увеличивается на единицу, а индекс ρ прикрепляется слева к остальным.
При этом степень каждого второго параметра вершин, стоящих слева, увеличи-
вается на единицу. В результате мы имеем k диаграмм.
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3. Когда производная действует на крестик, то диаграмма обращается в нуль.
Итак, после дифференцирования мы имеем i + k диаграмм.

Например,

Dxµ
x y

sk
1

ν1 . . . νps
n
2

=

= x y

µtk+1

sk
1

ν1 . . . νps
n
2

+

+ x y

sk+1
1

µtn+1

ν1 . . . νps
n
2

+

+ x y

sk+1
1

µν1 . . . νps
n+1
2

+

+ x y

sk+1
1

ν1 . . . νps
n+1
2

µt

.

Следствие 4. Операция дифференцирования распадается на операцию ∇, дей-
ствующую на каждую окружность, и на операцию добавления новой окружности
(с соблюдением правила повышения степеней параметров параметризации).

5.5. Первый порядок. Первый порядок записывается в виде

2x y
s1 µs2

1 µs1
2

+

+ x y
s1 µµs2

1

.

Чтобы узнать вклад при подсчете следа, следует взять x = y. Таким образом,
требуется узнать нулевой член разложения в ряд Тейлора. Легко видеть, что пер-
вое слагаемое диаграммы начинается с квадратичного члена, поскольку каждая
окружность с одним индексом содержит линейный вклад. В свою очередь второе
слагаемое дает результат ∇µ((x−y)νFνµ)|x=y, который, очевидно, равен нулю ввиду
антисимметричности напряженности.

5.6. Второй порядок. Для подсчета второго порядка достаточно применить
дважды ковариантную производную к первому порядку и взять интеграл. Далее
нужно положить x = y и выбрать вклады с ненулевыми следами. Необходимо
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учесть, что, во-первых, каждая окружность должна содержать не менее двух гре-
ческих индексов, иначе вклад при x = y будет нулевым; во-вторых, окружность
с двумя одинаковыми греческими индексами дает нулевой вклад; в-третьих, диа-
грамма с одной окружностью, которая содержит более двух греческих индексов,
дает нулевой вклад. С учетом этих замечаний формула принимает вид

4x y

s2
1 s3

2 ρµs4
3 ρµs2

4

+ O(x− y).

При x = y все упорядоченные экспоненты перейдут в единицы, поэтому, используя
равенство

(∇ρ((x− y)νFνµ(x)))
∣∣
x=y

= Fρµ(x),

мы можем записать ответ как

1
12

Fρµ(x)F ρµ(x). (35)

6. ОПЕРАТОРЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА МАТРИЦЫ

6.1. Мотивировка. Правила диаграммной техники, описанные в предыдущем
разделе, позволяют достаточно легко находить коэффициенты. В качестве примера
мы получили стандартные результаты (35) для первого и второго порядков. Од-
нако процедура является рекуррентной. В данном разделе приводится формализм,
позволяющий вывести окончательный ряд для теплового ядра ковариантного опе-
ратора Лапласа при x = y.

6.2. Матрицы. Ранее было показано, что вершины в диаграммах содержат два
параметра, поэтому можно каждой диаграмме сопоставить матрицу, которая будет
иметь две строки. Количество столбцов в такой матрице равно суммарному коли-
честву окружностей и крестиков в диаграмме.

Основные свойства матриц таковы:
1) матрицы содержат две строки и n столбцов с сохранением очередности, где n –

суммарное количество вершин в диаграмме;
2) в первой строке элементы могут быть двух видов: это либо единица, если стол-

бец отвечает крестику на диаграмме, либо набор греческих индексов, если столбец
отвечает окружности;

3) вторая строка содержит степени вторых параметров вершин;
4) единицей 11 обозначается элемент, который не содержит столбцов.
Таким образом, получаются матрицы вида 11, M2×1, M2×2, . . . . Следует отме-

тить, что в каждом порядке теплового ядра присутствует конечное число матриц
конечного размера. Сложение таких матриц возможно, только если они имеют оди-
наковые элементы и одинаковый размер. Ясно, что базис в этом случае не более
чем счетный, поскольку и первая, и вторая строки могут содержать элементы лишь
из счетного набора.
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6.3. Определения операторов. В соответствии с перечисленными выше пра-
вилами любую диаграмму можно записать в виде матрицы, поэтому удобно ввести
оператор, вычисляющий диаграмму в точке x = y.

Определение 5. Оператор Υ сопоставляет каждому набору греческих индексов
соответствующую по определению 3 конструкцию, в которой произведена замена
дифференциала d(z − y) на z − y и выбрана точка z = y = x, а затем произведение
элементов верхней строки делится на произведение элементов нижней строки.

Например,

Υ11 = 1, Υ
(

1 νµ

2 3

)
=

1
6
∇zν ((z − y)ρFρµ(z))

∣∣
z=y=x

. (36)

Ранее было отмечено, что ковариантная производная от диаграммы сводится ли-
бо к оператору добавления окружности с индексом, либо к оператору добавления
индекса (с соблюдением правила изменения степеней весов). Также оператор ин-
тегрирования сводится к оператору добавления крестика. Легко заметить, что на
матрицах можно ввести следующие аналогичные операторы.
• Оператор домножения:

Bµ

(
ν1 ν2 . . . νn

k1 k2 . . . kn

)
=

(
µν1 ν2 . . . νn

k1 + 1 k2 . . . kn

)
+ · · ·+

+
(

ν1 ν2 . . . µνn

k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1

)
. (37)

• Оператор добавления столбца:

Aµ

(
ν1 ν2 . . . νn

k1 k2 . . . kn

)
=

(
µ ν1 ν2 . . . νn

k1 + 1 k1 k2 . . . kn

)
+ · · ·+

+
(

ν1 ν2 . . . µ νn

k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 kn

)
+

(
ν1 ν2 . . . νn µ

k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 1

)
. (38)

• Оператор интегрирования:

Sµ
l

(
ν1 ν2 . . . νn

k1 k2 . . . kn

)
=

(
µ ν1 ν2 . . . νn

l k1 k2 . . . kn

)
. (39)

Используя эти определения, можно записать тепловое ядро (9) для ковариантного
оператора Лапласа в виде

K1(x, x; τ) = Υ
(

1 +
∞∑

n=1

τn
n∏

k=1

S1
k(Aµk + Bµk)(Aµk + Bµk)

)
11. (40)

6.4. Коммутаторы операторов. Основная идея состоит в том, чтобы восполь-
зоваться коммутаторами определенных выше операторов и передвинуть в (40) опе-
раторы домножения и добавления столбца направо. В этом случае удастся изба-
виться от рекуррентной процедуры. Легко проверить, что справедливо
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Предложение 12. Имеют место равенства

AµS1
k = S1

k+1A
µ + Sµ

k+1S
1
k, AµSν1...νn

k = Sν1...νn

k+1 Aµ + Sµν1...νn

l+1 S1
k,

BµS1
k = S1

k+1B
µ, BµSν1...νn

k = Sν1...νn

k+1 Bµ + Sµν1...νn

k+1 S1
k.

(41)

В этом предложении приводятся только необходимые для дальнейших доказа-
тельств соотношения.

6.5. Свойства операторов интегрирования. Из соотношений (41) видно, что
коммутаторы операторов A и B с S-операторами вновь переходят в S-операторы.
Следовательно, всю конструкцию для теплового ядра можно свести к сумме комби-
наций операторов интегрирования. В силу этого необходимо определить несколько
конструкций, которые облегчат дальнейшее описание.

Прежде всего следует ввести следующий операторный ряд. Пусть In = {1, . . . , n}
и мультииндекс µIn

= µ1 . . . µn, тогда

ΣµIn

l =
∑

σ

S
µσk

l+♯∪k
i=1σi

. . . S
µσ2
l+♯ σ1∪σ2

S
µσ1
l+♯ σ1

, (42)

где суммирование ведется по разбиениям, удовлетворяющим следующим свойствам:
• σj ∈ In для всех j ∈ {1, . . . , k},
• σi ∩ σj = ∅ при i ̸= j,
• ∪k

i=1σi = In и σs(i) > σs(j) при любых s ∈ {1, . . . , k} и любых i, j ∈ {1, . . . , ♯ σs}
таких, что i > j.

Здесь оператор ♯ считает количество элементов в множестве. Сумма в форму-
ле (42) является конечной, поэтому никаких проблем, связанных со сходимостью,
не возникает.

Если подействовать таким оператором на 11 (это не налагает никаких ограниче-
ний, поскольку любую матрицу можно получить из единицы при помощи некоторо-
го набора операторов интегрирования), а затем применить оператор Υ, то в итоге
получится некоторая сумма, содержащая напряженности и числовые коэффициен-
ты. Для того чтобы предъявить точный результат, следует обратить внимание на
несколько утверждений.

Предложение 13. Имеют место равенства

∇µIn
((x− y)ρFρν(x)) = (x− y)ρ∇µIn

Fρν(x) +
n∑

k=1

∇µIn\k
Fµkν(x),

∇µIn
((x− y)ρFρν(x))

∣∣
x=y

=
n∑

k=1

∇µIn\k
Fµkν(x).

(43)

Предложение 14. Имеет место равенство

Ŝ
µIn ν
l := ΥS

µIn ν
l 11 =

1
l

n∑
k=1

∇µIn\k
Fµkν(x); (44)

здесь для удобства мы ввели дополнительное обозначение Ŝ
µIn ν
l .
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Предложение 15. Для любых наборов индексов I и J и натуральных l и k

справедливо соотношение
Υ(SµIν

l SµJρ
k 11) = (ΥSµIν

l 11)(ΥSµJρ
l 11) =

=
1

l · k

( ♯ I∑
i=1

∇µI\i
Fµiν(x)

)( ♯ J∑
j=1

∇µJ\j
Fµjν(x)

)
= ŜµIν

l ŜµJρ
k . (45)

Доказательство последнего утверждения вытекает из предложений 13 и 14. Яс-
но, что данное свойство распространяется на любое количество операторов интег-
рирования. В итоге можно утверждать, что конструкция ΥΣ11 полностью известна
и может быть выражена через напряженность и ее производные в соответствии со
следующим утверждением.

Предложение 16. Имеет место равенство

ΥΣµIn

l 11 =
∑

σ

Ŝ
µσk

l+♯∪k
i=1σi

. . . Ŝ
µσ2
l+♯ σ1∪σ2

Ŝ
µσ1
l+♯ σ1

, (46)

где суммирование ведется по правилам, описанным выше.

Замечание 1. Предложение 15 справедливо и в случае замены операторов ин-
тегрирования S на операторы Σ. Его также можно распространить на произвольное
количество множителей.

6.6. Ряд для теплового ядра. Формула (40) представляет собой ряд Тейлора
по степеням собственного времени. Отдельный коэффициент Сили–Девитта имеет вид

an(x, x) = Υ
( n∏

k=1

S1
k(Aµk + Bµk)(Aµk + Bµk)

)
11. (47)

Для того чтобы записать коэффициент в терминах напряженности и ее производ-
ных, нам потребуется следующее

Предложение 17. Пусть I – набор индексов с ♯ I = n, a l – некоторое нату-
ральное число. Тогда имеет место операторное равенство

(A + B)µI S1
l =

n∑
k=0

∑
σk

Σ
µI\σk

l+k S1
l+k(A + B)µσk , (48)

где суммирование ведется по всем подмножествам σk ∈ I , удовлетворяющим
условиям ♯ σk = k и σk(i) > σk(j) для всех i, j ∈ {1, . . . , k} таких, что i > j .

Доказательство. Для проверки формулы (48) можно воспользоваться матема-
тической индукцией. Для n = 1 все очевидно:

(A + B)µ1S1
l = S1

l+1(A + B)µ1 + Sµ1
l+1S

1
l . (49)

Предположим, что равенство (48) выполняется для n = k, докажем его для n = k+1:

(A + B)ρ(A + B)µI S1
l =

n−1∑
k=0

∑
σk

(A + B)ρΣ
µI\σk

l+k S1
l+k(A + B)µσk =

=
n∑

k=0

∑
σk

(
Σ

ρµI\σk

l+k S1
l+k(A + B)µσk + Σ

µI\σk

l+k+1S
1
l+k+1(A + B)ρµσk

)
.

Осталось переобозначить индексы, откуда и следует (48). Предложение доказано.
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Подстановку формулы (48) в (47) лучше делать в несколько шагов.

Предложение 18. Пусть I = I2n , тогда
n∏

k=1

S1
k(Aµ2k + Bµ2k)(Aµ2k−1 + Bµ2k−1) =

=
2∑

p1=0

4−p1∑
p2=0

. . .

2(n−1)−
∑n−2

k=1 pk∑
pn−1=0

∑
σ

S1
nΣ

µσp1
n+1−p1

S1
n+1−p1

Σ
µσp2
n+2−p2

S1
n+2−p2

× · · ·

· · · × Σ
µσpn−1
2n−1−pn−1

S1
2n−1−pn−1

(A + B)
µ

I\
⋃n−1

s=1 σps , (50)

где суммирование ведется по всем возможным подмножествам σpk
, удовлетво-

ряющим условиям ♯ σpk
= pk , σpk

⊂ (I2n \ I2(n−k)) \ (∪k−1
j=1σpj ) и σpk

(i) > σpk
(j) для

всех i, j ∈ {1, . . . , k} таких, что i > j .

Для доказательства равенства (50) нужно несколько раз применить формулу (48).

Предложение 19. Пусть I – некоторый набор индексов, тогда

Υ(A + B)µI 11 = ΥΣµI

0 11 = Σ̂µI

0 . (51)

Это утверждение следует из определения операторов. На последнем этапе нужно
подействовать оператором (50) на единицу и затем умножить справа на оператор Υ.

С учетом полученных результатов сформулируем окончательную теорему.

Теорема 2. Пусть µ2k−1 = µ2k для всех k ∈ {1, . . . , n}, тогда

an(x, x) =
2∑

p1=0

4−p1∑
p2=0

. . .

2(n−1)−
∑n−2

k=1 pk∑
pn−1=0

∑
σ

Σ̂
µσp1
n+1−p1

n + 1− p1

Σ̂
µσp2
n+2−p2

n + 2− p2
× · · ·

· · · ×
Σ̂

µσpn−1
2n−1−pn−1

2n− 1− pn−1

Σ̂
µ

I\
⋃n−1

s=1 σps

0

n
, (52)

где суммирование по σ подчиняется правилам, описанным в предложении 18.

6.7. Третий порядок. В качестве примера рассчитаем результаты в третьем
порядке, которые впервые были получены в работе [8]. Для этого следует восполь-
зоваться формулами (44), (46) и (52), адаптированными для конкретного случая:

a3(x, x) =
2∑

p1=0

4−p1∑
p2=0

∑
σ

Σ̂
µσp1
4−p1

4− p1

Σ̂
µσp2
5−p2

5− p2

Σ̂
µ

I\
⋃2

s=1 σps

0

3
. (53)

Для упрощения вычислений заметим, что имеют место соотношения

(x− y)νFνµ(x)
∣∣
y=x

= 0, Fµµ(x) = 0 (54)

и оператор Ŝµνττ
l симметричен по индексам µ и ν.

С учетом последних замечаний ненулевой вклад дают слагаемые с p1 = p2 = 0
и p1 = 0, p2 = 3, поэтому формула (53) приобретает вид

a3(x, x) =
1
60

Σ̂µµττνν
0 +

1
12

(Σ̂µµτ
2 Σ̂τνν

0 + Σ̂µττ
2 Σ̂µνν

0 ). (55)
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Из этого выражения и формулы (44) следует, что

Σ̂µµττνν
0 =

4
3
∇µFτν(x)∇µFτν(x) +

2
3
∇µFµν(x)∇τFτν(x) +

+
2
3
Fτν(x)∇µ∇µFτν(x) +

4
3
∇µ∇µFτν(x)Fτν(x)− 2Fτµ(x)Fµν(x)Fντ (x) (56)

и
Σ̂µµτ

2 Σ̂τνν
0 + Σ̂µττ

2 Σ̂µνν
0 = − 1

15
∇µFµν(x)∇τFτν(x). (57)

Таким образом, после подстановки выражений (56) и (57) в (55) окончательная фор-
мула записывается как

a3(x, x) =
1
45
∇µFτν(x)∇µFτν(x) +

1
180

∇µFµν(x)∇τFτν(x) +

+
1
90

Fτν(x)∇µ∇µFτν(x) +
1
45
∇µ∇µFτν(x)Fτν(x)− 1

30
Fτµ(x)Fµν(x)Fντ (x);

отсюда после взятия следа и интегрирования получается стандартный ответ.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Обратная P-экспонента

Пусть χx1>···>xk
– индикаторная функция множества

{(x1, . . . , xk) ∈ Rk : x1 > · · · > xk} при k > 1

и χx1>···>xk
≡ 1 при k = 1. Пусть функция ℵ задается формулой

ℵ(x1, . . . , xk) =
k∑

n=1

∑
k1+···+kn=k

(−1)nχx1>···>xk
. . . χxk1+···+kn−1+1>···>xkn

. (58)

Используя метод математической индукции, можно доказать следующие леммы.

Лемма 1. Пусть cn(x1, . . . , xn) = χx1>···>xn
при n > 1 и c0 = 1 и при n > 1

выполнены соотношения

dn(x1, . . . , xn) = −cn(x1, . . . , xn)−
n−1∑
k=1

dn−k(x1, . . . , xn−k)ck(xn−k+1, . . . , xn). (59)

Тогда dn(x1, . . . , xn) = ℵ(x1, . . . , xn) для n > 1.

Лемма 2. Справедливо равенство ℵ(x1, . . . , xn) = (−1)nχx16···6xn .

Доказательство. Для k = 1 формула очевидна. Пусть она верна для n = k−1,
тогда для n = k

ℵ(x1, . . . , xn) = −
( n∑

k=1

(−1)n−kχx16···6xn−k
χxn−k+1>···>xn

)
.

Но

χy16···6yn−1χyn − χy16···6yn−2χyn−1>yn = χy16···6yn − χy16···6yn−2χyn−2>···>yn
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и при 2 6 j 6 n− 1

χy16···6yn−j
χyn−j>···>yn

− χy16···6yn−j−1χyn−j>···>yn
= χy16···6yn−j−1χyn−j−1>...>yn

,

что завершает доказательство.

Для нахождения обратного оператора можно рассмотреть (12) как ряд по фоново-
му полю. Действительно, после преобразования Bµ(y) → pBµ(y), где p – некоторая
варьируемая величина, оператор разлагается в ряд:

Φ(x, y) = 1 +
∞∑

n=1

pnan, an = an(B, x, y). (60)

Аналогичный вид имеет анзац для обратного оператора:

Φ−1(x, y) = 1 +
∞∑

n=1

pnbn, bn = bn(B, x, y). (61)

Из равенства Φ−1(x, y)Φ(x, y) = 1 следует система рекуррентных соотношений

bn = −an −
n−1∑
k=1

bn−kak, n > 1, (62)

откуда с учетом определения 1 и лемм 1 и 2 вытекает, что Φ−1(x, y) = Φ(y, x).
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