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УДК 517.956.4 

Е. А. Б А Д Е Р К О 

О «ПОЧТИ» М О Д Е Л Ь Н О Й К Р А Е В О Й З А Д А Ч Е 
Д Л Я П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я ВЫСОКОГО П О Р Я Д К А 

Рассматривается параболический оператор порядка 2т (т — про­
извольное натуральное число) с вещественными постоянными коэффи­
циентами 

^ = £ > , + ( -1)™ £ akD\ 
\k\=2m 

где Dt=^ D=(DU . . . , D n ) , 0,=Ох=-~9 k=(ku . . . , ftn), \k\ = 

= & i + . . .-fW, Dk—Di ••• Dn , причем s£{o)= £ ahok^80\o\2™, 
\k\ = 2m 

сгб/?71, для некоторого 6 o > 0 . 
В слое Q r = / ? n x ( 0 , T) ( Г > 0 фиксировано) выделяется полуогра­

ниченная область Q+={(x, t)£QT\xn>X(t)} с негладкой боковой гра­
ницей 2 T = { ( x , t)QQT\xn=X(t)}y где X — непрерывная на [0, Т] функ­
ция, удовлетворяющая условию Гёльдера: 

- р ' ^ t - ' ^ l ' 1 (0 .1, 

t, Ц-АЩО,Т) l i 

число г указано ниже в (0.6). 
Пусть Q T =Rn~lX (0, Г), х'=(хи . . . , j t n - i ) , k'=(ku . . . , ftn-i), 

<хб(0, 1). Следуя [1, с. 705], через. //*+<*> (*+«>/2™(Йг) при 0 ^ s ^ 2 r a — 1 

обозначаем класс функций -фу непрерывных в QT вместе со всеми произ­
водными Dk'^ при \k'\ ^ 5 , и с конечной нормой 

1*12!°>в 2 { s u p \D*w,t)\+ 

t-\ \Dk'^(x\ t+M)-Dk'^{x', 0 1 J 
(*', t), (x', t+At)ZQ'T 

• S U P I А / I ( s - l f t ' l + a ) / 2 m Г ~ -
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2 \D^(x'+Ax', t)-Db'${x', t)\ 
SUP Г д р ^ — • 

\k'\=s (xf, t), (x'+Aor, 0 6 Q ' T

 1 1 

Рассматриваются граничные операторы с вещественными постоян­
ными коэффициентами 

^ = Д ? ( £ > ) = 2 bjkDk, / = 0 , m - 1 , 0 ^ г 0 < . . . < r m _ ] ^ 2 m - l , 

удовлетворяющие условию дополнительности (см. [1, с. 700; 2, с. 355] 
или (1.12) настоящей работы). 

Ставится задача отыскания классического решения уравнения 

2<и=0 в Q T (0.2) 

с начальным 

и(ху 0 ) = 0 , х 'бЯ"" 1 , х п ^ Х ( 0 ) , (0.3) 

и граничными условиями 

ЗДу =г|ъ-, / = 0 , m - 1 , в Q T , (0.4) 

где 

^ • б Я 2 т ~ г ~ 1 + а ' i - ( ^ - + i - a ) / 2 m (Q^ ^ / = о , m - 1 ; (0.5) 
о 

/ / s + a , ( S + a ) / 2 m ( Q ^ ) _ множество функций из Hs+a> (s+aV2m(Q'T ) , обращаю-
0 
щихся в нуль при t=0; ^§JU\^ —предельные значения 3&jti на 2т , 

полученные предельным переходом «изнутри» Q + В условии (0.1) те­
перь полагаем 

г=т\п {го, 2 т — 2 } . (0.6) 

Поставленная задача (0.2) — (0.4) имеет специальный характер: при 
Х = 0 она превращается в хорошо известную модельную задачу (см. 
[1, с. 710; 2, с. 352; 3, с. 39], а в общем случае условия (0.1) ее можно 
рассматривать как «почти» модельную для перехода к решению задач 
в областях с негладкими боковыми границами. При этом негладкость 
боковой границы S T не позволяет воспользоваться методами, разрабо­
танными для цилиндрических областей. 

Если / г = 1 , m ^ l [4—6] или n ^ l , т = 1 , г 0 = 0 [7] , то решение за­
дачи (0.2) — (0.4) при условиях (0.1), (0.5) известно; оно строится мето­
дом теории потенциала. 

В общем случае также обратимся к этому методу, используя в каче­
стве компонент векторного ядра потенциала фундаментальное решение 
(ф. р.) уравнения (0.2) и некоторые его интегральные преобразования. 
Для решения возникающей при этом системы интегральных уравнений 
вводим специальный интегро-дифференциальный оператор <§, играющий 
роль регуляризатора системы. 

Пусть v6[0, 1), (х, t)£R«xR\ # + = ( 0 , + о о ) , и 

Zv(xy t) = {2n)~n j" (—/a n ) " v exp (ixo—A(o)t)do; (0.7) 

под v-й степенью комплексного числа z понимается ветвь z v l = 
= = | £ | v e x p ( t v a r g z ) , —n<avgz^n. Полагаем 
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Vs=sa/m, 5 = 0 , га—1, а — и з (0.1), (0.8) 

Z = (Z v o , . . . , Z V m l ) . 
Будет доказана 
Т е о р е м а . Яри условиях (0.1), (0.5) для задачи (0.2) —(0.4) суще-

ствует классическое решение и, непрерывное в tit, имеющее вид обоб­
щенного параболического потенциала 

t 
и(х, / ) = ' J d x ' J ф ( Б / , %)Z(lx'-l\ хп-Х{%)), t-x)dl\ (0.9) 

0 Rn-

где плотность ф = ( ф 0 , . . . , ф т - i ) есть решение системы интегральных 
уравнений Вольтерра: 

m - 1 t 

Y/Po(*', 0 + 2 j Л J <МГ, T)&}(DX)ZVS ( ( * ' - £ ' , X(t)-
s = 0 0 n - 1 

c ) d i ' = i M * ' . 0 . (*'> t)£Q'T, j=0, m - 1 , (0.10) 

где Y J = 0 , если / = 0 , m—2, 

_ f 0, если Г щ - ^ г т — 2 , v 

Y m _ 1 I (—l )«6o ' /2a 0 , если /•„„_!=2m—l, ( * 

(20 = ^ ( 0 , ••• , 0, 2 m ) , Ьо = bm—\ (o, ... , 0, 2 m - l ) . 

В пп. 1 и 2 излагаются вспомогательные построения; в п. 3 прово­
дится доказательство теоремы. 

Всюду буквами С и с обозначаем положительные постоянные, кон­
кретный вид которых нас не интересует, зависящие, быть может, от 6о , 
Т, п, га, a, [^jr, а и от коэффициентов в (0.2), (0.4). 

1. Об условии дополнительности для граничных операторов. Функ­
ция Z 0 из (0.7) есть ф. р. для уравнения (0.2) (см. [2, с. 44]) , а для ZVs 

при 5 = 1 , га—1 справедлива формула 

ZVs(x, /)=Г" 1Ы J X-^sZo((x', хп+К)7 t)dK (1.1) 
о 

(х, t)£RnxR+, где T(vs)—гамма-функция Эйлера. Отсюда, учитывая 
оценки для ф. р., имеем 

\D*D*ZVe(x, t) I ^CN,kt-v™»+^+n-Vs)/*™exv (1.2) 

(*', t)GRn~lxR+, Xn^O; N9 \k\^0, 5 = 0 , га—1; q = 2m/(2m— 1) (оценки 
(1.2) верны и, если хп^— etl/2m, для произвольного е > 0 с постоянными 
CJV, k, зависящими от г). 

Для о' и комплексных р, удовлетворяющих условию 

- а ' б Д * - 1 , R e p ^ O , | а ' | + | Р | ^ 0 > (1.3) 

рассмотрим систему функций 

ZVs(xn; о', р) = (2л)~1 J ( — i e n ) - v s [ p + s & ( o ) ] - 1 exp(ixnOn)den, (1.4) 

Хп^О, 5 = 0, га—1, полученную из (0.7) преобразованиями Фурье по хг 

и Лапласа по t. 
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Л е м м а 1. Для любых о', р, удовлетворяющих (1.3), система (1.4) 
составляет базис в пространстве решений уравнения 

[p+sl(o'9 -iDn]v=Oy Xn>0, (1.5) 

для которых 

v->0 при Хп-^+ОО. (1.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что Z V S удовлетворяют (1.5) и (1.6) f 

легко следует из (1.4) и (1.2). 
Покажем, что эти функции линейно независимы. Предположим об­

ратное. Тогда для некоторых а', /?, удовлетворяющих (1.3), существуют 
m-1 2 

постоянные Kj, 23 Kj ¥=0, такие, что 
j = o 

m—l 

Z KjDn Z V s (0 ; a / , p) = 0 , s=09 m - 1 . (1.7) 
3=0 

Положим 
m—l 

rj(xn) = 2 2 KjD3

n U{xn\ a ' , p) 
j = o 

и докажем тождество 
v(xn)=0, Xn^O, (1.8) 

противоречащее линейной независимости функций DnZo(xn\ в', р), 

/ = 0 , m—l [2, с. 360]. Пусть zu / = 1 , Ly различные ап — корни кратно­
сти hi уравнения (а', —шп) = 0 с отрицательной вещественной 
частью. Функция v, будучи решением (1.5), (1.6), представляется фор­
мулой 

v{xn)= £ е х р ( % ) 23 # ? f f t *n> X n ^ 0 ' ( L 9 ) 

z = i л = о 

K*h — постоянные. Кроме того, в силу (1.1) и (1.7), v удовлетворяет 
условиям 

0(0) =0, 

j" k-l+*.v(7J)dK=0, s=l9 m—l. (1.10) 
о 

Подставляя (1.9) в (1.10), получаем однородную алгебраическую си­
стему для определения коэффициентов K*h, определитель которой отли­
чен от нуля, откуда и вытекает (1.8). Лемма доказана. 

Введем обозначения 

Fja(o'9 р) = (2я)~ 1 J Дз№){—Мп)-ъ[р+&(о)]-1&П9 s = l , m - 1 , 
— о о 

^ W , р),^у,+ (2я) - 1 J J?/ (io)[p+M(o)]-ldon, 

д 
где YJ из (0.11), 3Sj (io) =Я5 (ia) +im~lyj -— Ж (a) . 

OGn 
В силу леммы 1 условию дополнительности для задачи (0.2) — (0.4) 
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может быть дана эквивалентная формулировка: для любых а', р, удов­
летворяющих (1.3), 

det\\Fjs(o\ р)\\™:10фО, (1.12) 

где FjS заданы посредством (1.11). 
Заметим, что условие (1.12) в действительности не зависит от усло­

вия (0.1), так как а, входящее через (0.8) в (1.11), может быть заме­
нено любым фиксированным числом из интервала (0.1). 

2. Построение оператора <S. В силу условия (1.12) для мат­

рицы F(а', р) = \\Fjs(o\ р) ||™7=о существует обратная Т (а', р) = 
= \\Tsi(o'y р) \\™Т=0=Р~1(о\ р ) , элементы которой — аналитические функ­
ции по о' и р в области о ' б / ? п - 1 , R e p > 0 , и справедливы оценки 

1 М < Л p)\<C(\a/\2+\p\^)m-(rl+i-^)/2; s > / = о , m - 1 . (2.1) 

Через Rsi обозначим результат последовательного применения об­
ратных преобразований Лапласа и Фурье к функциям Rsi{o\ р) = 

s s {e'2m+P)-2+ri/2mTsi{o\ р ) , т. е. 

+°° 

Rsi(x\ t) = {2n)~n j* exp(ix'o')do' J Rsi(o',,p) exp [{po+ipi)t]dpu 

; p 0 > 0 . (*', t)eRn~lxR+; s, / = 0 , m—l. В силу оценок (2.1) 

\D*D*'R8l(x', t) | < С ^ , ^ / - ^ л г + 1 ^ 1 + ^ - 2 + ^ > / 2 т е х р ( — c N , k ' \ x ' \ i t - z / 2 m ) , 
(2.2) 

(*', t)£R^xR+; N, \k'\^0. 

Пусть Jl — дифференциальный оператор вида Jt=Dt+{ — \)ШХ 
n-l 

X ( XI ) m и G —ф.р . уравнения Jtu=0, т. е. 

G(x\ t) = (2n)-n^ J * exp (ix'o'—o'2mt)do', (*', 0 G # n - l X / ? V 

Полагаем Hsl(x\ t) =J{Rsi{x', t), если r / = 0 ; Я в /(*', f) з з Г - 1 (r//2m) X 
t 

XJt\ {t-i)-^ii2™dx \ G{x'-l',t-%)Rsi(l\x)di', если 1 < n < 2 m — 
д п - 1 

— 1; (*', ^^R^xR^. Введенные функции используем дальше в качест­
ве элементов матричного ядра 

H(x',t) = \\H8i(x',t)\\ZTLo (2.3) 

регуляризатора & (см. ниже (2.8)). Они обладают свойствами: 

1) |Z)f Dh'Hsi(x\ t)\^t~W2™ (правая часть (2.2)), (2.4) 

(*', t)£Rn~lxR+, N, | * ' | > 0 ; 

2) если 

F j e ( * ' , / ) « а д , в ( ( * ' , 0) , t)t F(x'9 t)=\\Fjs(x', O l i r i o (2.5) 
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# O m - l 0 • • . 0 
0 0 

# O m - l 0 • • . 0 
0 0 

Я 1 = 
0 0 

#m—1 m—l 0 . . 0 
#00 . . # 0 m - l 

то справедливы соотношения 
t 

ym-XW(x', t) + j dx \ H(x'-Z,t-T)F(l',T)dZ= 

= Y m _ ^ ( ^ , /)+ \dx J F ( x ' - E ' , t-x)H{i\ %)dl'=IG(x'9 0 , (2.6) 

где / — единичная матрица, (x\ t)£Rn-lxR+; 
3) для любого k' такого, что \k'\ ^ 2 m — l , 

J ( х , ) * ' Я в / « 0 ^ / = A - / , f t ' ^ 1 + ( r « + 1 + l * ' , - v ' ) / 2 m , (2.7) 

/ > 0 , s, / = 0 , m—1, /i s;, — постоянные. 
Введем интегро-дифференциальный оператор &, действующий на 

функции \ | ) = ( i f o , г р т - i ) , определенные в Q'T, по правилу 

t 

(<g» (*', 0 =М \ dr\ I Hix'^y^t-^iy'^^dy',. (x'9t)£Q'r. (2.8) 
0 Rn-l 

Л е м м а 2. Если t|> из /сласш (0.5), то &8^Н^\ ( а-^/ 2™(<Э£,), s = 

= 0 , m—l, где <8Vi|) — компоненты вектора (2.8). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функции 

t 

Wsj(x\ t)=^Jl\dx\ J H8j{x'-y', t-i\)ty(y'> 4)dy'> 5> / = 0 , m - 1 , 
0 H n - i 

и докажем справедливость в оценок 

1 (*', /) I < С I I ( 2 m - r r 1 4 - a ) / ( a - v s ) / 2 m < (2.9) 

T 

| ¥ e j ( * ' + A x ' , ^ - ^ ( J K ' , O I ^ C ^ i l ^ i - ^ I A ^ I ^ . , (2.10) 
QT 

\Ч?8з(х', t+At)—W8j(x', t) I ^ С I ̂  I (Sm-rj-l+a) | (a -v . ) /2m e ( 2.Ц) 

В самом деле, в силу (2.7) и (0.5) имеем 
2171-7̂ —1 

Wsj(x'9t)= 2 / -Ж^+1-^)/2т ^ hsj, *D*4|>;(*'> 0 + 
/=0 1И=* 

+ j d t i J nsi(x'-y', t-^fjix', t; y', r))dy', (2.12) 
о Rn-l 
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где hsj, w — постоянные, BSd{x\ t)==J(Hsj(x\ t) и 

fi(x'>t; у', ц)=$3(у\ r j ) - 2 ~ [ 2 (y~Xi)DiJ ^{x\ t). 
1=0 ' 2 = 1 

откуда, учитывая (2.4) и (0.5), получаем (2.9). 
В силу (0.5) оценку (2.10) достаточно доказать для интеграла в 

(2.12), который обозначим через E8j(x', t). Считая 0 < ( A x / ) 2 m < ^ , пола­
гаем 

Esj(x'+Ax'yt)-Esj(x',t) = 
i t 

= 2 J dn J Rs5{x'+iAx'-y'9 t-4)fd{x'+iAx\ t; y\ y\)dy'+ 
i = = ° t-(Ax')2m Rn~l 

t-^x>)2m 

0 Rn-l 

откуда, оценивая отдельно каждое слагаемое, получаем (2.10). Оценка 
(2.11) доказывается аналогично. Лемма доказана. 

Рассмотрим интегральный оператор / , действующий на функции ср= 
= (фо, . . . , ф т - i ) , определенные в й ^ , по правилу 

t 
( / Ф ) (*', 0 = Y m - i O ° ( ^ , t) + J* dr\ j* ^ (* ' -* / ' , <-тО<р($,', V)dy', (2.13) 

где Ф ° = ( 0 , 0, ф 0 ) .Если 

ф 5 б Я « - ^ ( « - ^ ) / 2 ш ( й / ) f s = = o , m - 1 , (2.14) 
о 

то компоненты вектора (2.13) принадлежат классу (0.5). Поэтому из; 
(2.6) и леммы 2 получаем 

С л е д с т в и е . Если ф из класса (2.14) и ^ из класса (0.5), то 

<Г/ф=ф и ЛГг|)Е=\|) в Q' T. (2.15) 

3. Доказательство теоремы. Ищем решение поставленной задачи 
(0.2) — (0.4) в виде потенциала (0.9), предполагая, что плотность ф иа 

класса (2.14). Потенциал (0.9) непрерывен в Q+, удовлетворяет урав­
нению (0.2) и начальному условию (0.3). Из граничных условий (0.4) 
для неизвестной ф получаем систему интегральных уравнений (0.10). 
Пусть Vj8(x', t, %)=%dZVs{(x\ X{t)-X(%))9 t-x)-$jZVs((x\ 0) , t-x) 

и VsHVjellTeio. Систему (0.10) (см. (2.13)) можно переписать в виде 
t 

(/Ф) (х'9 t)+$d% J V(x'-l', t, т ) Ф ( Г , r)dt' = q(x\ t). (3.1) 
0 д Я - 1 

В силу условий (0.1) и (0.5) обе части (3.1) принадлежат классу (0.5). 
Применяя к ним оператор & из (2.8), получаем на основании (2.15) 
эквивалентную (3.1) систему уравнений Вольтерра второго рода 

t 

<р(х', 0 + J dx J К(х', t; Г, т ) Ф ( | ' , x)dl'=W(x', t), (3.2). 
0 Rn-
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(*', О б а ; , где К(х\ t; 1\ т ) -

иГх-,* J * ! j H(x'-y<,t-r))V(y'-l'9 л, T ) d ^ , 0 = ( « Ч ) ( * ' , 0 . 
x д п - 1 

Элементы ядра /С имеют слабую особенность: \Ksi(x', t\ т) | ^ 
= ^ С ( £ — T ) - i - ( n - i - a + v e ) / 2 m е х р ( — с ) * ' — T ) - « / 2 m ) , поэтому решение 
системы (3.2) может быть найдено методом последовательных прибли­
жений, и, используя лемму 2, можно проверить, что это решение при­
надлежит классу (2.14). Подставляя его в потенциал (0.9), получаем 
окончательно утверждение теоремы. 

Автор признателен А. В. Бицадзе и В. А. Ильину за полезные обсуж­
дения. 
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УДК 517.954 

К. Б. БАЙКУЗИЕВ 

ОБ О Д Н О Й СИСТЕМЕ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
С О П Е Р А Т О Р Н Ы М И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Пусть Я — сепарабельное гильбертово пространство, L — положи­
тельный самосопряженный оператор в Я с дискретным спектром. 

Рассмотрим на отрезке (0, Т) систему уравнений 

U" (t) - (LU) (t) = щи (t) -P2V (t), 
(1.1) 

v" (t) + (Lv) (t) = \x2u (t) +\iiv (t) 

со следующими условиями на концах отрезка: 
и(0)=<р, v(0)=g, и(Т)=ъ ^ ( 0 ) = f , (1.2) 

где ф, g, г|>, /6Я . 
Пусть (•, •) — скалярное произведение в Я , D(A) — область опре­

деления оператора А. 
Абстрактные функции u(t), У ( / ) 6 С ( ( 0 , Г ) ; Я ) назовем слабым ре­

шением задачи (1.1), (1.2), если для любого h£D(L) функции p{t) = 
= (u(t), h), q(t) = (v(t), h) принадлежат классу C 2 [0 , T] и удовлетво­
ряют следующим равенствам: 

p"it)-(u(t), 1 Л ) = | м р ( 0 - | * 2 < 7 ( * ) , 
(1.3) 

q"(t).+ (v(t), Lh)=lx2p(t)+M(t) 

29 


