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1. В банаховом п р о с т р а н с т в е Е рассматривается задача 

u\t) 4- {k/t)u(t) = Att(t), * > 0, (1) 

и(0) = w 0, tt'(O) = 0, (2) 

с з амкнутым плотно определенным оператором А (А — к(к)) и действительным параметром к > 0. 
О п р е д е л е н и е 1. Решением уравнения (1) называется функция u(t), которая при t > 0 д в а ж д ы сильно 

непрерывно дифференцируема, принимает значения, принадлежащие области определения © ( А ) , и удовлетво­
ряет э т о м у уравнению. 

О п р е д е л е н и е 2. Задача (1 ) , (2) называется равномерно корректной, если с у щ е с т в у ю т заданная на Е, 
к о м м у т и р у ю щ а я с А операторная функция Y*( t ) и числа М > 1, ш > 0 такие, ч т о для л ю б о г о ио (Е Ш>(А) 
функция Yk(t)uo является ее единственным решением и при э т о м 

\\Yk(t)\\ < М exp(wt). . (з) 

Функция Yk(t) называется операторной функцией Бесселя, а множество операторов, для к о т о р ы х задача (1 ) , 
(2) равномерна корректна , обозначим через <В*. 

Как доказано в [1], задача (1 ) , (2) будет равномерно корректной, если, например, оператор А является 
генератором операторной косинус-функции [1] (по поводу терминологии см . [2]). Операторная функция Бессе­
ля играет для задачи ( 1 ) , (2) т а к у ю же роль, как операторная косинус-функция для абстрактного волнового 
уравнения. О т м е т и м также , ч т о м н о ж е с т в о операторов, для к о т о р ы х задача ( 1 ) , (2) равномерно корректна, 
шире множества генераторов операторной косинус-функции, т . е . Go С G*. Покажем теперь, как операторная 
функция Бесселя м о ж е т б ы т ь использована при построении полугрупп и абстрактного аналога преобразования 
Гильберта . 

Т е о р е м а 1. Оператор А, для которого задача (1), (2) равномерно корректна, является генератором 
полугруппы класса Со вида 

оо 

Т*(*)ио = = 2 ~ ' : Г - 1 ( ( 1 + к)/2)Г{к+Г>/2 J 3kexp(-s2/(4t))Yk{S)u0 ds. 

0 
2. В дальнейшем будем с ч и т а т ь , ч т о А <Е ОА и при э т о м в неравенстве (3) постоянная и — 0. Наряду с 

задачей (1 ) , (2) р а с с м о т р и м задачу Дирихле 

w"(t) + (m/t)w'(t) = ~ А - ш ( / ) ; (4) 

w(0) = ко, \\w(t)\\ < М ' (5) 

(неравенство (5) означает, ч т о с у щ е с т в у е т такая постоянная М > 0, ч т о оно выполняется для любого 
t £ [ 0 , оо ) ) , 

Т е о р е м а 2. Пусть ио 6 © ( А ) . Тогда при т < 1 функция 

оо 

Wn,,*(0«o - 2t1~"'-B-1(l/2 - m / 2 , 1 / 2 + k/2) j yk(t2 + y 2 ) ( m ~ k ) , 2 - 4 k ( y ) u o dy (6) 

0 
является единственным решением задачи Дирихле (4), (5). 

При — 1 < т < 1 определим операторную функцию ит,*("0 по формуле 

оо 

« W ( < ) « o = 2 В _ 1 ( 1 / 2 - т / 2 , 1 / 2 + k/2) j ук((1 - т)у2 - (1 + k)t2){t2 + < / 2 ) ( m - ' c ) / 2 " 2 ( Y f c ( 2 , ) - 1)и 0 dy. 

о 

1 2 8 
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Т е о р е м а 3. Пусть — 1 < m < 1 tt u q £ B ( A ) . Тогда при t > 0 справедливы равенства 

t m ( W w , * ( t ) u o ) ' = ^mtk(t)u0l (Wm,k{t)u0y = -tmWm,k(t)&U0. (7) 

З а м е ч а н и е . В частном, случае А = d2/dx2 формулы (7) означают р -аналитичность ( см . [3, с. 36]) при 
р z-t~m функции Vm,k{t)uQ(z) 4- iWm,k(t)u0(x) попеременной я 4-i t . 

Т е о р е м а 4. Если — 1 < т < 1 ?j 6 В ( А ) , mo существует lim ¥т ,к (<)мо = ~-H&(m)wo, где 

сю 

Н * ( т ) и о = 2(1 - m J B - ^ l ^ - 1 / т , 1/2 4- Аг/2) у 2 / m ~ 2 ( I - Y * ( y ) ) « o ety. (8) 

о 

С л е д с т в и е . При — 1 < m < 1 и « о G © ( А 2 ) функция ¥ т , * ( ^ ) « о является единственным решением 
задачи 

v"(t) ~ (m/t)w'(t) = -Ati>(t) , w ( 0 ) = - Н * ( т ) « 0 , l im w ( t ) = 0. 

При CJ = 0, 0 < а < 1 и «о € ©(А) с у ч е т о м теоремы 1 можно определить дробные степени [4, с. 357] 
оператора —А по формуле 

2 2 а + 1 Г ( а + &/2 + 1/2) / . _ 1 „ 2 а / , х ч _ 

и м ы получаем связь между дробной степенью оператора —А и оператором Н * ( т ) , а именно Н * ( т ) м о = 
= 2 т Г ( т / 2 + 1 / 2 ) Г - 1 ( 1 / 2 - т / 2 ) ( - А ) 1 / 2 " т / 2 « о . 

Следовательно [4, с. 366], для ио 6 © ( А 2 ) 

Mfc(/i)Hfc(ra)wo = 

= 2Г(1 - т/2 - ц/2)Т(т/2 + 1 / 2 ) Г ( д / 2 4- 1 / 2 ) ( Г ( т / 2 + ц/2)Т{1/2 - т / 2 ) Г ( 1 / 2 - м / 2 ) ) " 1 И к ( т 4- /* - 1 ) и 0 , 

где — 1 < га, /i < 1, т + / / > 0 , и 

И т Н / . ( ^ ) Н / . ( т ) и 0 - А м 0 . (9) 

З а м е ч а н и е . Если А = 1 2 , где 1 — г е н е р а т о р ограниченной группы T( i ) класса Со, т о 
оо 

M f c ( m ) « o = M o ( m ) w 0 = В " 1 (1/2 - m / 2 , 1 / 2 ) J я™" 1 (T(~-s) - Т ( з ) ) 1 « 0 ^ 

о 

(ср . с [5, 6]) является абстрактной формой обобщенного , если m ф 0, и обычного , если та = 0, преобразования 
Гильберта элемента банахова п р о с т р а н с т в а 1?хо, а равенство (9) представляет собой аналог формулы обраще­
ния для преобразования Гильберта . В случае, когда Е = Lp( —оо,ос), 1 < р < оо , и А = d2/dx2 4- (kjx)d/dx) 

оо 

Н * ( т ) « о ( я ) = 2(1 - m)B'i (1/2 - m/2, k/2 4- 1/2) J y m ' 2 ( l - T*)u0(x)dy, 

о 

7Г / v 

где T ^ ' u q ( x ) — B~1(k/2, 1/2) J гг0 ( y ^ 2 4- 3f2 — 2a ;ycos<pJ sin*""1 <fdip — оператор обобщенного сдвига (см. [7]). 

3. Еще одну полугруппу, связанную с Y/ . ( t ) , можно получить , когда в уравнении (4) постоянная m = 0 
(по-прежнему ш = 0 ) . 

Т е о р е м а 5. Замыкание оператора — Н*(0) = —( — А ) 1 ^ 2 является генератором равномерно ограничен­
ной полугруппы ¥?otk(i) (см, формулу (6)) класса C q . аналитически продолжаемой в некоторый сектор 
комплексной плоскости. 

4. Если Ai , А2 € Go, т о , вообще говоря, оператор Ai 4 -А2 (или его замыкание) не принадлежит Go даже 
в случае, когда они к о м м у т и р у ю т ( см . [2]). 

Множество , к о т о р о м у принадлежит с у м м а к о м м у т и р у ю щ и х операторов из G«, А; > 0, устанавливает 
Т е о р е м а 6. Пусть А, Е &кц кг > 0, г = 1, . , . , -д, при г j Y ^ . ^ A j ) ?i Aj ) коммутируют на 

п п п 

В — Р | B ( A t ) В — Е. Тогда замыкание оператора А — ]Р А г принадлежит для & = тг — 1 -j- ]Р кг и при 

этом 

Yk(t,A)u0 = w ' i / Д »** Y f c . ( i » i , A i ) « 0 . (10) 

n 1 = 1 

где П = { | у | = 1, j f i , . . . , » „ > 0 } , <*.,* = ft Г ( ( Ь + l ) / 2 ) ^ / ( 2 " ~ 1 Г ( ( Х > + Я ) / 2 ) ) -
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С п о м о щ ь ю функции Yk(ti А) , задаваемой равенством (10) , по формуле (8) определяется абстрактный аналог 
многомерного преобразования Гильберта . 

А в т о р благодарен участникам семинара под руководством Е. й . Моисеева за внимание к работе . 
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