
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 38, № 1 (1985) 

О ЧИСЛЕ ПРОСТЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ 
РЕКУРРЕНТНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

И. Е. Шпарлинский 
1. Рассмотрим линейную рекуррентную последова­

тельность U = (и (х)) целых чисел порядка п ;> 2, удов­
летворяющую уравнению 

и (х + п) = ап-хи (х + га — 1) + . . . + а0и (х), 
х = 1, 2, . . ., 

с целыми коэффициентами, а0 =#= 0. 
Обозначим через q (m) наибольший простой делитель, 

а через v (m) — число различных простых делителей це­
лого т (полагаем q (0) = оо, v (0) = оо) и для натураль­
ного N положим 

Q(N) = q(u(N)), <o(N) = y(l(Ziu(*))> 

*(A0 = « ( lG »(*)). 
где П* означает, что из произведения исключены нулевые 
сомножители. 

А. О. Гельфонд [1] доказал, что 
lim со (N) = оо (1) 
N-+oo 

(в этой и указанных далее работах на последовательность 
U накладывались некоторые естественные условия не­
вырожденности). В [2] при п = 2, а в [3] при любом 
п ;> 2 соотношение (1) было получено при более широ­
ких, чем в [1], предположениях и более элементарно. 
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В [4] доказано, что '*/.*• 
lim v (и (N)) = оо. 

2V->oo 

В дальнейшем с означает некоторую положительную 
постоянную, зависящую только от С/, в разных местах, 
вообще говоря, разную. Известна гипотеза, что при 
N -*~ оо 

Q{N)-> оо. (2) 

В [5] был сделан шаг в направлении этой гипотезы и до­
казано, что (2) выполняется для последовательности N 
с асимптотической плотностью 1. В [6] этот результат 
был усилен и доказано, что при тех же условиях соот­
ношение (2) можно заменить на неравенство Q (N) !> 
*> cN9 с некоторым р/> 0, а для более узкого класса 
последовательностей установлена оценка Q (N) ^ с In Nr 
справедливая при всех натуральных N. Кроме того, в [6] 
были получены оценки 

со (N) > cN\ p (N) > cN6n In N, 

где бп = (2"-з + I)"1. 
Здесь получены некоторые новые результаты о пове­

дении величин Q (N), б> (TV), P (N), а также некоторых 
других. При этом использованы оценки сумм характеров 
из [7] и один прием из [8]. 

Полученные результаты применяются к исследованию 
свойств числителей и знаменателей подходящих дробей 
некоторых квадратичных иррациональностей. 

2. Пусть р — простое число, (р, а0) = 1. Тогда най­
дутся такие натуральные хр <^ рп — 1 и tp | тр, назы­
ваемые периодом и приведенным периодом соответствен­
но, что 

и (х + тр) = и (х) (mod р), 
х = 1, 2,. . ., (3) 

и (х + tp) = g6u (x) (mod p), 

где d = Tp/tp, б = (р — l)/d, a g — некоторый перво­
образный корень по модулю р (см. [7, 9]). 

ЛЕММА 1. При всех целых а справедлива оценка 

12J"1 2 ^ е2лг^/Ре2я1ф2/^ | < рп/2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
I y i p _ 1 y i p е2ягФ1/ре2Я*Ф,/*р I _ 

I J_ yP -1 y d y<P e2jti%/pe^/fp I 
I d Z j x = l ^-Jv=i ^ Л = 1 I 

= J - I Ур'г Yd Vtp
 е2пШРе2пт/гр I = 

d | ^ J X = 1 ^ J v = i ^ - J ^ i I 

= _ L I У ^ " 1 У 1 ^ е2тф1/ре2Ягфе/Тр I ̂  n / 2 

где фх = Яи (я), ф2 = а^, фз = kgv6u (х), ф4 = Хи (х -\-
+ vL,), Фб = я (# + v£p), ф6 = adx, в силу леммы 2 
из [7]. 

Для натуральных М и L, ikf <^ L, обозначим через 
Гр (М, L) число решений сравнения 

u (L + а: — у) =='0 (mod р), 1 < х, у < М. 
ЛЕММА 2. Яри L + Л^ <^ tp справедлива оценка 

| Тр (L, М) - М2/р | < ikfj^/2-i. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1 имеем 

\TV(M, L) — МУр\ = ~\ V V в****/* == 

= J - I УР""Х У ' р
 еа«*%/Р V < P V M e 2 3 t i w 4 = 

Р*р | Z j x = 1 Z j z = 1 -£-Ja=l Z j * f y = i 1 
J l y < P y ^ 1 y ' p е 2 Ш-ф 8 / Р е2ягф 1 0/^ у М

 е2ягф11//р 

J _ у *P I у ^ у <Р е2я,ф8/ре2ягФ10/^ 
Ptp Z j a = i I Z j j , = i ^ - J Z = 1 

PK 
< 

< • ' 

, M I у е2Ягф2/*р р ^ 

< J-pn/2 У V I у eMWp\* =pn/2-lM, 

где ф7 = Xu (L + x — у), ф8 = Хи (z), ф9 = a (Z — L — 
— x + y), фю = az, фи = а (у — х). Лемма доказана. 

3. Всюду в дальнейшем будем рассматривать после­
довательности С/, содержащие только конечное число 
нулевых элементов, т. е. удовлетворяющие условию 

и (х) Ф 0, х > х0. (4) 
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Существует целый ряд работ, где это соотношение дока­
зывается для достаточно широких классов последова­
тельностей (см. [5, 9]). 

Простое число р будем называть делителем последо­
вательности С/, если р делит некоторый ее ненулевой эле­
мент и (х) Ф 0, и наименьшее такое х обозначим через 1Р. 

ТЕОРЕМА 1. Для любого делителя р последователь­
ности U справедлива оценка 

1р < срШ*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что 
Ip ^ tp ^ xv ^ РП ~~ 1- Поэтому при р <; а0 теорема 
очевидна. Пусть, далее, (р, а0) = 1. Положим М = 
= [(Тр — х0)/2], L = М + х0. Тогда при 1 < я , у < М 
выполнено неравенство х0^Ь + х — у^1р—1 и, 
следовательно, Тр (М, L) = 0. Применяя лемму 2, по­
лучаем М2/р < Мр71'2'1, Ж < рп?2, Iv < срп^. 

С л е д с т в и е 1. Если множество делителей после­
довательности U бесконечно, то для бесконечного множе­
ства натуральных N 

Q (N) > cWn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 1 Q (1р) > 

> р 2> dp, а в силу (4) и неравенства Inp <^ In | и (Ip) | ^ 
<^ dp получаем 1р ->• оо при р -> оо. 

С л е д с т в и е 2. Яслии(1) = 0, mo a (N) ^ с№п • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из(3) вытекает, что мно­
жество делителей последовательности U совпадает с мно­
жеством всех простых чисел. Сформулированная оценка 
вытекает теперь из теоремы 1 и асимптотического закона 
распределения простых чисел. 

С л е д с т в и е 3. Если и (1) = 0, то Р (N) > 
> cNVn, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем Р (N) > ceo (N) • 
. In со (N) > с№п. 

ТЕОРЕМА 2. Если и (1) = 0, то для бесконечного 
множества натуральных N 

v (и (N)) > с In N/ln In N. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий теоремы и со­

отношения (3) вытекает, что при любом целом к > 0 
и (1 + кхр) = и (1) Е= 0 (mod p). 
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Поэтому, обозначив 

где произведение распространено на первые г простых 
чисел, получим и (1 + Тг) == 0 (mod P r ) , следователь­
но, у (и ( 1 - f Tr)) > г. Далее, 

In Tr = 2'v=i l n T i v ^ Д К=1ln Pv < 6 Г 1 п Г ' 
г > с In T r / l n In Гг, 

тем самым теорема доказана. 
4. В заключение покажем, что полученные резуль­

таты могут быть применены к последовательностям 
числителей и знаменателей подходящих дробей квадратич­
ных иррациональностей, которые имеют чисто периоди­
ческую последовательность неполных частных (см., на­
пример, [10]). В самом деле, знаменатели указанных 
дробей удовлетворяют соотношению вида 

Q-i = 0» Яо = 1, 
Чх = ахЧх-1 + Ях-2-i X = 1, 2 , . . . . , 

где ах — периодическая последовательность целых чи­
сел с некоторым периодом т. Но тогда (см. [11]) они удов­
летворяют линейному рекуррентному уравнению с по­
стоянными коэффициентами порядка 2т. Таким образом, 
для них справедливы все доказанные в настоящей работе 
утверждения, в частности, 

v(n^f f , )>^- . 
Аналогичное верно и для последовательности числителей. 

Институт радиотехники Поступило 
и электроники АН СССР 27.06.83 
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