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Обозначим через S^ класс всех голоморфных однолист­
ных в единичном круге Е = {z: | z | <С 1} функций / (z) — 
— z + a]C+1zk+1 + a2h;+iZ2Ji+1 + . . ., удовлетворяющих в 
Е условию \f(z)\ < М, S f = SM , S~ = S. ' 

Вопрос о взаимном изменении начальных коэффициен­
тов в различных классах однолистных функций изучался 
многими авторами. Так, впервые И. Е. Базилевич [1] 
изучил взаимное изменение | а^.п |, | a2li+1 | в классе 5~ , 
а затем в [2] — взаимное изменение Re aft+1, Re a2fe+1 в 
классе £V при дополнительных условиях Im а^+1 = 
= Im a2/c+i = 0. Шеффер и Спенсер [3] исследовали взаим­
ное изменение а2, а3 в классе S. Хажинский и Яновский 
[4] нашли область взаимного изменения а2, а3 в классе 
SM. Многие из этих результатов обобщались в работах 
Тамми [5, 6]. 

В настоящей работе методами оптимального управле­
ния найдены множества значений систем функционалов 
h (/) = (Re ак+1, Im aft+1, Re a27c+1) и / 2 ( / ) '= (Re afc+i, 
Rea^+x) 5 классе 5 ^ , а также в более общем классе Sjf (a, у), 
введенном ниже, 0 <; a < 1, 0 ^ 7 ^ 1/(1 — а) , 
5Г (0, 0) = 5 f . Классы S f (a, у) при различных зна­
чениях параметров совпадают с классами функций, вве­
денных В. Я. Гутлянским [7]. 

Пусть С — класс всех голоморфных в круге Е функ­
ций р (z), р (z) = 1 + pxz + p2z2 + . . . - , удовлетворяю-
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щих в Е условию Re p (z) ^> 0. Обозначим через С (а, у), 
0 <^ а < 1, 0 ^ Y < ; 1/(1 — а) , класс всех функций 
h (z), h (z) = 1 + hxz + h2z2 + . . ., таких, что 

h(z) = Ti \~~],. +У, p(z)EEC. (1) 
v ' (1 — a) p (z) -j- a ' r v ' v ' 

Зафиксируем AT, 1 << AT < oo. Пусть С (a, 7, £) — класс 
всех функций h (z, t), определенных на множестве Е х 
X [0, In AT], удовлетворяющих условию h (•, t) ЕЕ С (а, у) 
для почти всех t ЕЕ Ю, In AT]; /г (w, •) измерима на [0, 
lnAf], w ЕЕ E. Обозначим через S3^ (a, у) класс функций 
f ЕЕ SK , которые можно представить в виде / (z) = AT-
•/ (z, In AT, fe), h ЕЕ: С (a, 7, £), где / (z, £, fe) — решение 
дифференциального уравнения 

J^-= — wh(w\ t), 0 < £ < l n A T , (2) 

с начальным условием w \t=.0 = z, z ЕЕ Е. S™ (a, 0) = Sa, 
ST (0, a) = 5 ( a ) , 5Г (0/(1 + Q), Q) = S (<?), <? > 1, где 
Sa, 5(a), S (Q) — классы функций, введенные В. Я. Гут-
лянским [7]. 

Пусть 0 < с с < 2 / 3 , 0 < у < 1/(1 - а ) , I2 + ту2 < 
<; 4 (1 — а) 2 (1 — у)2, Т0 — единственный на [—я/2, 
я/2] корень уравнения 

a I £ I • ч i i 
1 ' -sini-f-^——— | cos т I — ' ( Г - а) (1 - у) ""х " ' 1 - у 

— 2 (1 — 2а) e~tk sin т • | cos т | = 0; 
-ЛпМ S in ш 

uio (0 е~№ At, 
r.\n M 

/ ( £ , т)) = — -J uso (0 e-'k df; 

Ф1 (S, Л) = 1 Т 1 [ й 2 ^ ' Л) - '* & Л)] - „2 

\ 2 (1 — а) (1 — у) — - ^ - — -л w х е-2'Ч^; 
Jn \ 1 - V (1 — сх) (1 —7) / 

ф 2 (g, Л) = 1 + i [Я2 (g, г)) - Я (6, 11)] + 

+ J ^2(1-«)(1-т)—^—^„rd-T)) e~2/fecU; 
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Фз (5, П) = Ц^~ [i2 - Л2] In2 М -

Ф4 (Ь Г]) = A ± i [gs _ yf] 1П2 д/ + 

+ т L(1 - a ) ( 1 ~ W - -яг«) ~ (гг^гг^) - -т^т\. 
u10 (*) = 2 (1 — a) (1 — v) sin т0, 
н20 (t) = 2 (1 — a) (1 — v) cos т0. 

ТЕОРЕМА 1. Множество Dx значений системы функ­
ционалов /х (/) = (Re ak+1, Im %+1, Re а2&+1) ма классе 
S¥ (a, v), 0 < a < 2/3, 0 < у < 1/(1 — а), в параметри­
ческой форме определяется следующими условиями. 

Пусть 0 < v < l . Если | 2 + п2 < 4 (1 - а)2 (1 — 
- Y)2 /M2 , то 

Re ejt+i = I In M, (3) 
Im аш = т) In M, (4) 

Ф3 (6, Л) < Re a2ft+1 < Ф4 (I, ц). (5) 
£c*a 4 (1 - а)2 (1 - у)УМ2 < I2 + п2 < 4 (1 - а)2 • 

• (1 — Y)2, то 
Reaft+1 = R (g, n), (6) 

Im afc+1 = / (E, n), (7) 
Ф1 (1, Л) < Re a2)m < Ф2 (|, tj). (8) 

Яг/сть 1 < Y < 1/(1 - а). Если | 2 + TJ2 < 4 (1 — a)2 . 
• (1 - Y)2 /M2 , mo 

Re ak+1 = | In M, (9) 
Im ak+1 = r\ In M, (10) 

Ф4 (5, ti) < Re ал+1 < Ф3 (g, т|). (11) 
Если 4 (1 - a)2 (1 - Y)2 /M2 < g2 + TJ2 < 4 (1 - a)2 • 
• (1 — Y)2. mo 

Re at+1 = R (1, n), (12) 
Im ak+1 = I (l, T,), (13) 

Ф2 (I, Л) < Re a2*+1 < Фх ( | , ti). (14) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2) для Re afc+1, 
Im afc+1, Re a<&vl получим уравнения 

с\ъМ 
Re ak+1 = — ) e~tk Re h± (t) &t, (15) 

plnM „ 
Im afe+1 = — ) e'tk Im Ax (*) d*, (16) 

r»lnM г ,7 (*t 
Re ОЙ+1 = — \ (A + i) e-(ft Re Ax (*) \ e-« Re Ai (6) d0 — 

Jo L Jo 
— (A + 1) e"'fc Ira Ai (Q Ce"6* Im Ax (6) d0 + e"2'* Re h2 (*)] d*= 

= *± i (Re a t + 1 )« - Ц 1 (Imafc+1)2 - J *"e"»'* Re A2 (*) d*. 

(17) 

Из (1) легко получается оценка для кг: 
| Лх | < 2 (1 - а) | 1 - у I- (18) 

Пусть q (z) — произвольная функция класса С. С по­
мощью формулы из [8] 

п М — (2 + jp1 + ^(2 + Pi))gW + 2^ J p 1 + ^ ( A - 2 ) , 1 9 
PW— (2 + p1-z(2 + p1))q(z) + 2-p1-z(p1-2) * > 

устанавливается взаимно однозначное соответствие меж­
ду классом С и классом CVx функций р е= С с фиксиро­
ванным коэффициентом /?х = р' (0). Пользуясь равен­
ствами (1) и (19), получим 

max Re h2 = 
teC(a, Y) 

о л „ч/л лЛ (Refei)2-a (Imfa)» Q < v < л 
2(1 — a ) ( l — v ) - ( 1 _ a ) ( 1 _ _ 7 ) - i ^ 7 э U < ^ Y ^ 1 , 

- 2 ( l - a ) ( l - Y ) + ( 1 _ a ) ( 1 _ 7 ) + T — - , 

min Reu2 = 
/ ieC(a, Y) 

1 < Y < 1 / ( 1 — a ) . 
(20) 

_ 2 ( l ^ a ) ( l - Y ) + ( 1 _ a ) ( 1 _ 7 ) + T 7 r ^ r , U < Y < 1 . 

2Г1 a U l v) (Re/*i)3<* ( I m ^ ) 2 

Z(i — a ^ i Y; ( 1 _ a ) ( 1 _ Y ) i _ Y 
l < Y < l / ( l ~ a ) -

(21) 
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Формулы (18), (20), (21) описывают границу области G 
взаимного изменения Re hu Im hu Re h2, где /ix, h2 — 
начальные коэффициенты функций h ЕЕ С (а, у). 

Пусть сначала 0 <; у <; 1, а Ф 0. Для отыскания мно­
жества значений системы функционалов 1Х (/) будем ре­
шать задачу об экстремуме Re а2к+1 при фиксированном 
а,к+1. Начнем с задачи на min Re a2li+1 (#/m) no всем 
/ ЕЕ Sjf (а, у). Сформулируем ее как задачу оптимального 
управления. Пусть Re hx (t) = щ (t), Im h± (t) = u2 (£), 
Re h2 (t) = u3 (t), (щ (t), u2 (*), u3 (t)) tE G, 

x1{t) = — \^~tku1{t)&t, 

x2(t) = — } e~tku2(t)dt, 

*s (t) = - So [(A + 1) Щ (t) xx (t) e'tk — 

— (Л + 1) u2 (t) x2 (t) e~tk + u3 (t) e~2tk] &t. 

Два последних равенства можно записать в виде диффе­
ренциальных уравнений связи 

- ^ - = - M 0 e - ' * = / i , *i(0) = 0, (22) 

^ i i L = _ t t 8 ( « ) e - ' * = /g, xa(0) = 0., (23) 

^ i l L = _ ( u - b l ) a 1 ( f ) a . 1 ( f ) e - ' * + 
+ (Л + 1)м8(0а:а(/)в-'* + из(0в-8 '* = /8, жя(0) = 0. (24) 
Найдем минимум 

S lnikf 
[(fe + l)ui(^)^i(^)e- ' f c — 

plnM 
- (к + 1) u2 (t) x2 (t) e-tk + u3 (t) e-2tk] &t = \ /o &t (25) 

при наличии дифференциальных уравнений связи (22), 
(23), (24) и изопериметрических условий хх (In M) = 
= Re ак+1, х2 (In М) = Im а т , | afc+1 | < 2 (1 — а) -
• (1 - у) (1 - 1/М), где а = (щ (*), w2 (/), ^з (0) е 
Е б — измеримое управление. 

Компактность класса S^ (a, 7)» н а котором рассматри­
вается экстремальная задача, гарантирует существова­
ние экстремальной функции / , что, в свою очередь, обес­
печивает существование оптимального управления и. 
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Оптимальное управление и удовлетворяет принципу 
максимума Л. С. Понтрягина [9], т. е. при почти всех 
t ЕЕ [0, In M] доставляет максимум функции 

Н (*, и, \|5Ь г|)2, г|)8) = с0/о + W i + W 2 + 'Фз/з. 
с 0 < 0 , (26) 

где функции г|)х, г|э2, г|)3 являются решением сопряженной 
гамильтоновой системы. Для них получаем равенства 
4>i (0 = -со (к + 1) xl (t) + s, ^2 (t) = с0 (к + 1) х2 (*) + 
+ г, я|)3 (0 = с, с = const. Условие трансверсальности на 
правом конце приводит к равенству гр3 ( l n ^ 0 = 0> отку­
да следует, что я|)3 (0 = 0. Подставим г|)ь г|)2, я|з3 в (26). Ус­
ловие максимальности Я (£, и, г|)ь г|)2, ^ 3 ) при с0 = 0 приво­
дит к условию 

2 . ( 1 - « ) ( 1 - у ) 2 г ( 1 - . , ) ( 1 - у ) 
W Ys* + Г2 W | / > + Г2 

Если с0 < 0, то можно положить с0 = — 1 . Тогда формула 
(26) запишется в следующем виде: 
Н (*, и, Фъ Ч>2> Ч>8) = e-*tti (0 ((/с + 1) Xl (t) - $i (t)) -

-"е-**иа (0 ((/с + 1) *2 (0 + г|)2(*)) + е-**и8 (*)• 

Учитывая знак перед и3 (£), по формуле (20) найдем 
max Н (*, и, г|?1, г|)2, ̂ 3) = 

u3:ueG 
= е " < 4 (0 ((к + 1) а* (0 - Ь (*)) - a-tku2 (t) ((к + 1) х2 (t) 4-

+ ^2 (*)) + 2е~а№ (1 - а) (1 - у) - e-2(te - ^ -

.ц. аи? (<) 
~ е 2 ( 1 _ а ) ( 1 _ 7 ) - = Я 1 (*» "• ^ i ' Ч*' Ь)-

Таким образом, условие максимальности Нх (t, и, г^, г|)2, 
г|)3) приводит к условию 

^ , + * t _ ( i - « ) d - T ) 6 4 — ^ M x — y; 
2a 

(27) 
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U2(t)=\ Г1= о-^-Г, 

l ' i/^ + tf 
£2 + Л2 < 4 (1 - a)2 (1 - y)\ 

с переключателем £ = ln * ~7aH ~z^La Функции гг10 (£), 

2̂0 (0» Mio (0 + 2̂0 (0 = 4 (1 — а)2 (1 — у)2, доставляют 
абсолютный максимум функции Нг (t, и, г^, i|)2, г|)3). 

Учитывая, что t <^ In M, окончательно получаем, что 
каждому выбору параметров £, rj соответствует единствен­
ное управление и = (иг (t), и2 (t), u3 (£)), которое удовлет­
воряет принципу максимума Л. С. Понтрягина. Подстав­
ляя (27) в (15) и (16), получаем выражения (3), (4), (6), 
(7), а подставляя (27) в (17), получаем левые неравенства 
в (5) и (8). Убеждаясь, что каждой точке â +i соответст­
вует единственная точка (£, т\), £2 + т]2 <J 4 (1 — a)2 (l — 
— у)2, получаем, что найденное управление опти­
мальное. 

Перейдем к задаче на min Re а2к+1 (ал+i) по всем / ЕЕ 
ЕЕ Sjf (a, у). Сформулируем ее как задачу оптимального 
управления. Найти максимум (25) при наличии диффе­
ренциальных уравнений связи (22), (23), (24) и изопери-
метрических условий хг (In M) = Re %+1, х2 (In M) = 
= Im ак+1, | ак+1 | < 2 (1 - a) (1 - у) (1 - 1/М), где 
и = (иг (t)y и2 (t), u3 (t)) — измеримое управление. Су­
ществование оптимального управления, как и прежде, 
гарантируется компактностью класса Sjf (a, у). Опти­
мальное управление и доставляет максимум функ­
ции 
F (*, щ ф ь ф2, фз) = —с0/о + Фг/i + ф2/2 + ф3/з> со < °» 

(28) 
где функции фх, ф2, фз являются решением сопряженной 
гамильтоновой системы. Для них получаются равенства 
Ф1 (t) = с0(к + 1)хг (t) + т, ф2 (t) = —с0 (к + 1) х2 (t) + 
+ ni Фз (0 = С» С = const. Из условия трансверсаль­
ности на правом конце имеем ф3 (In M) = О, откуда сле­
дует, что фз (t) = 0. Подставим ф ь ф2, ф3 в (28). Условие 
максимальности F (t, и, ф ь ф2, ф3) при с0 = 0 приводит 
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к условию 

Если с0 < 0, то можно положить с0 = — 1 . Тогда формула 
(28) запишется в следующем виде: 
F ft, и, ф ь фа, ф3) - е-'*!*! (О ((/с + i)xx ft) — Ф1 ft)) — 

-е-«*иа (0 ((/с + 1) х2 ft) + ф2 ft)) - uz ft) e-*«*. 

Учитывая знак перед и3 ft)» п о формуле (21) запишем 
max F ft, и, ф1, ф2, фз) = e~'V ft) ((к + 1) #i ft) — q>i ft)) — 

- e-f*u, (0 ((k + 1) z2 (г) + cp2 (0) + 2e-»'k (1 - a) (1 - Y) -

- ^ ( l - a ) ( V - T ) - ^ " T r y = *<*• »• <*• Ф.. Фз)-

Таким образом, условие максимальности Fx ft, а, ф ь ф2, 
Фз) приводит к условию 

щ(0 = 
Ulo{t), t>ln*H=M=iL 

g = - g - m , 

(29) 
u2 (£) = 

№+* _ ( i _ a ) ( i _ v ) 

2̂0 ft)» t^lli 
2 (1 — g) (1 — V) ' 2a, 

V P + rp 
£2 + ri2 < 4 (1 - a)2 (1 - Y)2, 

с переключателем £ = ln—* " a ^ 7 ^ - . Функции w10 ft), 

2̂0 (0» Hio (0 + 2̂0 (0 = 4 (1 — a)2 (1 — v)2, доставляют 
абсолютный максимум функции Fx ft, гг, ф ь ф2, ф3). 

Учитывая, что t <^ In M, окончательно убеждаемся, 
что каждому выбору параметров | , г) соответствует един­
ственное управление гг, которое удовлетворяет принципу 
максимума Л. С. Понтрягина. Подставляя (29) в (15), 
(16), получаем выражения (3), (4), (6), (7), а подставляя 
(29) в (17), получаем правые неравенства в (5) и (8). 
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Убеждаясь, что каждой точке a ^ i соответствует един­
ственная точка (£, г|), I2 + т]2 < ; 4 (1 — а) 2 (1 — у2), по­
лучаем, что найденное управление оптимальное. 

Справедливость теоремы при a = 0 следует из воз­
можности перехода к пределу при а —> 0, обоснованной 
в [10]. Проводя аналогичные рассуждения с формулами 
(20), (21) при 1 <; у <; 1/(1 — а) , получаем формулы (9) — 
(14). Этим завершается доказательство теоремы. 

Ограничение а <; 2/3. возникает из-за неединственно­
сти при а е= (2/3, 1) представления и10, и20 по формулам 
(27), (29). 

Заменяя в доказательстве теоремы 1 граничное условие 
х2 (In М) = Im afr+i условием трансверсальности на пра­
вом конце г|:2 (In М) = 0, получаем уравнение 

ц = - (к + 1) \о е-«*иа (t) df, (30) 

где и2 (t) задается по формуле (27). Пусть л0 — един­
ственный на 

[— / 4 ( 1 — а2) (1 — у)2 — £2; У 4 (1 — а)2 (1 — у)2 — I2] 
корень уравнения (30). Тогда справедлива следующая 
теорема. 

ТЕОРЕМА 2. Множество D2 значений системы функ­
ционалов 12 (/) = (Re a/r+i, Re a2?2/c+i) ^# классе S^ (ос, 7), 
0 <^ a < ; 2/3, 0 <; 7 <^ 1/(1 — а) в параметрической фор­
ме определяется следу югцими условиями. 

Пусть 0 < 7 < 1. Если I2 + т|5 < 4 (1 - а) 2 (1 -
- у)21М2, то 

Re а/с+] = I In M , 

ф з (£, Ло) < R e «2fc+i < Ф4 (Б, Ло)-

Если 4 (1 - а) 2 (1 - у)2/М2 < £2 + г]2 < 4 (1 - а) 2 (1 -
- у)2, то 

Re ak+1 = R (£, т|0), 

Ф1 (£, Ло) < Re fl2fc+1 < Ф2 ( | , n0) . 

#2/стъ 1 < 7 < 1/(1 - p). Если I2 + т$ < 4 (1 -
- a)2 (1 - 7)2/M, mo 

Re afc+i = I In Af, Ф4 (g, Ло) < R e «г*+х < Ф 3 (Si Ло)-
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Ес4*Ж1'.Ц'а)Н?-у)*1№^ I2 + ri2, ^ 4 (1 - of (I -
— Y)2> rno 

- J W - a f r - r t ' - = /? ( | , По), 
Ф 2 (5 , Л о) < R e л . ^ , < Ф, (g, ло). 
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