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1. Введение. Система функций Уолша W = W0 = {𝑤𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 определяется
с помощью функций Радемахера 𝑟𝑘(𝑥) = sign sin 2𝑘+1𝜋𝑥 следующим образом [1].
Положим 𝑤0(𝑥) = 1. Представляя 𝑛 > 1 в виде двоичного разложения 𝑛 =

∑︀𝑘
𝑖=0 𝜀𝑖2𝑖,

где 𝜀𝑘 = 1 и 𝜀𝑖 ∈ {0, 1}, определим

𝑤𝑛(𝑥) =
𝑘∏︁

𝑖=0

(𝑟𝑖(𝑥))𝜀𝑖 . (1.1)

Введем в рассмотрение новую систему функций W𝑟, 𝑟 > 1, порожденную систе-
мой функций Уолша W (𝑥 ∈ [0, 1]):

𝑤𝑟,𝑘(𝑥) =
𝑥𝑘

𝑘!
, 0 6 𝑘 6 𝑟 − 1, (1.2)

𝑤𝑟,𝑘(𝑥) =
1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝑤𝑘−𝑟(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘 > 𝑟. (1.3)

Пусть 𝐿𝑝 – пространство функций, суммируемых на отрезке [0, 1], т.е.

𝐿𝑝 =
{︂

𝑓 :
∫︁ 1

0

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 < ∞
}︂

. (1.4)

Через 𝑊 𝑟
𝐿𝑝 , 𝑟 > 1, обозначим пространство Соболева, состоящее из непрерывно

дифференцируемых 𝑟 − 1 раз функций 𝑓 = 𝑓(𝑥), заданных на отрезке [0, 1], для
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которых 𝑓 (𝑟−1)(𝑥) абсолютно непрерывна, а 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝. Заметим, что W𝑟 ⊂ 𝑊 𝑟
𝐿1 при

любом 𝑟. В пространстве 𝑊 𝑟
𝐿2 определим скалярное произведение соболевского типа

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑓 (𝑠)(0)𝑔(𝑠)(0) +
∫︁ 1

0

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑔(𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡, (1.5)

которое превращает 𝑊 𝑟
𝐿2 в гильбертово пространство. Нетрудно показать (см. п. 2),

что ряд Фурье функции 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝐿2 по системе W𝑟 принимает следующий вид:

𝑓(𝑥) ∼
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑥𝑘

𝑘!
+

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝑐𝑟,𝑘(𝑓)𝑤𝑟,𝑘(𝑥), (1.6)

где

𝑐𝑟,𝑘 =
∫︁ 1

0

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑤𝑘−𝑟(𝑡) 𝑑𝑡.

Общая теория систем функций, ортогональных относительно соболевского ска-
лярного произведения вида (1.5) и порожденных классическими ортогональными
системами, разработана в работах Шарапудинова (см., например, [2]). В рабо-
тах [2]–[5] рассмотрены конкретные соболевские системы Φ𝑟, 𝑟 > 1, порожденные
различными классическими ортогональными системами: системой Хаара, системой
полиномов Чебышева, Лежандра, Якоби, Лагерра. Для функций из систем Φ𝑟 полу-
чены явные представления, исследованы их асимптотические свойства и изучены
аппроксимативные свойства частичных сумм рядов Фурье по указанным системам.
Аналогичные результаты получены и для систем, порожденных классическими дис-
кретными ортогональными системами, такими как система полиномов Чебышева
дискретной переменной [6], система полиномов Мейкснера [7], [8]. Нерассмотренной
оставалась ортогональная по Соболеву система функций W𝑟, порожденная системой
Уолша. Данная работа призвана частично восполнить этот пробел.

Основная цель работы заключается в исследовании вопроса о равномерной схо-
димости рядов Фурье по системе W𝑟 для функций 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟

𝐿𝑝 , 𝑝 > 1. Прежде всего,
отметим, что, применяя теорему 2.1, доказанную в общем случае в [2], к системе W𝑟,
можно получить следующее утверждение.

Утверждение 1. Система функций W𝑟 полна в 𝑊 𝑟
𝐿2 и ортонормирована отно-

сительно скалярного произведения (1.5).

В той же работе исследованы вопросы равномерной сходимости рядов Фурье по
системам, ортогональным относительно скалярных произведений вида (1.5), для
функций из пространств Соболева. Из теоремы 2.2 работы [2] вытекает следующее
утверждение.

Утверждение 2. Ряд Фурье по системе W𝑟 функции 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝐿2 равномерно на

[0, 1] сходится к 𝑓 .

Используя базисность системы Уолша в пространствах 𝐿𝑝, 𝑝 > 1, данное утвер-
ждение можно усилить, распространив его на более широкий класс функций – 𝑊 𝑟

𝐿𝑝 ,
𝑝 > 1.

Теорема 1. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝐿𝑝 , 𝑝 > 1, 𝑟 = 1, 2, . . . , ряд Фурье этой

функции по системе W𝑟 равномерно на [0, 1] сходится к 𝑓 .
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Отметим, что ряд Фурье по системе W𝑟 можно определить для любой функции
𝑓 ∈ 𝑊 𝑟

𝐿1 . В связи с этим возникает естественный вопрос о том, справедливо ли
утверждение теоремы 1 для случая 𝑝 = 1. Ответ на этот вопрос является основным
результатом настоящей статьи.

Теорема 2. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝐿1 , 𝑟 = 1, 2, . . . , ряд Фурье этой функции

по системе W𝑟 равномерно на [0, 1] сходится к 𝑓 .

2. Некоторые свойства систем функций W𝑟. Используя формулу диффе-
ренцирования под знаком интеграла [9; п. 509, с. 667], из (1.2) и (1.3) выводим

(𝑤𝑟,𝑘(𝑥))(𝜈) =

{︃
𝑤𝑟−𝜈,𝑘−𝜈(𝑥), 𝜈 6 min{𝑘, 𝑟},
0, 𝜈 > min{𝑘, 𝑟},

(2.1)

где полагаем 𝑤0,𝑘(𝑥) = 𝑤𝑘(𝑥), 𝑟 > 0, причем если 𝑘 > 𝑟 и 𝜈 > 𝑟, то равенство (2.1)
верно лишь почти всюду.

Покажем, что коэффициенты Фурье 𝑐𝑟,𝑘(𝑓), 𝑘, 𝑟 > 0, функции 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟
𝐿2 по систе-

ме W𝑟 имеют вид

𝑐𝑟,𝑘(𝑓) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓 (𝑘)(0), 𝑘 < 𝑟,∫︁ 1

0

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑤𝑘−𝑟(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘 > 𝑟.
(2.2)

В самом деле, из (1.5) имеем

𝑐𝑟,𝑘(𝑓) = ⟨𝑓, 𝑤𝑟,𝑘⟩ =
𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑓 (𝑠)(0)𝑤(𝑠)
𝑟,𝑘(0) +

∫︁ 1

0

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑤(𝑟)
𝑟,𝑘(𝑡) 𝑑𝑡.

Если 𝑘 < 𝑟, то

𝑤
(𝑟)
𝑟,𝑘(𝑥) =

(︂
𝑥𝑘

𝑘!

)︂(𝑟)

= 0, 𝑤
(𝑠)
𝑟,𝑘(0) =

(︂
𝑥𝑘

𝑘!

)︂(𝑠) ⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑘𝑠, 0 6 𝑠 6 𝑟 − 1.

Следовательно, 𝑐𝑟,𝑘(𝑓) = 𝑓 (𝑘)(0), 𝑘 < 𝑟. При 𝑘 > 𝑟 в силу (2.1) имеем равенство
𝑤

(𝑠)
𝑟,𝑘(0) = 𝑤𝑟−𝑠,𝑘−𝑠(0) = 0, поэтому

𝑐𝑟,𝑘(𝑓) =
∫︁ 1

0

𝑓 (𝑟)(𝑡)𝑤(𝑟)
𝑟,𝑘(𝑡) 𝑑𝑡.

Если еще раз применить (2.1), то получим вторую строку в (2.2).
Непосредственно с помощью (2.2) можно установить связь между коэффициен-

тами 𝑐𝑟,𝑘(𝑓) при различных 𝑟:

𝑐𝑟,𝑘(𝑓) = 𝑐𝑟−𝜈,𝑘−𝜈(𝑓 (𝜈)), 0 6 𝜈 6 min{𝑟, 𝑘}. (2.3)

Частичная сумма ряда Фурье функции 𝑓 по системе W𝑟 порядка 𝑛 имеет вид

𝑆𝑟,𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑟,𝑘(𝑓)𝑤𝑟,𝑘(𝑥) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑥𝑘

𝑘!
+

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑟

𝑐𝑟,𝑘(𝑓)𝑤𝑟,𝑘(𝑥), 𝑛 > 𝑟 > 1.
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Через

𝑆0,𝑛(𝑓) = 𝑆𝑛(𝑓) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑤𝑘(𝑥)

будем обозначать частичную сумму Фурье функции 𝑓 порядка 𝑛 по системе Уолша.
Используя соотношения (2.1) и (2.3), выводим

𝑆(𝜈)
𝑟,𝑛(𝑓, 𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑟,𝑘(𝑓)𝑤(𝜈)
𝑟,𝑘 (𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑘=𝜈

𝑐𝑟−𝜈,𝑘−𝜈(𝑓 (𝜈))𝑤𝑟−𝜈,𝑘−𝜈(𝑥).

Последнее выражение представляет собой частичную сумму Фурье функции 𝑓 (𝜈) по
системе W𝑟−𝜈 порядка 𝑛− 𝜈. Таким образом, имеет место равенство

𝑆(𝜈)
𝑟,𝑛(𝑓, 𝑥) = 𝑆𝑟−𝜈,𝑛−𝜈(𝑓 (𝜈), 𝑥), 0 6 𝜈 6 𝑟. (2.4)

Остановимся более подробно на свойствах функций системы W1. Приведем яв-
ный вид нескольких первых функций этой системы при 𝑥 ∈ [0, 1]:

𝑤1,0(𝑥) = 1, 𝑤1,1(𝑥) = 𝑥, 𝑤1,2(𝑥) =
1
2
−

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 1

2

⃒⃒⃒⃒
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥, 0 6 𝑥 <

1
2

,

1− 𝑥,
1
2

6 𝑥 < 1,

𝑤1,3(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥, 0 6 𝑥 <
1
4

,

1
2
− 𝑥,

1
4

6 𝑥 <
1
2

,

𝑥− 1
2

,
1
2

6 𝑥 <
3
4

,

1− 𝑥,
3
4

6 𝑥 < 1,

𝑤1,4(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥, 0 6 𝑥 <
1
4

,

1
2
− 𝑥,

1
4

6 𝑥 <
1
2

,

1
2
− 𝑥,

1
2

6 𝑥 <
3
4

,

𝑥− 1,
3
4

6 𝑥 < 1.

(2.5)
Далее, отметим, что из ортогональности функций Уолша на [0, 1] вытекает соот-

ношение
𝑤1,𝑛(0) = 𝑤1,𝑛(1) = 0, 𝑛 > 2.

Это свойство позволяет нам без дополнительных оговорок периодически с периодом
𝑇 = 1 продолжить 𝑤1,𝑘(𝑥), 𝑘 > 2, на всю ось. Поэтому всюду в дальнейшем мы
будем считать функции 𝑤1,𝑘(𝑥), 𝑘 > 2, определенными на всей оси.

Теорема 3. Если 𝑘 > 0 и 0 6 𝑝 6 𝑘 , то имеет место следующее рекуррентное
соотношение

𝑤1,1+2𝑘(𝑥) =
1
2𝑝

𝑤1,1+2𝑘−𝑝(2𝑝𝑥).

Доказательство. Пусть 𝑝 = 1. Пользуясь тем фактом, что

𝑤2𝑘(𝑡) = 𝑟𝑘(𝑡) = 𝑟𝑘−1(2𝑡) = 𝑤2𝑘−1(2𝑡),

непосредственно из определения (1.3) выводим

𝑤1,1+2𝑘(𝑥) =
∫︁ 𝑥

0

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑥

0

𝑤2𝑘−1(2𝑡) 𝑑𝑡 =
1
2

∫︁ 2𝑥

0

𝑤2𝑘−1(𝑡) 𝑑𝑡 =
1
2

𝑤1,1+2𝑘−1(2𝑥).

Доказательство завершается применением математической индукции.
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Полагая 𝑝 = 𝑘, из приведенной выше теоремы получаем

𝑤1,1+2𝑘(𝑥) =
1
2𝑘

𝑤1,2(2𝑘𝑥). (2.6)

Отсюда с учетом (2.5) имеем следующую оценку:

0 6 𝑤1,1+2𝑘(𝑥) 6
1

2𝑘+1
, 𝑘 > 0. (2.7)

Из равенства (2.6) также следует, что период функции 𝑤1,1+2𝑘(𝑥) равен 1/2𝑘. Кро-
ме того, указанное равенство дает простой способ вычисления значений функции
𝑤1,1+2𝑘(𝑥) при произвольном 𝑘 > 1.

Теорема 4. Если 𝑛 = 2𝑘 + 𝑖, 𝑘 > 0, 0 6 𝑖 6 2𝑘 − 1, то справедливо следующее
равенство:

𝑤1,1+𝑛(𝑥) = 𝑤𝑖(𝑥)𝑤1,1+2𝑘(𝑥).

Доказательство. Далее нам понадобятся следующие два утверждения относи-
тельно свойств системы Уолша, доказательство которых можно найти в [1; с. 11,
теорема 1.1.3] и [1; с. 11, теорема 1.1.4] соответственно.

Утверждение 3. Функция 𝑤𝑛(𝑥) при 0 6 𝑛 < 2𝑘+1 принимает постоянное зна-
чение, равное ±1, на каждом двоичном интервале ∆(𝑘+1)

𝑚 = [𝑚/2𝑘+1, (𝑚 + 1)/2𝑘+1),
0 6 𝑚 < 2𝑘+1 , причем 𝑤𝑛(𝑥) = 1 при 𝑥 ∈ ∆(𝑘+1)

0 .

Утверждение 4. Для любого 𝑚, 0 6 𝑚 6 2𝑘−1, и для любого 𝑘 > 0 справедливо
равенство ∫︁ (𝑚+1)/2𝑘

𝑚/2𝑘

𝑤𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1.

Из определения функций Уолша легко получить соотношение (см. [1; с. 10, фор-
мула (1.1.5)])

𝑤𝑛(𝑥) = 𝑤𝑖(𝑥)𝑤2𝑘(𝑥). (2.8)

Обозначим через 𝑗(𝑘, 𝑥) номер того единственного двоичного интервала ∆(𝑘)
𝑗 из 𝑘-й

пачки, который содержит точку 𝑥, т.е. 𝑥 ∈ ∆(𝑘)
𝑗(𝑘,𝑥). Учитывая, что функция 𝑤𝑖(𝑥)

постоянна на двоичных интервалах ∆(𝑘)
𝑗 (см. утверждение 3), обозначим через 𝑤

(𝑘)
𝑖,𝑗

значение функции 𝑤𝑖(𝑥) на ∆(𝑘)
𝑗 и, используя (2.8), запишем

𝑤1,1+𝑛(𝑥) =
∫︁ 𝑥

0

𝑤2𝑘(𝑡)𝑤𝑖(𝑡) 𝑑𝑡

=
𝑗(𝑘,𝑥)−1∑︁

𝑗=0

𝑤
(𝑘)
𝑖,𝑗

∫︁
Δ

(𝑘)
𝑗

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑤
(𝑘)
𝑖,𝑗(𝑘,𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑗(𝑘,𝑥)/2𝑘

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡.

В силу утверждения 4 все интегралы под знаком суммы обращаются в нуль, поэтому

𝑤1,1+𝑛(𝑥) = 𝑤
(𝑘)
𝑖,𝑗(𝑘,𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑗(𝑘,𝑥)/2𝑘

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑤𝑖(𝑥)
∫︁ 𝑥

𝑗(𝑘,𝑥)/2𝑘

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡. (2.9)
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Заметим теперь, что при 𝑖 = 0 полученное соотношение принимает вид

𝑤1,1+2𝑘(𝑥) =
∫︁ 𝑥

𝑗(𝑘,𝑥)/2𝑘

𝑤2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡. (2.10)

Утверждение теоремы вытекает из (2.9) и (2.10).

3. Доказательство теорем.

Доказательство теоремы 1. Применяя формулу Тейлора с остатком в инте-
гральной форме для функции 𝑓 :

𝑓(𝑥) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑥𝑘

𝑘!
+

1
(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝑓 (𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡,

используя определение (1.3) функций 𝑤𝑟,𝑘(𝑥) и замечая, что 𝑐𝑟,𝑘(𝑓) = 𝑐𝑘−𝑟(𝑓 (𝑟)),
можно получить следующее выражение для остатка ряда Фурье:

𝑓(𝑥)− 𝑆𝑟,𝑟+𝑛(𝑓, 𝑥) =
1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑟−1

(︂
𝑓 (𝑟)(𝑡)−

𝑟+𝑛−1∑︁
𝑘=𝑟

𝑐𝑘−𝑟(𝑓 (𝑟))𝑤𝑘−𝑟(𝑡)
)︂

𝑑𝑡

=
1

(𝑟 − 1)!

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑟−1(𝑓 (𝑟)(𝑡)− 𝑆𝑛(𝑓 (𝑟), 𝑡)) 𝑑𝑡. (3.1)

Отсюда с помощью неравенства Гёльдера получаем

|𝑓(𝑥)− 𝑆𝑟,𝑟+𝑛(𝑓, 𝑥)| 6 1
(𝑟 − 1)!

(︂∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑡|𝑞(𝑟−1) 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

‖𝑓 (𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓 (𝑟))‖𝑝

6
1

(𝑟 − 1)!
‖𝑓 (𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓 (𝑟))‖𝑝.

Но для 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿𝑝, 𝑝 > 1, норма разности в силу базисности системы Уолша в 𝐿𝑝,
𝑝 > 1, стремится к нулю. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Докажем теорему 2, используя индукцию по 𝑟.
Пусть 𝑟 = 1. При указанном 𝑟 формула (3.1) примет вид

𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+𝑛(𝑓, 𝑥) =
∫︁ 𝑥

0

(𝑓 ′(𝑡)− 𝑆𝑛(𝑓 ′, 𝑡)) 𝑑𝑡.

Отсюда вытекает неравенство

|𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+𝑛(𝑓, 𝑥)| 6 ‖𝑓 ′ − 𝑆𝑛(𝑓 ′)‖𝐿1 , 𝑥 ∈ [0, 1]. (3.2)

Как известно [1; с. 209, теорема 10.2.2], подпоследовательность с номерами 𝑛 = 2𝑘

последовательности частичных сумм Фурье–Уолша функции 𝑓 ∈ 𝐿1 сходится
в метрике этого пространства к самой функции 𝑓 . Тогда из (3.2) получаем, что

𝑆1,1+2𝑘(𝑓, 𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥), 𝑘 →∞, 𝑥 ∈ [0, 1]. (3.3)

Возьмем теперь произвольное 𝑛 = 2𝑘 + 𝑖, 0 6 𝑖 6 2𝑘 − 1. Тогда

|𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+𝑛(𝑓, 𝑥)| 6 |𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+2𝑘(𝑓, 𝑥)|+ |𝑄𝑘,𝑖(𝑓, 𝑥)|, (3.4)
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где

𝑄𝑘,𝑖(𝑓, 𝑥) =
2𝑘+𝑖−1∑︁

𝑗=2𝑘

𝑐1,1+𝑗(𝑓)𝑤1,1+𝑗(𝑥), 𝑖 > 0, 𝑄𝑘,0(𝑓) = 0.

Из (3.3) следует, что для любого 𝜀 > 0 существует номер 𝑘1 = 𝑘1(𝜀) такой, что

|𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+2𝑘(𝑓, 𝑥)| < 𝜀

2
, 𝑘 > 𝑘1, 𝑥 ∈ [0, 1]. (3.5)

Далее, используя теорему 4, оценку (2.7) и равенство (2.3), получаем следующее
соотношение:

|𝑄𝑘,𝑖(𝑓, 𝑥)| 6 1
2𝑘+1

2𝑘+𝑖−1∑︁
𝑗=2𝑘

|𝑐1,1+𝑗(𝑓)| 6 1
2𝑘+1

2𝑘+1−2∑︁
𝑗=2𝑘

|𝑐𝑗(𝑓 ′)|. (3.6)

В рассматриваемом случае 𝑓 ′ ∈ 𝐿1, поскольку 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝐿1 . Следовательно, ввиду того,

что коэффициенты Фурье–Уолша суммируемых функций стремятся к нулю [1; с. 65,
теорема 2.7.3], для заданного 𝜀 найдется такой номер 𝑘2 = 𝑘2(𝜀), что |𝑐𝑗(𝑓 ′)| < 𝜀 при
𝑗 > 2𝑘2 . Тогда из (3.6) имеем

|𝑄𝑘,𝑖(𝑓, 𝑥)| < 𝜀

2
, 𝑘 > 𝑘2, 1 6 𝑖 6 2𝑘 − 1. (3.7)

Полагая 𝑛0 = 2max{𝑘1,𝑘2}, из (3.4), (3.5) и (3.7) выводим

|𝑓(𝑥)− 𝑆1,1+𝑛(𝑓, 𝑥)| < 𝜀, 𝑛 > 𝑛0, 𝑥 ∈ [0, 1].

Таким образом, база индукции выполнена. Для доказательства шага индукции вос-
пользуемся свойством (2.4) частичных сумм Фурье по системе W𝑟:

𝑓(𝑥)− 𝑆𝑟,𝑛(𝑓, 𝑥) =
∫︁ 𝑥

0

(𝑓(𝑡)− 𝑆𝑟,𝑛(𝑓, 𝑡))′ 𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑥

0

(𝑓 ′(𝑡)− 𝑆𝑟−1,𝑛−1(𝑓 ′, 𝑡)) 𝑑𝑡.

Для завершения индукционного перехода остается только заметить, что если 𝑓 ∈
𝑊 𝑟

𝐿1 , то 𝑓 ′ ∈ 𝑊 𝑟−1
𝐿1 .
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