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ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ , 

Том 1 0 j Сентябрь 1Q70 Октябрь № 5 

НАУЧНЫЕ СООБЩЕНИЯ 

УДК 518:512.25 

О КЛЕТОЧНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА ОТРАЖЕНИЙ 
ПРИ РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

В. В.! ВОЕВОДИН, Т. Л. РУДНЕВА 

( Москва ) 

При решении больших систем алгебраических уравнений на ЭВМ возникает н е ­
обходимость создания и использования клеточных вариантов известных методов [*»2]. 

Сравнивая различные методы решения, обычно рассматривают скорость их ра­
боты (число арифметических операций), удобство реализации на машине. Однако 
в последнее время [3>4] особое внимание стали уделять вопросам точности и устой­
чивости счета. С точки зрения точности вычислений на классе систем лучшими 
являются методы, основанные на ортогональных преобразованиях, и наиболее эф­
фективным среди этих методов является 1 метод отражений. В настоящей заметке-
описывается клеточный вариант метода отражений. 

Пусть имеем прямоугольную вещественную матрицу S размером п X I, I ^ п.. 
Разобьем ее на клетки 

У п—1 

S' = 1 
Jn-l 

где Si' — квадратная матрица порядка I. Предположим, что столбцы матрицы S 
ортогональны, т. е. i 

S'S = Eh (1) 

где Ei — единичная матрица порядка Z. 
По аналогии с обычным \ вариантом метода отражений будем строить матрицу 

R = Еп — 2ww', (2) 

где ш — матрица размером я х Z, причем w'w == Ег. 
Имеем 

R'R = Еп — Aww' + 4ww'ww' = Еп, 

т. е. R — ортогональная матрица. 
Будем подбирать w таким;; образом, чтобы 

I п—1 

RS = Q, Q ' = ; / | Q t ' | 0 | . (3) 

Так как R и S ортогональны, то Q (а следовательно, и с?/) тоже должна быть орто­
гональной: :, 

S'R'RS = Q'Q = Ei. 

Перепишем (3), используя (2) : 
• •• [ (En — 2ww')S = 0. (4) 

Умножим равенство (4) слева на S': 

'; S'S — Www'S = S'O. (5> 

Так как слева стоит матрица;; симметричная, S' С? тоже должна быть симметричной. 
Пусть Si = 1кг — сингулярное разложение [5] матрицы Su Положим Qi = tlr, где 
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/ — диагональная -матрица с вещественными диагональными элементами ikk, по мо­
дулю равными 1. Знаки этих элементов определим позже. 

Покажем, что построенная таким образом матрица Q удовлетворяет нужным ус­
ловиям. Так как t, г и 1 ортогональные, то Q ортогональна. Кроме того, 

'S'Q = Q'S. (6) 

.Действительно, так как в нашем случае S'Q = Si'Qi и Q'S = Q'iSi, то имеем S/Qi = 
= r'Xt'tlr, т. е. эта матрица симметричная. 

Теперь необходимо найти матрицу ш. Более удобно перейти к новой матрице 

U = S — Q. (6') 

Обозначим w'S = к, где к — квадратная и, по предположению, невырожденная. Из 
(4) имеем 

2wk = U, (7) 
откуда 

2w = Uk-i 
и . 

2ww' = 1/2U(k'k)^U'. 

Но из ортогональности S и Q и соотношения (6) следует 

U'U = (S' — Q')(S — Q) = 2(Е — S'Q). (8) 

С другой стороны, из равенства (5) имеем 
2к'к = E — S'Q. 

Таким образом, 
U'U = Wk. 

Окончательно 
R = Еп — 2V{U'U)~*U\ Qi = tlr. 

В дальнейшем нам придется вычислять (U'U)-1, поэтому для устойчивости сче­
та необходимо, чтобы обусловленность матрицы U'U была минимальной. Но 

U'U = 2 (Et - Si'Qi) = 2 (Ei - r'XIr) = 2r' (E — XI) r. (9) 

Так как — минор Z-го порядка ортогональной матрицы S, то \Xkk\ ^ 1 для всех к 
и максимальное собственное значение U'U не превосходит 4. Выберем знаки диаго­
нальных элементов матрицы / так, чтобы минимальное собственное значение было 
по возможности большим, а именно, положим : 

Г + 1 , 

1 - 1 , 

+ 1, Ikk < о, 

Покажем, что построенная таким образом матрица является искомой. Имеем 

R'R= (E — 2U(U/U)-iU')(E — 2U(U'U)-iU') = 
= Е — Ш (U'U)-^' + W (U'U)-iU'U (£/'£/) = Е, 

RS == (Е — 2U(U'U)~iU')S = S -T-2U(U'U)"lU'S. 

Но, согласно (8), U'S = (S' — Q')S = S'S — Q'S = E — Q'S = 42U'U, поэтому RS = 
= S — U = Q. 

Пусть теперь матрица S размером n X l произвольна. С помощью ортогональных 
преобразований (например, матриц вращения) приведем ее к виду 

I п—1 

S = NA, А' = 1\Аг'\ 0 \ , (10) 

где N — ортогональная, a Ai — верхняя треугольная. Так как Л отлична от нуля 
только в первых I строках, из матрицы N размером п X п в разложении (10) участ­
вуют только первые I столбцов. Обозначим их через S. 
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Для S выполнены условия ортогональности, поэтому, согласно изложенному 
в ы ш е , мы можем построить клеточную матрицу отражения Л такую, что 

J ~ I п—1 , 

m=^Q, Q{ = 11 Qj'. [ о I о 

Окончательно будем иметь Л£ = QAi. 
Теперь оценим величину \ ошибок округления при проведении вычислений с пла­

вающей запятой в предложенном варианте метода отражений. При этом будем поль­
зоваться системой обозначений и некоторыми результатами из, [3]. Сначала пред­
положим, что столбцы заданной матрицы S почти ортогональны, т. е. 

:| S'S = Ei + 8 i . 

Точная матрица преобразования такова: 

\ R = En-2U(U'U)-W, ' 

или, используя соотношения ('6') и (9), находим 

R = Еп - (S - Q) г' (EL - XI) - V - Q'). (11) 

Предположим, что матрицу Rl мы будем хранить в виде отдельных сомножителей, не 
перемножая их в явном виде: Пцэтому все ошибки представления матрицы R будут 
возникать только при вычислении этих сомножителей. Будем помечать чертой сверху 
реально вычисленные величины. 

1. Вычисляем компоненты сингулярного разложения 

' Sr=tXr, (12) 

I Ikr = Si + е 2 . (13) 

2. Вычисляем матрицу Q = jl2(ll?) = tlf + е 3 . 
3. Вычисляем матрицу U 4= fl(S — Q) = S — Q + е 4 . 
4. Вычисляем диагональную матрицу В = fl(E — XI)-1 = (Е —~Х1)-{ + е 5 . 
К сожалению, нельзя показать, что || R — Л || мала, но можно получить соотно­

шение Л ' Л = £ + ее, где || е 6 II достаточно мала. Действительно, 

ТТЛ = Е —iUr'BfU' — TJr'B'rU' + UrB'rU'Ur'BrU'. 
Поэтому, учитывая соотношение В' = В, 

Л ' Л = 1 # — ffir'BrU-' + Ur'B'rU'Ur'BrU'. 

Теперь покажем, что B'7U4Jr' = 2Е + е 9 . Имеем 

tf'rtf'tfr' = Br(S: -Q'f eS)(S -Q+г,)?' = Яг(5' — (5 ^ C?)r' + e 1 0 . 

Пусть = Ei + 8 ц . Рассмотрим отдельно выражение 

f(S,— Qf)(S — Q)r/^r(S/S + ^,Q-Q/S-S,Q)rf== 
= r(E+Zi + E+ eii - (г'Я' + ез') Mr — r"kt'(tlr + e»))r' = \ 

= ПЕ? — rr'II'tlrr' — rr'Xt'tlrr' + 812. 

Из равенств (12) и (13) находим 

TXf, = tl.r 4- ег, • . А, == TtXrrr_+ 8 i s , ' Я = + ei / . 
Кроме этого, rr' = E + 8 i 4 . Отсюда получаем 

r(S' - Q') (S -Q)r! = 2(E -IX) + e i 5 , B'fTJ'Uf' = 2E + e 9 . 

Следовательно, Л ' Л = £ + e 6 , и остается оценить || е 6 || 2. 
Все возникающие при оценке ошибки более высокого порядка будем обозначать 

одной буквой е. Пусть мы знаем, что для некоторых констант / и ср будет | |ei| | 2 ^ 
^ / 2 - ' и || е 2 Иг ^ ф2~' . Матрица е 3 появляется при перемножении с : двойной точ-
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ностыо почти ортогональных матриц, поэтому || е 3 1| 2 =^ (1 + е)2~*. Матрица е4 со* 
стоит из ошибок при сложении двух почти ортогональных матриц, следовательно, 
II е4 (2 + 8 ) 2 - * . 

Диагональная матрица е 5 появляется при вычислениях типа 1 / а, где все а ^ 1 , 
поэтому || '85 II2 ̂  (1 + е)2~*. Так как || В | | 2 ^ 1, то, учитывая соотношение 

8 ю = Вг&ь (S — Q) г' + Br (S' — Q') Ztx\ 
находим 

II е 1 0 ||2 < 2( || В ||2 II г 112 1184 112 115 -9112 11̂ 112) < (8 + 8 ) 2 - * . 
Имеем, далее 

Q'Q = r'lVtll + ез'Пг + г'Д'е3. 

Пусть г'г — Ei+ 814 и VI — Ei + 814*. По предположению, Q'Q = Et + 8 ц . Из ­
вестно, что | ]е 1 4 | | 2 , Il8i4*li 2, II83II2 ^ (1 + 8 ) 2 - * , поэтому lleullo < ( 4 + 8 ) 2 - * . 

Оценим || &12II2. Эта ошибка имеет вид 

812 = reir' + генг' — re3'tXrr' — гг'Лг'езг'. 
Следовательно, учитывая полученные выше оценки, находим H812II2 ^ (/ + 6 + е)2-** 
В свою очередь, e i 3 = 1'гъ?'. Поэтому || ei3||2 ^ (ф + е)2~*. 

Рассмотрим теперь ч • 

815 = 28-и — EiJX + /ею — Я / е й + ею'/ + &i2 + 814813 + 8i 3'ei 4, 
откуда 

I l e i 5 l l 2 < (10 + 2 Ф + / + 8 ) 2 - * . 

Так KZKB'rU'Ur' = ((Е-~Х1)-' + в5)(2(Е — IX) + ею) + ею и е9 = е52(Е-1Х) + 
+ (Е — XI)-ieib + ею, то 

Ы\г < (4 + 10 + 2 Ф + / + 8 + 8 ) 2 - * , 
или 

1 | 8 9 | 1 г < (22 + 2 Ф + / + 8 )2~*. 
Окончательно, 

Е б = Ur'zsBTU' и II е 6 II < (88 + 8 ф + 4 / + е ) 2 - * . 

Таким образом, показано, что построенная матрица R почти ортогональна. 
Теперь рассмотрим произведение 

RS = (Е — UrfBrU')S = S — Ur'BrU'S = 
= S - (S - Q + e 4)r'((E - XI)-* + es)r(S' - Q' + e4')S = 

= S-(S-Q)rr(E-XI)-ir(S/-Qr)S + El&. 

Здесь 

8 l e = -Zk?<(E -XI)-ir(SR-Q')S - {S-Q)rfEbr{Sr -Qf)S- (S - Q)r'(E - Х 1 ) - ^ 8 . 

Следовательно, || еюНг ̂  (12 + e)2 -*, 
Рассмотрим отдельно произведение 

r(S' — Q')S = f(S'S — Q'S) = f(Ei + 8 ! - ( г ' Я ' " + e3')tXr) = ?Et — It'tXr + ei7, 

где en = ret — re/tXr — Eu'It'tXr и || е17||2 < (2 + / + e)2~*. Так как t'tkr = Xf+Ем, 
ГДе 8i8 = F'e 2, то II 818II2 ^ (ф + e)2-*. 

Таким образом, имеем 

r(S'—Q')S = rEi — llr + Bi9^(El — ll)r+-Et9, 

8 1 9 = 817-/818, II 8 i 9 | | 2 ^ (2 + / + ф + 8 ) 2 - * , 
откуда 

RS = S — S{El + е 2 0 ) + Q{Ec + 820) + 8 i 6 = Q + 821 , 

где 

е 2 0 = 814 + г 7 ( Я - Л , / ) - ^ i e , ' i l ' 8 2 o l l 2 < (3 + / + Ф + е)2-*, 

821. = ею + QE2O - 5е2о, I l - 8 2 l l i 2 < (18 + 2 / + 2 ф + е)2-«. 
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Итак, применяя преобразование Л и заменяя при этом RS на Q, мы вносим погреш­
ность не более чем e 2 i . Оценим теперь ошибку при вычислении произведения Л £ , 
где S у ж е не предполагается;'ортогональной, т. е. оценим разность F = RS — fl(RS). 
Имеем 1 ' 

RS = )(Е — Ur'BrU')S = S — Ur'BrU'S. 
Аналогично тому, как это было проделано выше, рассматриваем последовательные 
операции 

// 2(Ё7'5) = WS+'Fu \ II (2 + е) \\S\\E2-\ 

fh(rfh(U'S)) = rU'S + F2, \\F2\\E^ ( 4 + 8 ) \\S\\E2-\ . 

ih (Bfh (rff'S)) = BrTJ'E + Л , I! Л IIя < (6 + e) II S || B 2 - « , ' 

}h{f'fh{BrU'S)) =r'BTU'$ + Fb | | F J U < (8 + IE) irSHrf-','1 

fl2(Ufh(r'BrU'S))'== U?BTU/S + F, : II F IU ^ (20 + e) II "5 | | B 2-« . 

Т а к и м образом, умножение Л на произвольную матрицу S можно выполнить с хоро­
ш е й точностью. 

; Поступила в редакцию 20.01.1970 
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РЕГУЛЯРИЗОЙАННЫЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ПРОЦЕСС 
ДЛЯ АНАЛИЗА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Л. АЛЕКСАНДРОВ 

\ (Болгария, Софии) 

В вычислительной практике часто встречается задача выделения экспонент с 
^неизвестными декрементами!hi и амплитудами а 0 , а* по конечному числу значений 
дас суммы i/j , известных приближенно: 

п \ 

а ° ^ a i ^ ~ k i X ^ = V h / = 1, 2 , . . . , m. (1) 

Число экспонент п, вообще говоря, также неизвестно. 

Ввиду большой чувствительности решения к малым изменениям величин y(xj) 
требуется применять специальные устойчивые методы для решения системы (1). 

В настоящей работе предлагается итерационный процесс построения решения 
системы (1), основанной на; одной специфической для экспоненциальных зависимо­

стей линеаризации. На каждой итерации для решения плохообусловленных систем 


