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Пусть Л {%) — множество всех минимальных не 
$-групп, т. е. групп, не принадлежащих некоторому 
классу групп 3f, все собственные подгруппы которых при­
надлежат ££. Будем описывать разрешимые группы из 
Л (%) для произвольной тотально локальной формации 
3f. Оказалось, что все такие группы 2-порождены. Ранее 
изучались частные случаи этой задачи. В [1, 2, 3] иссле­
довались минимальные ненильпотентные, минимальные 
не р-разложимые минимальные не р-нильпотентные груп­
пы соответственно. Некоторые результаты о разрешимых 
минимальных не Шп-группах (31п — формация всех раз­
решимых групп с нильпотентной длиной <; п (п = 0, 1, 
2, . . .) получены в [4, 5]. Здесь рассматриваются только 
конечные группы. Все необходимые определения и обо­
значения можно найти в [6]. 

Напомним определение гс-кратной локальной форма­
ции. 

Всякая формация считается 0-кратной локальной фор­
мацией. Формацию $ назовем п-кратно локальной (п ^ 
^ 1 ) , если она имеет такой локальный экран, все непус­
тые значения которого являются (п — 1)-кратной'локаль­
ной формацией. 

Формацию назовем тотально локальной, если она п-
кратно локальна для любого натурального числа п. 
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Доказательство следующей леммы осуществляется про­
веркой. 

ЛЕММА 1. Пусть / — максимальный внутренний ло­
кальный экран тотально локальной формации '$. Тогда 
для любого р из я ($) формация f (p) тотально локальна. 

Пусть $ — локальная формация, / — ее максималь­
ный внутренний локальный экран. Обозначим через а ($ ) 
множество всех тех простых чисел р из я ( J ) , для которых 
/ (Р) Ф Ъ-

Нетрудно заметить, что о (%) = 0 тогда, и только 
тогда, когда g = @Я($)- (®я(3) — формация всех л; (%)-
групп.) 

Введем понятие ранга тотально локальной формации. 
О п р е д е л е н и е 1. Всякую формацию § с а (§) -— 

= 0 назовем формацией нулевого ранга. Натураль­
ное число п называется рангом тотальной локальной фор­
мации fj, если % имеет максимальный внутренний ло­
кальный экран / такой, что для любого р из о ($) ранг 
/ (р) не более п — 1, и найдется простое число q из о (3) 
такое, что ранг / (q) равен п — 1. 

Если такого натурального числа п не существует, то 
будем считать, что ранг тотально локальной формации 
% равен бесконечности. 

Обозначим через г (%) ранг тотально локальной фор­
мации $ . 

П р и м е р 1. Формации всех нильпотентных, всех 
р-нильпотентных, /^-замкнутых групп имеют ранг, рав­
ный 1. Ранг формации всех р-разрешимых групп с р-дли-
ной <^1 равен 2. Ранг формации Шп равен п. 

О п р е д е л е н и е 2. Тотально локальная формация 
% называется изотропной, если она имеет максимальный 
внутренний локальный экран / такой, что г (/ (р)) = г (/ (q)) 
для любых р и q из а ($). 

Формации, указанные в примере 1, являются изотроп­
ными. 

П р и м е р 2. Пусть $ — формация, имеющая локаль­
ный экран такой, что / (р) = Э1р для любого простого 
числа р. Данная тотально локальная формация % — 
формация бесконечного ранга и не является изотропной. 

ЛЕММА 2. Пусть $ — наследственная локальная 
формация. Если GIN е Л ($) и N cz ф (G) f] Z£ (G), 
то G ^ Л ($) . | 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^GA/V e= J£ ($), где 
/V £ Ф (G) П Z | (G). Очевидно,4 что Ъ ^ $ . Пусть АГ — 

451 



произвольная максимальная подгруппа из G. Пусть 
ЫК — G-главный фактор из N. Положим С = С& (L/K). 
Рассмотрим два случая. 

Пусть СС/1М. Тогда МС = G и GIC ~ MIM f] С. 
Отсюда делаем вывод, что ЫК — ^-централен в М. 

Пусть CCLM. Тогда С = См (ЫК). Пусть / — макси­
мальный внутренний локальный экран формации %. 
Согласно теореме 4.7 из [6] / (р) — наследственная фор­
мация для любого простого р. Из того, что GIGM {LIК) Ez 
^= / {LIК), следует MICM(LIK) — / (LIК). Следовательно, 
фактор ЫК ^-централен в М. Таким образом, N явля­
ется Зг-гиперцентральным в М. Отсюда и из MIN ЕЕ % 
получаем, что М ^ %. Следовательно, G ^ Ж (%). 

Для произвольной группы G построим подгруппы 
Fi (G) и Ф^ (G) следующим образом: 

F0 (G) = Ф0 (G) = 1, 
F, {G)IF^ (G) = F (G/Fi-i (G)), 
Ф ; (G)/F^ (G) =. Ф (G/F M (G)). 

В частности, 
F1 (G) = F (G), Ф, (G) = Ф (G). 

Подгруппу Т группы G назовем подгруппой шмид-
товского типа в G, если Т является неединичной р-под-
группой для некоторого простого р и справедливы сле­
дующие утверждения: 

1) если Т — неабелева группа, то Ф (Т) = Т' = Z (Т) — 
подгруппа экспоненты р; 

2) если Т — абелева группа, то она элементарна; 
3) если р > 2, то ехр (Т) = р при р = 2 ехр (Т) < ; 4; 
4) если Т нормальна в G, то ТУФ (Т) — G-главный 

фактор и Ф (Т) = Т П Ф (G) Q Z (Г). 
ЛЕММА 3. Пусть G — разрешимая группа из 'Л (W1). 

Тогда G/Ft (G) ^ Л (31^) для любого i = 1, 2, . . ., п. 
Доказательство проведем индукцией по i. Пусть G Ет 

= ^ ($ п ) . По следствию 1.6.1 из [5] GIF (G) ЕЕ ^ (Я*-*). 
По индукции G/Fi-i (G) Е= М (№~i+1). Так как 

GIF^ (G)IFt (G)IF^ (G) ~ G / ^ (G) 

F , (G)/^-! (G) = F (G)IF^ (G)), 

то,применяяследствие1,6.1из [5], получаем,что GIFi {G)s= 
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ТЕОРЕМА 1. Разрешимая группа G является мини­
мальной не $1п-группой (п — 0, 1, 2, . . .) тогда и только 
тогда, когда выполняются следующие условия: 

1) Fi (G)/Oj (G) — главные факторы группы G для лю­
бого i = l , 2 , . . . , n + 1; 

2) Ft (G) = G*n~i+1Oi (G), причемG*n'i+1 F^ {G)/Fi^ (G) -
подгруппа шмидтовского типа в GIF'$_3 (G) для любого 
i = 1, 2, . . ., п + 1; 

3) группа G имеет точно п + 1 классов максимальных 
сопряженных подгрупп. Причем если Мх, М2, . . ., ЛТп+1 — 
представители этих классов, то: 

MJO (G) СЕ л (зг71-1-), 
^ 2 / Ф 2 (G) ЕЕ ^ (ЗГ"2), . . ., Л/П/Фп (G) е Л (31°), 

Mn+1 = Fn(G); 
4) G/GG {HIК) Е̂ 31п-г ддя любого G-главного фактора 

Н/К из Фь (G)/Ft^ (G) (* = 1, 2, . . ., л). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . 
1) Пусть G ^ Л (ЗГ). Очевидно, что I (G) = п + 1. 

Ввиду леммы 3 G/Ff_x (G) е ^ (SRn4+1) для любого i = 
= 1, 2, . . . , л + 1. По лемме 1.3 из [5] получаем, что 
F {G/Fi-г (G))/0 (G/Fb l (G)) — главный фактор группы 
G/Fi-X (G). Так как F (G/F^ (С)) - F, (6?)/^-! (G) и 
Ф (G/^-i (G)) - Ф* (G)/^_T (G), то очевидно, что 
Fi (G)/Oi (G) — главный фактор группы G для любого 
i = 1, 2, . . ., гс + 1. 

2) По лемме 3 G/F^ (G) е -Ж (3lw4+1) для любого 
i = l , 2 , . . ., w + 1. Используя лемму 1.9 [5] и теорему 
1.1 из [5], получаем, что F (G/F^ (G)) = (G/FM (G)*n~i+1. 
• Ф (G/Fi-i (G)) и (GAFVi (G))^n_i+1 - подгруппа шмидтов­
ского типа. Учитывая, что F (G/F^ (G)) = Ft (G)IF^r (G), 

Ф {G/Fi-i (G)) = Ф^ (G)/Fi-i (G), получаем утверждение из 
п. 2). 

3) Покажем, что существует только один класс мак­
симальных сопряженных подгрупп, дополняющих глав­
ный фактор Ft (G)/<3>i (G) для любого i = 1, 2, . . ., п -f l . 
Так как Ft (G) = G®n~l+*Q>i (G), то любая максимальная 
подгруппа, дополняющая главный фактор Ft {G)IOt (G), 
является 31пЧ+1-абнормальной подгруппой в G. Теперь 
сопряженность любых двух максимальных 31пЧ+]-абнор-
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мальных подгрупп из G следует из теоремы 1.1 [5] и 
G/Fi-i (G) FT ,// (Jin- i+1). Так как любая максимальная 
подгруппа группы G должна дополнять один из главных 
факторов Fi (G)l$>i (G), то G имеет точно п + 1 классов 
максимальных сопряженных подгрупп. Пусть Мг, М2, . . . 
. . ., Мп+1 — представители этих классов и пусть Мг 
дополняет главный фактор F\ (С]1ФЬ (G). Отсюда GIFt (G) = 
= MtFi (G)IFt (G)^Mi/Mi П F% (G) = Mt/Ot (G). По лем­
ме 3 GIFi (G) ЕЕ Л ( i c ^ ) . Следовательно, М{/Фь (G) e 
ЕЕ Л (Jln_i) для любого i = 1, 2, . . ., п. Так как 
G/Fn (G) ЕЕ Л (&°), то G/F„ (G) — группа простого по­
рядка. Отсюда Мп+1 = Fn (G). 

4) По лемме 3 GIF^ (G) СЕ Л (6ln~i+1). По лемме 1.9 
из [5] Ф (G/Л-! (G)) = Z r _ i + 1 (GW- : (G)). Пусть Я / Z -
G-главный фактор из Ф (G/Fi-г (G)) = Ф1 ( G ) / / ^ (G). Тог­
да HI К — 81п-*+1-центральный главный фактор группы 
G. Следовательно, GIGG {HIК) ЕЕ $1п~1 для i = 1, . . ., п. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть группа G удовлетворяет 
требованиям 1—4. Так как F% (С)/Фг- (G) — главный фак­
тор группы G для любого i = 1,2, . . ., п + 1, то I (G) = 
= /1 + 1. Следовательно, G Е£ 31п. Пусть М — макси­
мальная подгруппа, дополняющая G-главный фактор 
F (б)/Ф (G). Тогда М/Ф (G) ЕЕ Л (ЗГ'1). Так как GIF (G) ~ 
~ М/Ф (G), то G//7 (G) е ># (Й71"1). Покажем, что 
G/Ф (G) GE ,// ('3in). Пусть Я — произвольная максималь­
ная подгруппа из G. Если F (G) С Я , то H/F (G) ЕЕ ЗГ"1. 
Отсюда Н ЕЕ ЯГ1. Пусть F (G) g l Я . Тогда, как показано 
выше, Я /Ф (Я) ЕЕ Л (ЗГ"1). Отсюда Я /Ф (G) ЕЕ ЗГ\ Итак, 
G/Ф (G) <= J / (Зсп). Из п. 4 следует, что Ф (G) С Z* (G). 
Применяя лемму 2, получаем, что G ЕЕ *# ($п) . 

Следующая лемма представляет самостоятельный ин­
терес. " 

ЛЕММА 4. Пусть $ — локальная формация, £) — 
наследственная локальная формация. Если G — разреши­
мая группа из Л ($) и GIК ЕЕ Л (©), где К CZ ф (G), 
то G СЕ Л (£>). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G ЕЕ , # (5). По тео­
реме 1.1 из [5] G% —^-группа. Очевидно, что G® К/К CZ 
С GS К/К. По лемме 4.4 из [6] G* = Р X <?, где Р — 
р-группа, Q — р-группа и Q С ф (G). Так как PQIP С 
С Ф (G/P) и GIPIPQIP ЕЕ § , то GAP GE § . Следовательно, 
G^ — р-группа. Пусть LA/V — G-главный фактор из К. 
Если L/N — //-группа, то LA/V — ^-централен. 
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Пусть LIN — р-группа. По лемме 1.9 из [5] F (G) = 
— GM> (G). Пусть С = CG {LIN) и М — произвольная 
^-абнормальная максимальная подгруппа группы G. 
Тогда G = МС. Так как G е ^ (5), то по лемме 1.9 
из [5] 0 ( G ) = Z | ( G ) . Следовательно, G/C <= f (р). Так 
как G/C - МС/С ~ М/М f] С, то MICM {LIE) e= f (p). 
Учитывая, что G/Ф (G) ЕЕ Л ($) f] Л (§) по теореме 
1.2 из [5] получаем М/Ф (G) е J£ (/ (р)) П <^ (^ (р)), где 
/ , fo — максимальные внутренние локальные экраны, со­
ответственно g и § . Если Ф (G) С£ Ф (М), то С м (LAW) С£ 
С£ Ф (М). Отсюда и из того, что М/См (L/N) = / (р), 
М/Ф (G) = .Д (/ (р)) П Л № (р)), следует М / С м (L/ЛГ) = 
EH h (р). А это значит, что LA/V — ^-централен. 

Пусть Ф (G) Q Ф (М). Так как М/Ф (G) е ф, то 
М Е= ©.' . Следовательно, М — ^-нормализатор группы 
G. Так как М покрывает LA/V, то LA/V — ©-централен. 
Итак, К С ZE (G). По лемме 2 fifGJ (£>). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть $ — тотально локальная фор­
мация. Если G — разрешимая группа из Л (5), то G ^Е 
ЕЕ ,Д (ЭГ), где n = l (G) - 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф (G) Ф I. По индук­
ции G/Ф (G) F= , # (ЗГ). По лемме 4 C E i (^n) . 

Пусть Ф (G) = 1. По теореме 1.5 из [5] G = F (G)XM, 
где F (G) — р-группа, М ЕЕ Л (/ (р)) (/ — максимальный 
внутренний локальный экран формации %). Так как 
I (G) = п и по лемме 1 / (р) — тотально локальная фор­
мация, то по индукции М (=Е ,// (Tcn_1). Следовательно, 
G/.F (G) GE J£ (йп - 1 ) . Пусть Я — произвольная макси­
мальная подгруппа группы G. Если F (G) (~L Я , то GIF (G) ~ 
~ Я . Тогда Я GE Я1П. Пусть F (б) С Я . Так как G/JF (G) e 
е Л£ (ЗГ-1), то Я / F ( C J E S R H Отсюда Я е 3tn. Ввиду 
того, что G ^ 9in, получаем G е Л (ЯГ). 

С л е д с т в и е 1. (Картер, Фишер, Хоукс [4]). Пусть 
% — формация всех разрешимых групп с р-длиной <^ п. 
Тогда Л (g) fl © с Л {№п). (© — формация всех раз­
решимых групп.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — произвольная 
разрешимая группа из Ж ($). Нетрудно показать, что 
I (G) = 2/г -f- 1. Так как формация всех разрешимых 
групп с р-длиной <; п является тотально локальной, то 
требуемый результат следует из теоремы 2. 

С л е д с т в и е 2. Пусть $ — тотально локальная 
формация. Тогда Л (g) fl ® £ U L i ^ (:J&(&))» д = r($)-
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G 6E Ж ($) П ®» гДе 

% — тотально локальная формация ранга п. Покажем, 
что I (G) <; п + 1. Если Ф (G) Ф 1, то по индукции 
I (G/Ф (G)) < п + 1. Отсюда Z ( G ) < л + 1. Пусть Ф (G) = 
= 1. Тогда по теореме 1.5 из [5] G = F (G)AJf, где F (G) — 
р-группа М -<=; .Ж (/ (р)) (/ — максимальный внутренний 
локальный экран). По лемме 1 / (р) — тотально локаль­
ная формация. Ясно, что ранг формации / (р) равен 
л — 1. По индукции I (М) <; п. Отсюда I (G) <; п + 1. 
Теперь требуемый результат следует из теоремы 2. 

Выясним, в каком случае тотально локальная форма­
ция является изотропной. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть % — разрешимая тотально ло­
кальная формация ранга п. Тогда, и только тогда, $ — 
изотропная формация, когда Ж ($) f] @ cz Ж ($я($))-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . 
Пусть 3" — тотально локальная формация ранга п. Возь­
мем произвольную группу G из Ж ($) Г] @. По лемме 3 
GIF (G) ^~ Ж (/ (р)), где / — максимальный внутренний 
локальный экран формации $. По лемме 1 / (р) — то­
тально локальная формация. Очевидно, что г (/ (р)) = 
= п — 1. По индукции GIF (G) fE Ж (^Л(/(Р)))- Отсюда 
I (G) = п + 1. По теореме 2 G (= Ж (Я£<9)). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть / — максимальный внут­
ренний локальный экран формации % и пусть г ($) = п. 
Предположим, что г (/ (р)) < w — 1 для некоторого р 
из а (^). Пусть G — группа минимального порядка из 
3 \ / (р). Очевидно, что G - Ж (/ (р)), Ор(С) = 1 и ( ? 
имеет единственную минимальную нормальную подгруппу. 
По следствию 2 I (G) < л. Тогда существует точный не­
приводимый Fp [С?]-модуль, где Fv — поле из р элемен­
тов. Пусть Г = NXG. Нетрудно показать, что Г (=_ Ж (^). 
По теореме 2 Г ^= Ж (Шк), где к < п. Противоречие. 
Итак, г (/ (р)) = п — 1 для любого р f=z G ($) . Следо­
вательно, ^ — изотропная формация. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть $ — разрешимая тотально ло­
кальная формация. Каждая группа из Ж ($) ^-порождена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, 
мы можем считать, что Ф (G) = 1. Если С? неразрешима, 
то G — минимальная неразрешимая группа. По теореме 
Томпсона из [7] G 2-порождена. Пусть G разрешима. 
Пусть / — максимальный внутренний локальный экран 
формации $ . По теореме 1.5 из [5] G = G&XM, где G% — 
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единственная минимальная нормальная подгруппа груп­
пы G, М <= Л (/ (р)). Если / (р) = 0 , то М — единичная 
группа. Следовательно, G 2-порождена. Пусть р '— я (<5). 
По лемме 1 / (р) — тотально локальная формация. По 
индукции М 2-порождена, т. е. М = <а, fc>, a^= 1. Пусть 
G% = (тгг = 1, п2, . . ., nsy, где s = \ G% \. Построим под­
группы Mt = <а, bnty (i = 1, 2, . . ., .9). Предположим, 
что Mt отличны от G. Очевидно, что Mt являются допол­
нением к G* в G. По теореме 1.1 из [51 Mt сопряжены в 
G (i = 1, 2, . . ., s). Если Mt Ф Mj для i Ф /, то под­
группы Mt составляют полный класс сопряженных под­
групп в G. Но тогда элемент а попадает в каждую из 
этих подгрупп, т. е. а ^ Мд = 1. Противоречие. Зна­
чит, Mt = Mj для некоторых i Ф у. Но тогда Mt содер­
жит иеединичный элемент (ani)(anjyl = апгщ a'1 F= G%. 
Последнее противоречит равенству Mt f] G% — 1. Итак, 
Mt = G для некоторых i. Следовательно, G 2-порождена. 

С л е д с т в и е . Пусть § — разрешимая тотально 
локальная формация. Если каждая 2-порожденная под­
группа группы G принадлежит $ , то G ^%. 

Гомельский государственный Поступило 
университет 20.03.87 
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