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�� Vvedenie

Pust� k � � � celoe qislo� Koneqny� prosto� graf � s mno�e�
stvom verxin V nazyvaets� k�sv�znym	 esli jV j � k i graf ��X
�vl�ets� sv�znym dl� vseh mno�estv X � V 	 u kotoryh jXj � k�
Qislo

���� � max
�
k � � �vl�ets� k�sv�znym

�

nazyvaets� verxinno� sv�znost�� grafa �� Dl� simmetriqno�
go antirefleksivnogo binarnogo otnoxeni� R na V polo�im
��R� � ����	 gde � � graf na V s mno�estvom r
ber R	 i na�
zov
m otnoxenie R sv�znym	 esli sv�zen graf �� esli �tot graf
regul�ren	 polo�im d�R� � d���	 gde d��� � stepen� grafa ��
Esli R simmetriqna� 
�orbita tranzitivno� gruppy peresta�
novok	 to	 oqevidno	 ��R� � d�R�� Bolee togo	 kak dokazano v ���	
v �tom sluqae ��R� � d�R� vs�ki� raz	 kogda otnoxenie R sv�z�
no� Dl� grupp ranga � poslednee utver�denie bylo obobweno
v ��� na sluqa�	 kogda R �vl�ets� bazisnym otnoxeniem asso�
ciativno� shemy ranga �� �Associativnu� shemu ranga r mo�no
predstavl�t� sebe kak special�noe razbienie polnogo grafa v
r � � regul�rnyh podgrafov� neobhodimye svedeni� iz teorii
shem privedeny v x
�� Bolee obwo	 sledu�wa� gipoteza byla
sformulirovana A� Brau�rom v stat�e �
��

Gipoteza� Pust� R � sv�znoe bazisnoe otnoxenie associativno�
shemy� Togda ��R� � d�R��

V �to� stat�e my dokazyvaem gipotezu Brau�ra v sluqae	 ko�
gda sootvetstvu�wa� associativna� shema sil�no zamknuta� A
imenno	 pust� C � proizvol�na� shema na mno�estve V � Sledu�

��	 ��	 dl� celogo polo�itel�nogo qisla m opredelim shemu bC�m�
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kak naimen�xu� shemu na mno�estve V m	 soder�awu�m�u� ten�
zornu� stepen� shemy C i refleksivnoe otnoxenie	 otveqa�wee

diagonali mno�estva V m� Estestvenna� proekci� shemy bC�m� na
mno�estvo V nazyvaets� m�zamykaniem shemy C� Izvestno	 qto
��zamykanie i n�zamykanie shemy C pri n � jV j sovpada�t so�
otvetstvenno s ne� samo� i so shemo� 
�orbit e
 gruppy avto�
morfizmov� Shema C nazyvaets� m�zamknuto�	 esli ona sovpada�
et so svoim m�zamykaniem� Mo�no dokazat�	 qto shema 
�orbit
l�bo� gruppy perestanovok �vl�ets� m�zamknuto� pri vseh m�
Osnovno� rezul�tat stat�i mo�et byt� sformulirovan sledu��
wim obrazom�

Teorema �� Pust� C � odnorodna� shema i R � e	 sv�znoe simme�
triqnoe bazisnoe otnoxenie� Predpolo
im� qto shema C �vl�et�
s� d�R��zamknuto�� Togda ��R� � d�R��

Zameqanie� V de�stvitel�nosti iz dokazatel�stva teoremy �
sleduet	 qto e
 utver�denie osta
ts� spravedlivym dl� ka�dogo
otnoxeni� R �

S
S�S � ST �	 gde S probegaet nepustoe mno�estvo

sil�no sv�znyh bazisnyh otnoxeni� shemy C i ST � otnoxenie	
transponirovannoe k S�

Dl� dokazatel�stva teoremy � my vospol�zuems� odnim sta�
rym rezul�tatom ob atomah grafa� A imenno	 mno�estvo X � V
nazyvaets� atomom grafa �	 esli

jXj � min
Y�V�j�Y j�k

jY j�

gde �Y � fx � V n Y � x sme�na s nekotoro� verxino� iz Y g i
k � ����� �Netrudno proverit�	 qto podgraf grafa �	 induci�
rovanny� atomom	 �vl�ets� atomom v smysle raboty ����� Obo�
znaqim qerez A��� mno�estvo vseh atomov grafa �� Kak pokazano
v ���	 razliqnye atomy ne pereseka�ts� i potomu otnoxenie

E��� �
�

X�A���

X �X

�vl�ets� �kvivalentnost�� na V �t�e� otnoxeniem �kvivalent�
nosti na nekotorom ego podmno�estve�� �sno	 qto ka�dy� atom
induciruet sv�zny� podgraf grafa � i A��� �� �	 esli graf �
sv�zen� Otmetim tak�e	 qto v regul�rnom sv�znom grafe �	 dl�
kotorogo ���� � d���	 ka�dy� atom sostoit iz po kra�ne� mere
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dvuh verxin� Teorema � vyvodits� iz sledu�wego utver�deni�	
kotoroe budet dokazano v x �� Ni�e C��� oboznaqaet naimen�xu�
shemu na mno�estve verxin grafa �	 soder�awu� mno�estvo ego
r
ber�

Teorema �� Dl� ka
dogo grafa � �kvivalentnost� E��� �vl�ets�
ob
edineniem bazisnyh otnoxeni� �����	���zamykani� shemy C����

Neizvestno	 �vl�ets� li �kvivalentnost� E��� ob�edineniem
bazisnyh otnoxeni� shemy C���� Odnako	 esli �to tak	 to gi�
poteza Brau�ra mo�et byt� dokazana s pomow�� privodimogo
ni�e rassu�deni��

Dokazatel�stvo teoremy �� Oqevidno	 ��R� � d�R�� Predpolo�
�im	 qto ��R� � d�R�� Oboznaqim qerez � graf s mno�estvom
r
ber R� Togda suwestvuet atom �togo grafa	 kotory� soder�it
dve ego sme�nye verxiny	 i potomu R 	E��� �� �� S drugo� sto�
rony	 iz teoremy 
 sleduet	 qto mno�estvo E��� �vl�ets� ob��
edineniem bazisnyh otnoxeni� �����	 ���zamykani� shemy C����
Poskol�ku shema C �vl�ets� d�R��zamknuto� i rasxir�et shemu
C���	 mno�estvo E��� �vl�ets� ob�edineniem bazisnyh otnoxe�
ni� shemy C� Tak qto R � E���� V silu sv�znosti grafa � i od�
norodnosti shemy C	 ots�da sleduet	 qto �kvivalentnost� E���
imeet toqno odin klass	 qto protivoreqit opredeleni� atoma�
�

�� Shemy

���� Pust� V � koneqnoe mno�estvo i R � mno�estvo nepustyh
binarnyh otnoxeni� na V � Para C � �V�R� nazyvaets� kogerent�
no� konfiguracie� ili shemo� na V 	 esli vypolneny sledu�wie
uslovi��

�C�� mno�estvo R obrazuet razbienie mno�estva V �	

�C
� diagonal� ��V � mno�estva V � �vl�ets� ob�edineniem �le�
mentov iz R	

�C�� mno�estvo R zamknuto otnositel�no perestanovki koordi�
nat	

�C�� esli R�S� T � R	 to qislo jfv � V � �u� v� � R� �v� w� � Sgj ne
zavisit ot vybora �u�w� � T �
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�lementy mno�estva V 	 otnoxeni� iz R i qisla iz uslovi� �C��
nazyva�ts� toqkami	 bazisnymi otnoxeni�mi i qislami perese�
qeni� shemy C	 sootvetstvenno� Poslednie oboznaqa�ts� qerez
cTR�S � My tak�e oboznaqaem qerez R� � R��C� mno�estvo vsevoz�
mo�nyh ob�edineni� �lementov iz R � R�C��

Mno�estvo vseh shem na V qastiqno upor�doqeno po vkl�qe�
ni�� imenno	 C � C� togda i tol�ko togda	 kogda R��C� � R��C���
Dl� mno�estv R�� � � � �Rs binarnyh otnoxeni� na V my obozna�
qaem qerez 
R�� � � � �Rs� naimen�xu� shemu C na V taku�	 qto
Ri � R��C� dl� vseh i� my opuskaem figurnye skobki	 esli
Ri � fRig i pixem Cv����� �vs vmesto 
R�C�� R�� � � � � Rs� v tom slu�
qae	 kogda Ri � f�vi� vi�g dl� vseh i	 gde vi � V �

���� Pust� C � �V�R� � shema� Polo�im

Cel �C� � fX � V � ��X� � Rg� Cel ��C� � fX � V � ��X� � R�g�

Ka�dy� �lement mno�estva Cel �C� �sootv� Cel ��C�� nazyvaets�
kletko� �sootv� kletoqnym mno
estvom� shemy C� Oqevidno	
mno�estvo V �vl�ets� diz��nktnym ob�edineniem kletok� She�
ma C nazyvaets� odnorodno�	 esli jCel �C�j � �� Esli pri �tom
ka�doe e
 bazisnoe otnoxenie simmetriqno	 to C nazyvaets� as�
sociativno� shemo��

Mno�estvo vseh �kvivalentnoste� na V 	 prinadle�awih mno�
�estvu R�	 oboznaqaets� qerez E � E�C�	 a ego �lementy nazy�
va�ts� �kvivalentnost�mi shemy C� �sno	 qto ��V �� V � � E �
Legko prover�ets�	 qto dl� R � R� naimen�xa� �kvivalent�
nost� hRi na V 	 soder�awa� R	 tak�e prinadle�it E � Polo�im
B�C� �

S
E�E V�E� Dl� ka�dogo U � B�C� mno�estvo RU � fRU �

R � R� RU �� �g	 gde RU � R 	 U�	 �vl�ets� mno�estvom bazis�
nyh otnoxeni� nekotoro� shemy na U � My nazyvaem �tu shemu
ograniqeniem shemy C na U i oboznaqaem e
 qerez CU �
Nepusta� �kvivalentnost� shemy C nazyvaets� nerazlo
imo�	

esli ona ne �vl�ets� diz��nktnym ob�edineniem dvuh nepu�
styh �kvivalentnoste� �to� shemy� Legko videt�	 qto ka�du�
�kvivalentnost� shemy C mo�no predstavit� v vide diz��nkt�
nogo ob�edineni� nerazlo�imyh �kvivalentnoste�	 nazyvaemyh
e
 nerazlo
imymi komponentami� Mo�no dokazat� �sm� ��	 lem�
ma 
���
��	 qto nositeli nerazlo�imyh komponent �vl��ts� po�
parno nepereseka�wimis� kletoqnymi mno�estvami shemy C�
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��	� Shemy C � �V�R� i C� � �V ��R�� nazyva�ts� izomorfnymi	
esli Rf � R� dl� nekotoro� biekcii f � V 
 V �	 nazyvaemo�
izomorfizmom shemy C na shemu C�� Shemy C i C� nazyva�ts�
podobnymi	 esli

cTR�S � cT
�

R��S� � R� S� T � R� ���

dl� nekotoro� biekcii 	 � R
R�� R �
 R�	 nazyvaemo� podobiem
shemy C na shemu C�� Pri �tom podobie 	 induciruet biekci�
iz R� na �R���	 dl� oboznaqeni� kotoro� my ispol�zuem tu �e
bukvu� Mo�no dokazat�	 qto ��V �� � ��V �� i �RT �� � �R��T dl�
vseh R � R� Ka�dy� izomorfizm shemy C na shemu C� induciruet
estestvennym obrazom podobie �tih shem�
Sledu�wee utver�denie summiruet te svo�stva podobi�	 ko�

torye budut ispol�zovat�s� dalee �sm� ��	 ����

Lemma ���� Pust� 	 � C 
 C� � podobie shemy C na V na shemu C�

na V �� Togda

��� E�C�� � E�C�� i jVEj � jV �
E� j� jV�Ej � jV ��E�j dl� vseh E � E�C��

�
� esli �kvivalentnost� E � E�C� nerazlo
ima� to �kviva�
lentnost� E� � E�C�� tak
e nerazlo
ima i dl� ka
do�
pary �X�Y � � V�E � V ��E� podobie 	 induciruet podobie
	X�Y � CX 
 CY takoe� qto �RX��X�Y � �R��Y dl� vseh
R � R��C��

��� hRi� � hR�i dl� vseh R � R��C�� �

��
� V �tom punkte V i m oboznaqa�t sootvetstvenno koneq�
noe mno�estvo i polo�itel�noe celoe qislo� Dl� v � V m i
i � f�� � � � �mg qerez vi oboznaqaets� i�a� koordinata toqki v�
Sledu�wee utver�denie dokazano v ��	 lemma �����

Lemma ���� Pust� C � shema na V i bC � bC�m�� Dl� v�� � � � � vm�� � V

polo
im U � fu � V m � ui � vi� i � �� � � � �m� �g� Togda U � B�bC� i
bCU � �Cv����� �vm�� �

� �

gde 
 � V 
 U � biekci�� perevod�wa� v v �v�� � � � � vm��� v�� �

Sledu�wa� lemma �vl�ets� qastnym sluqaem lemmy ��
 iz
raboty ����

Lemma ��	� Pust� C � shema na V � Togda dl� ka
dogo R � R�bC�m��
mno
estvo f�ui� vi� � �u� v� � Rg �vl�ets� bazisnym otnoxeniem
m�zamykani� shemy C pri vseh i � �� � � � �m� �
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�� Dokazatel�stvo teoremy �

Nam ponadobits� sledu�wa� lemma� Ni�e dl� koneqnogo mno�

�estva V i neotricatel�nogo celogo qisla k my polagaem bV �

V k�� i bEk � f�z� z�� � bV � � zi � z�i	 i � �� � � � � kg�

Lemma 	��� Pust� C � shema na V � R � R��C� i U � Cel �bC�� gde
bC � bC�k���� Dl� x � U oboznaqim qerez �R�x� mownost� togo klas�
sa �kvivalentnosti hRVxi na mno
estve Vx � V n fx�� � � � � xkg�
kotory� soder
it xk��� Togda qislo �R�x� ne zavisit ot vybo�
ra x�

Dokazatel�stvo� Pust� x� y � U � Poskol�ku U � kletka shemybC	 pary �x� x� i �y� y� prinadle�at odno� i to� �e nerazlo�imo�

komponente bE �kvivalentnosti bEk � E�bC�� Oboznaqim qerez Ux
i Uy klassy �kvivalentnosti bE	 soder�awie toqki x i y soot�

vetstvenno� Iz utver�deni� �
� lemmy 
�� pri 	 � �
bC i E � bE

sleduet	 qto suwestvuet podobie b	 � bCUx 
 bCUy takoe	 qto
�bSUx �b� � bSUy � bS � R��bC�� �
�

S drugo� storony	 pust� 
z � V 
 Uz � biekci�	 perevod�wa� v v

�z�� � � � � zk� v�	 z � fx� yg� Togda S�z � Sk��	 bEUz dl� vseh S � R�C��

Krome togo	 esli Ri � f�zi� zi�g i bRi � f�v� v� � bV � � vi � vk��g	

to R�z
i � bRi 	 bEUz pri i � �� � � � � k� Tak qto v silu ravenstva

Cz����� �zk � 
R�C�� R�� � � � � Rk� lemma 
�
 vleq
t	 qto

�Cz����� �zk�
�z � 
Sk�� 	 bEUz � bR� 	 bEUz � � � � � bRk 	 bEUz � � bCUz � ���

Oboznaqim qerez 	z podobie shemy Cz����� �zk 	 inducirovannoe bi�
ekcie� 
z	 i polo�im 	 � 	x � b	�	��y � Togda iz �
� i ��� sleduet	
qto 	 �vl�ets� podobiem shemy Cx����� �xk na shemu Cy����� �yk 	 priq
m

S� � S� f�xi� xi�g
� � f�yi� yi�g� �U �x��� � U �y��

gde S � R�C�	 i � f�� � � � � kg i U �x� �sootv� U �y�� � kletka shemy
Cx����� �xk �sootv� Cy����� �yk�	 soder�awa� toqku xk�� �sootv� yk����
��to sleduet iz togo	 qto toqki x i y prinadle�at odno� i

to� �e kletke U shemy bC�� V silu utver�deni� �
� i ��� lem�
my 
�� my poluqaem ots�da	 qto �Ex�� � Ey	 gde Ex �sootv� Ey� �
nerazlo�ima� komponenta �kvivalentnosti hRVxi �sootv� hRVy i�	
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soder�awa� paru �xk��� xk��� �sootv� �yk��� yk����� Po utver�de�
ni� ��� to� �e lemmy jXj � jY j	 gde X �sootv� Y � � klass �kviva�
lentnosti Ex �sootv� Ey�	 soder�awi� toqku xk�� �sootv� yk����
Takim obrazom	 �R�x� � jXj � jY j � �R�y�	 qto zaverxaet dokaza�
tel�stvo lemmy� �

Dokazatel�stvo teoremy �� Pust� � � graf s mno�estvom ver�
xin V i mno�estvom r
ber R� Togda R � R��C�	 gde C � C����
Iz lemmy ��� pri k � ���� i proizvol�nom celom � sleduet	 qto
mno�estvo

X� � fx � V k�� � �R�x� � �g

�vl�ets� kletoqnym mno�estvom shemy bC � bC�k���� Oboznaqim
qerez � mownost� atoma grafa �� Togda X� �� � i	 bolee togo	
x � X� togda i tol�ko togda	 kogda xk�� � verxina nekotorogo
atoma Ax grafa �	 sovpada�wego s komponento� sv�znosti grafa
� � fx�� � � � � xkg �zametim	 qto mno�estvo Y �vl�ets� ob�edine�
niem sv�znyh komponent grafa ��Z togda i tol�ko togda	 kogda
�Y � Z�� Ots�da sleduet	 qto proekci� ka�dogo klassa �kviva�

lentnosti � bEk�X�
na �k	���u� koordinatu �vl�ets� ob�edineni�

em atomov� Polo�im

bE� � h bR�i� bR� � f�x� y� � � bEk�X�
� �xk��� yk��� � Rg�

Iz opredeleni� sleduet	 qto esli �x� y� � bR�	 to Ax � Ay 	 i
potomu �xk��� yk��� � E���� Takim obrazom	 E� � E���	 gde E� �

f�xk��� yk��� � �x� y� � bE�g� S drugo� storony	 oqevidno	 bR� �

R��bC�	 i	 znaqit	 bE� � E�bC�� Po lemme 
�� ots�da sleduet	 qto E�

�vl�ets� �kvivalentnost�� �k	 ���zamykani� shemy C� No togda
takovo� �e �vl�ets� i E���� �

Literatura

�	 S	 Evdokimov� I	 Ponomarenko� Harakterizaci� ciklotomiqeskih shem i

normal�nye kol�ca Xura nad cikliqesko� gruppo�	 � Algebra i analiz
�� ������� �� ���

	

	
 A
 E
 Brouwer� Spectrum and Connectivity of Graphs
 � SMC �� jubilee 
Ams�
terdam� ������ CWI Quarterly � 
������ �����


�
 A
 E
 Brouwer� D
 M
 Mesner� The connectivity of strongly regular graphs
 �
European J
 Combinatorics � 
������ 	���	��


�
 S
 Evdokimov� M
 Karpinski� I
 Ponomarenko� On a New High Dimensional
Weisfeiler�Leman Algorithm
 � Journal of Algebraic Combinatorics �� 
������
	����




�	 S	 A	 EVDOKIMOV� I	 N	 PONOMARENKO

�
 S
 Evdokimov� I
 Ponomarenko� Separability Number and Schurity Number of Co�
herent Con�gurations
 � Electronic Journal of Combinatorics � 
	����� �R��


�
 S
 Evdokimov� I
 Ponomarenko�G
 Tinhofer� Forestal algebras and algebraic forests
�on a new class of weakly compact graphs�
 � Discrete Mathematics ��� 
	�����
������	


�
 M
 Watkins� Connectivity of transitive graphs
 � J
 Combin
 Theory � 
������
	��	�


Evdokimov S� A�� Ponomarenko I� N� On the vertex connectivity of a
relation in association scheme�

It is proved that for a su�ciently closed association scheme� the Brouw�
er conjecture on the coincidence of the vertex connectivity and the degree
of any connected basis relation of it is true�

Postupilo �� sent�br� ���� g	Sankt�Peterburgski� institut
informatiki i avtomatizacii RAN

E�mail� evdokim�pdmi
ras
ru

Sankt�Peterburgskoe otdelenie
Matematiqekogo instituta
im	 V	 A	 Steklova RAN

E�mail� inp�pdmi
ras
ru


