
Н.Н.Ляшенко 

СТАТИСТИКА СЛУЧАЙНЫХ КОМПАКТОВ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Настоящая работа посвящена некоторым вопросам статистики 
случайных множеств. Мы ограничимся лишь компактными случайными 
подмножествами евклидова пространства размерности т . 

Обозначим через %уП) множество непустых компактов в R , 
а через § - множество непустых выпуклых компактов в И 
Рассмотрим операцию сложения подмножеств. R , определяемую по 
правилу: 

А + В = { Х + ц | хе А & -уеВ } , 
а также операцию умножения произвольного, подмножества Rm на 
действительное число: 

о^А = { Ы,х\ х е А } •. 
Очевидно, ЖЩ И g^. замкнуты относительно этих операций. 

Пусть g - единичный шар в Rm , а 8 - положительное 
число. Тогда Д + е£> - представляет собой £-окрестность 
множества А . С помощью окрестностей можно определить наЗС^ 
метрику 

усА,-Ь)= vni {e|AcB + e^*BcA+e^}., 
называемую метрикой Хаусдорфа. Эта метрика определяет некоторую 
топологию на DC ̂  . Соответствующую борелевекую (Г-алгебру 
мы обозначим через %т . Пусть (,££, Jb, Р ) - произвольное ве­
роятностное пространство, а Д - отображение из S2 в З С ^ , 
измеримое по Борелю (в смысле %т ) относительно •$ . Тогда 

Д называется компактным случайным множеством. Если с вероят­
ностью I реализации А лежат в % , то говорят о выпуклом 
компактном случайном множестве. 

Любая функция § : S2 —*- R1™ , обладающая свойством 

VcocS3C|Cw)e А(со)), 

называется селектором случайного множества А • Семейство се­
лекторов А .. измеримых относительно •&, , обозначим через 
Гд . Математическим ожиданием случайного шсжертва А на­

зывается множество 
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ЕА-Ч.Ет«Г А}. 
Математическое ожидание существует тогда и. только тогда, когда 
существует Е|А|| (здесь| А | = /(А ,{0}) )• Математичес­
кое-ожидание выпуклого случайного множества выпукло. Если ^-ал­
гебра событий Л не имеет атомов положительной вероятности, ма­
тематическое ожидание выпукло независимо от выпуклости исходного 
случайного множества. 

Нетрудно показать, что Е(А + В ) = Е А + Е В ', Е(АА)=А-ЕА. 
Пусть t - некоторая метрика на ЗС,^ . Дисперсией случай­

ного множества А относительно метрики t естественно называть 
число 

Э)гА = Е г * с А , Е А ) , 

Величину 3)»А будем обозначать просто D A и называть диспер­
сией А . J)A существует тогда и только тогда, когда существу-
ет Е|| А \\% . Легко видеть, что D A = 0 в том и только в 
том случае, если А вырождено. Кроме того, 2 ( А А ) = А * 5 А . 
Эти свойства аналогичны свойствам классической дисперсии. С дру­
гой стороны, дисперсия ]) не является аддитивной, т.е. диспер­
сия суммы независимых случайных множеств не обязательно равна 
сумме их дисперсий. В дальнейшем у нас появится метрика, порож­
дающая аддитивную дисперсию. 

Через ® обозначим единичную сферу в R . Для каждого 
ct-с <В рассмотрим проекционный функционал 

ЗГД М) = dUp Ы.Х , 
Осе М 

заданный на fe^,. Значения всех проекционных функционалов пол­
ностью определяют выпуклое множество. Для каждого выпуклого ком­
пактного случайного множества А семейство случайных величин 
^и С А ) представляет собой случайную функцию на сфере © 
с непрерывными реализациями. Пусть для любых А и В из fe^ 
число т К А , В ) совпадает с расстоянием между ^ ( А .) и 
^ ( В ) в смысле L&(<S) . Тогда f - метрика на <&ж. 

Соответствующая дисперсия 2-р (определенная для выпуклых ком­
пактных случайных множеств со свойством Е|| All < °° ) адди­
тивна. 

•Дюбая задача о выпуклых компактных случайных множествах мо-
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жет быть сформулирована на языке случайных функций ^ ( А ) . Ряд / 
свойств проекционных функционалов делает выгодным такой переход. 
Отметим некоторые из них 

ic^(A+B)= irt(A) + ^ C B ) j 
Ч<ДАА)= Атс^сА) СА>0) -, 
*а(-А)- я.^сА). 

Сумма случайных множеств переходит в сумму случайных функций. 
Нормированные суммы переходят в соответствующие нормированные 
суммы случайных функций. 

Ряд важных геометрических характеристик выпуклых множеств 
просто выражается через "Л^ . Так, 

J(A,B)--м*р1^<А>-*.<<В>1 ; 

J А|| - iup иг̂ сА) j 

• • 5 ( А , В ) - ( Д я ^ А ь ^ с В ) ) iUj ; 
• • * • < / » 

Здесь flAll-p" =<& "PC A,tOj^ .Далее, <Я (̂Д) + %_и (А) -попе­
речник Д в направлении ы, ; 

«UamA = 4«/э (7rJ(A) + ce i(A))> 

foA = i n f ( ^ А н я ^ с А ) ) -ширина А ; 

Условие равносильно утверждению, что А лежит в 
некоторой гиперплоскости. 

Рассмотрим асимметрию <А относительно точки зс : 

a5ym x A » j>(.A,(-A) + 2 J » } ) . ' 

Тогда й6^тд.А= ЬЫр («u(A)-«^(A>-5?t») . 
«ге© 

В частности, асимметрия относительно начала координат (или прос­
то асимметрия множества А ) равна 
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Средний радиус множества 

tout А = — ~ - - ) ac,(A)cU . 
Наконец, отметим, что 1Г а <,СЕА)= Ет^С'А) • 

Как было показано в [i] , перевод постановок задач о случай­
ных множествах на язык случайных функций оказывается полезным 
для получения аналогов классического закона больших чисел, а так­
же различных вариантов центральной предельной теоремы. При этом 
в качестве аналогов нормальных случайных величин выступают гаус­
совы случайные множества, определяемые следующим образом. 

ОПРВДЖЕНИЕ I. Компактное случайное множество называется 
гауссовым, еоэш оно почти наверное выпукло и случайная функция 
^ ^ А ) гауссова (т.е. являются гауссовыми ее конечномер­
ные распределения). 

Для гауссовых случайных множеств справедлива следующая ха~ 
рактеризационная теорема. 

ТЕОРЕМА I. Для того, чтобы А было гауссовым случайным мно­
жеством, необходимо и достаточно, чтобы А допускало представ­
ление 

А = М + Ш , 
где М - (неслучайное) выпуклое множество, а ^ - гауссов-
ский случайный вектор. 

ДОКАЗАТЕЙЬСТЮ. п . 1 . Достаточность условия в формулировке 
теоремы очевидна. Докажем его необходимость. 

п.2. Рассмотрим опорную функцию множества А , отображаю­
щую cce l i в R и задаваемую соотношением: 

ТСЫ(.А) = Шр осъ . 

Она является выпуклой (см. [2] ). Кроме того, для любого набора 
OL17..., ^ H , e R l n случайный вектор(1Ц(А) г..Д^ЛА)) 
по условию является гауссовым. Действительно, он представим в ви­
де 
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где /,,.-.,/и,е © ; СЦ,..., а„,г>0 . 
п.З. Рассмотрим 0,,,...,6^2-0, 0,,+ --- + 0ц,= 4 • в си~ 

лу выщгклости 4 ^ С А) на R,w имеем: 

тс̂ сА) < в4чг^сА)+ • • • + ® Л н с А ь 

где <Г= 6 ^ + . . . + 6№«*№ • 
Отсюда 611£цСА)+...+ 6»*ГСв1лСА.)-Яг<А;.>0 • С ДРУГ0Й о т ° -
роны, случайный вектор ( 9 ^ (А),..., 0 Н 1^ (А)^-%(А)) гаУ°~ 
сов, поэтому 1 w 

где 0 = (6{,...,0ц,), ol = ( ^ , . . . , о^ ) . Иными словами, левая 
часть последнего равенства имеет вырожденное распределение. 

п.4. Пусть у4,..., у т - ортонормированный базис про­
странства R т , Положим 

* 4 = 

• W , и*+ 4 « j « 2m ; 

т-е- сА1?..., А ш ) = сггя"- ' и»* - * v - - - , - r m b 
Для любого ^е<2> найдется единственный набор 

й Q ъ. п . такой, что 

^ - 6 A + ...+ 6gwA 0,6,^=0 . Ян* ^ j i + m 
Очевидно, 

J 
J3^ ' i^j * ° ' 

0 , fi A j < о ; 

т.е. 0, (£) = C^A; )4 . 

Далее, G,+ . . . + 6 2 w = ^ y 0 . Положим0,*= 0.U* И< J « 2«*). 

Тогда e j » 0 } 0*+ . . . + G^, = f̂ J 

u'ji = 0*A,,+ ...+ &lmhm • 

Наконец. G > A / A ) + . . . + 0 ^ 4%m< A) - U ^ С A) == 
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Таким образом, 

% т _ _ • 

Gj. зависят от выбора базиса и от вектора £> , но не от А 
н.5. Положим М •» Е А и рассмотрим функцию 

\\,Ы) = Е ^ С А ) . Дяя всякого и 

ftieer место представление 

Я) (А) - Цвл-4(/) , 
где 5 - случайная функция со свойством E i ( j S ) = 0 . 

Далее, 

%m _ • _ 
l it/)+ * ( / ) -Е ®j^)^cAbt t ( js )^(0 (js>,A ). 

Вычисляя математическое ожидание от левой и правой частей, полу­
чим: 

Ы • ' _ _ 

Цр)--Е V ^ V " ^ ^ 0 * ^ ) -
Отсюда 

*^)f,wc8* A)^E ê cjwfccÂ -Ĥ J. 

Таким образом, d{j,m зависит только от среднего, т.е.от М . 
Н.6. Из п.5 следует, что 
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я™ 

0 

Таким образом, 

*<J») = S 6y(j5)i(Aj). 

п.7. Очевидно, 0Гр(А)+И»(A) =%(9*, J-) • гДе 
= .(-f, 1 ) (и, следовательно Q*= (-jp-^)), / = Cj3,-J3) 
Значит, 

*А,<А) + 1Ц cAwftce*^), 
причем T^ = ( L, - A; ) • 

Так как OCi.(A) = k(A; )+*(Aj) и Я_А. (Д) = k(-A;)+ 
. 1 Ш Л + 6 C - A J ) , то 

H(Aj) + Hx-Aj) + 6(Aj)'+4(-Aj)-= fla<C Aj). 
Приравниваем математические ожидания левой и правой частей: 

k(Aj) + fc(-Aj)» f»ci*,Aj) • 
Отсюда 5(-А:)=- 6(А4-) .Далее, 

= 6cAj)C(^Aj)+-(-/Ap+)=(jsAj)i(A^). 
•4>Cjâ  можно записать в виде: 
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т 

поэтому 4(J3)= £ CJ»AJ)4(AJ) = 2 fi, i(kp — j3-§ , где 

J3 J = С ,p A j ) -координата j3 в базисе (|fo,..., 5fm) = 
= ( \ , ; . . . , Aw)> ^ - точка с координатами (5( ̂ ^ . . . , б (, A w>). 
Ho J 3 ! = " ^ С { | } ) -, откуда получаем: 

Я р ( А ) = Ф р ( М ) + ^ ( { | } ) , 
Это означает, что Д = IW + {g} ; ^ е ^м . Так как 

^f С А) - гауссова случайная -функция, а "Л^ С М J - обыч­
ная функция (детерминированная), то 'ЗГ* ({§}) - гауссова 
функция, откуда вектор 

является гауссовым. Но Ci ({§}) = А; £ , поэтому 

(^CU}),...,TAfM({|}))= I . 
Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Е 1 = О, М = Е А • Очевидно, что можно 
было выбрать М иначе, а именно, в виде М = Е А + { э с } , 
тогда в представлении, о котором идет речь в теореме, Е § = ~ х . 

Интересен смысл теоремы I с точки зрения предельных теорем, 
рассмотренных в [i] . Если выполнены условия указанных предель­
ных теорем и существует предельное распределение, то оно являет­
ся гауссовым. Но по теореме I последнее представляет собой ре­
зультат случайного сдвига некоторого постоянного множества. Та­
ким образом, происходит вырождение формы нормированной суммы не­
зависимых случайных множеств и с ростом числа слагаемых случай­
ность суммы становится все больше связанной с положением ее в 
пространстве, а не с формой. 

Статистические последствия теоремы I мы обсудим позднее. 
Займемся теперь статистическими задачами теории случайных 

множеств. Специфической особенностью по сравнению с классической 
статистикой здесь является то обстоятельство, что конечное число 
измерений, как правило, не характеризует полностью рассматривае­
мую реализацию. 
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Пока что ограничимся выпуклыми компактными случайными мно­
жествами и рассмотрим семейство функционалов {•$. \ы.е. Q }, 
<* : ̂ рцГ"*"й • В прикладных схемах каждому функционалу соответ­
ствует измерение некоторой характеристики множества. Два множест­
ва А, B e % естественно считать физически различимыми, 
если их отличие проявляется в некоторых измерениях. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть A, B e g m . Элементы А, В 
(пространства ^т ) называются неразличимыми относительно мно­
жества индексов 1-е Q (относительно семейства функционалов 
£ iA Ц е I } ), если 

УобеК^(А)=^<В)). 
Будем использовать обозначение А ~ В . 

ЗАМЕЧАНИЕ. Очевидно, отношение ~ является отношением 
эквивалентности. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Семейство функционалов {5^ | ы е В } , В с Q ,: 
называется полным, если отношение -v является равенством, 
т.е. 

VrfeBC^cA)- ̂cL))=>A = L . 
Иногда мы будем говорить о полноте семейства индексов В вместо 
того, чтобы говорить о полноте семейства функционалов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Функционал £ называется монотонным, если 

АсВ=»$<А)«КВ). 
Измерения несут в себе некоторую информацию об измеряемом 

объекте. Нас будет интересовать положение и форма множества, в 
частности, - возможность локализовать множество с помошыо изме­
рений. Будем говорить, что А локализует L , если А = L 
Что можно сказать с точки-зрения локализации об измеряемом множе­
стве, если известно, что i ( A ) = й- ? Очевидно, самое большее, 
что 

A c U L . 
Н Ы = а 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Множество <£(U) = U L называется об-
ластью локализации функционала i , соответствующей значению 

& . 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Функционал ^ называется регулярно (моно­
тонно) локализующим, если 

а< 4 <=>,£•(<*) с ̂ с4ь 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Функционал $л называется выпуклым, если 

для всякого А е few 

(Здесь C&HV М - выпуклая оболочка множества М . Таким об­
разом, выпуклость функционала - это выпуклость его областей ло­
кализации). 

ОПРВДЕПЕНЙЕ 8. Функционал ^ называется замкнутым, если 
J^,(00 замкнуты. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Функционал i^ называется несмещенным, ес­
ли из условий -fj с Ю ? а , К Л З ^ С О И =f= Ф следуют 

ЗАМЕЧАНИЕ. Условие К Л J ^ c a j e ' e ^ заведомо выполняется, 
если f^ - выпуклый замкнутый функционал. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Для любых A, B e g w положим 

max с А, В) = c<mtr С А и В) . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ I I . функционал $ называется сильно монотон­

ным, если ^ ( . т а з о С А,В» .= n t a x C ^ c A ) , f^CB)). 
ЛЕММА I . Из сильной монотонности следует монотонность. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А с В . Тогда max С А,В) = 

= C&i/nr.CAuB)=C(WvB = B . так как B e f e , ^ . Поэтому 

^ЧВ) = ̂ Стазо(А,В))=тлх(^(А)7^В»^^<:А). 
Лемма доказана. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Функционал называется регулярным, если он 
несметен, сильно монотонен, выпукл и замкнут. 

ЛЕММА. 2. Регулярный функционал является регулярно локализую­
щим. Точнее: если функционал iu сильно монотонен, то 

a«6 => £б<:а)с %tti); 
если f, регулярен, то 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Su сильно монотонен и а^Ь . 
Если ж е J^ (a) , то x e M ^ f ^ (О.) . Рассмотрим 
Kef2* С&) • Из-за сильной монотонности i^ имеет место 
соотношение С== max CM, К) е^^ (.•£) . Кроме того, С э ^ э х . 
Значит, осеСс 5^,(6) . Таким образом, ̂ С С И с .£(€). 

Пусть теперь # ы регулярен и %с(.а) с <!%,<.&) • Рассмот­
рим 

Если К = мах С А , В ) , то К э А , К = > В . Из-за регу­
лярности 

^(К) = таэо(.а>,6), 

значит, ;^(.К)^а, ^ С « ) ^ б . По условию Кп^(а)<= 
сК П U^ifc) , в силу регулярности функционал £^ силь­
но монотонен и, значит, по лемме I монотонен, откуда 

В силу несмешенности левая часть равна й/ , а правая - равна I 
, т.е. а « 6 . Лемма доказана. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Через TjCA) обозначим П ^(£,(А)). 
ЗАМЕЧАНИЕ. Если для всех d е I функционалы ̂  вьшуклы 

и замкнуты, то T j ( A ) - выпуклое замкнутое множество. 
ЛЕММА 3. Если L-^ А . то L <=• Тх С А ). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если L £ А , то #efc(L)= f^CA) ДО 

всех e t e l . Значит, L c ^ C f ^ A ) ) ,a следователь­
но, L с Т х С А ) . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Функционал i называется слабо регуляр­
ным, если он несметен, монотонен, выпукл и замкнут. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В силу леммы I из регулярности следует слабая 
регулярность. 

ЛЕММА 4. Пусть для всех <=te J функционалы fu выпуклы. 
Если T j C A ) -компакт, o C e l и f^ слабо регулярен, 
то 
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Если слабая регулярность имеет место для всех oieX , то 

Тх (А) ^ А . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как ^ - выпуклые функционалы, то 

Т _ ( А ) е S ^ ..По лемме 3 A c T j ( A ) . В силу монотоннос­
ти ^ ( А ) < t t ( T j <А)) .Рассмотрим B e f c w , 

В э Т х С А ) . Тогда 

ЗДсА^^СВлСп ^(^сА))))^^СВп^с^(А))), 
так как j^ монотонен и В П ^ С ^ ( А ) ) ^ ЪР^ (использованы 
выпуклость и замкнутость f ). В силу несмещенности ^ и 
соотношения 

имеет место равенство 

tcC В П ̂  Cf^ С А))) == 
Первая часть леммы доказана. Вторая очевидным образом следует из 
первой. 
х ЗАМЕЧАНИЕ. Если Т-г ( А ) - компакт и для всякого <=6<е X 
функционал f. слабо регулярен, то \ j С А) =j U Ь . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Отображение H j из %^ в %т называется 
оператором оценивания по X . если его значения определяются 
лишь измерениями из I , т.е. Ь ^ А =У H T ( L ) = Н т ( А ) • ̂ но~ 
жество H j C A ) называется оценкой А по I . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Оценка MjCA) называется интерполяцион­
ной, если Н-г(А)-^ А (интерполяционное условие). Оператор 
оценивания называется интерполяционным, если все его значения яв­
ляются интерполяционными оценками. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Построение интерполяционной оценки - это построе-' 
ние множества, которое "совпадает" с А в отношении измерений 

"ч f^ , o t e l . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Индекс fi& Q называется примитивным для 
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Ц , если 

VAe8w(j]ic^cA»c^(^(HI(A)))), 
т.е. если измерение f. хуже локализует H j ( A ) , чем Д . 
Множество примитивных индексов обозначимте Нт) • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Оператор Нт называется простым, если се­
мейство { £j | £ € ф ( Hi) } ПОЛНО. 

Наша задача на данном этапе заключается в изучении свойств 
простых интерполяционных операторов и соответствующих оценок. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть { f» | f i e Q } - полное семейство регу­
лярных функционалов. Для того, чтобы существовал простой интерпо­
ляционный оператор, Нт_ , необходимо и достаточно, чтобы для 
всякого м € Йде, множество Т т ( А ) было компактом. При 
этом H j ( A ) = Т т (А) , т.е. T j - единственный простой 
интерполяционный оператор. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ту С А ) - компакт. Тогда по лемме 4 
Т Х(А)-А. 

Докажем простоту Т-г . Если _ре Q , то в силу включения 
Д с Т т ( А ) и монотонности f» имеет место неравенство 

^(Ах^СТцСА)), 
а поскольку fa сильно монотонен, то по лемме 2 

^(^(A))c^(f/(TI(A))), 
и, значит, fi - примитивный индекс. ^ ( T j ) = Q , В силу пред­
положения о полноте исходного семейства функционалов Т т - прос­
той оператор. Таким образом, существует простой интерполяционный 
оператор. 

Обратно. Пусть существует простой интерполяционный оператор' 
Мд- . По определению 15 из L -у А следует HxCL)—f-MA). 

В силу интерполяционного условия Hj(A> 'У А и по лемме 3" 
Hj(A) с T j ( А ) ..В силу простоты оператора оценивания мно­
жество индексов ^S(Hj-) порождает полное семейство функционалов. 
Для любого £<=?$(Ц1) 
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По п.2 правая часть - компакт, а следовательно, и левая— ком­
пакт. Учитывая слабую регулярность и полноту, по п.З получаем 
включение 

А с HjcA) . 
5. По п.2 Т т (А)э Т т , . (А) . Очевидно, что 4 i m % ' (.fa ±п -"-им ц № 

= T g (A) . Правая часть в силу п.З равна А , т.е. 
•fiw Т j СА) = A . Теорема доказана. 

Теперь в качестве основного семейства функционалов мы будем 
рассматривать семейство проекционных функционалов {it^ \ы.& 6} . 

ТЕОРЕМА 4. I. Если ^) плотно в .© , то семейство 
{1UU | о £ € Я) } ПОЛНО. 

2. &л регулярны. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I. Для любого компакта К с R m и A c R w 

условие 
V°teS) 0^(10 = ^(А)) 

влечет за собой равенство С О И 1 К Ю = СО-И-V СА) . Если ft и 
А е tSm , то отсюда следует К = А . 

2. ^(ft) являются полупространствами, определяемыми нера­
венствами вида ы х ^ (I, . Отсюда следуют выпуклость и замкнутость 

*л . пусть Ке gw, J^wn К =£ 0 n^(«j>,a. 
Тогда, очевидно, 

Если К с ^ ( Л ) , то 7CetCK)=ft' и существует точка X , та­
кая, что see К и о^х=а . Отсюда 1^(^(00/1 1С) = Я" Если 
же КфТ^ОС) , то К.П 3lfCft) =* ̂  . Точка х е к Л ̂ С ( а ) 
обладает свойством е£ X > & . В силу выпуклости К существует 
й е К °о свойством Ы.Ц = &, откуда 1С^(5^(а) Л /О—Я'-

Таким образом, функционалы ^являются несмещенными. Докажем 
сильную монотонность %д . Пусть A , - B e %^ , К= w a x (А,В). 
Тогда 1ЕДК) = 4 И р обК = ЗИ<р ы.К = 

Х<=К хеАиВ 

= max (mp °cx; <5>up<=a) = maxc^cAb^cB)) . 
Теорема доказана. 

Предположим, что производятся независимые наблюдения над 
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Из регулярности вытекает, что ̂ e(A)<i>(Hj('A)) • Пусть 
(Сеё^ . Рассмотрим TjCA) Л К . Это элемент Й ^ . По­

кажем, что для всякого о£ e l 

fet(TI(A>nK)«^(A)., 
Действительно, если ^ ( К Х ̂ ( А ) , то в силу монотонности 

Jfc(TI(A)nk)«frf-Ck)<fei(A). 
Вели же f̂ CK) > ̂ ( А ) » то, используя несмещенность, полу­
чаем: 

^c(TI(A)nK)<fetC^tci(A))-nlC)=^(A). 

Если К=>Д . то в силу соотношения А «= Tj С А ) получаем 
включение Т т ( А ) л К э Д .откуда 

^СТ1(А)пК)=^(А), 

то есть Тт(А) Л К ~ А .Это означает, что 

Н 1 ( Т 1 ( А ) П К ) = Н 1 ( А ) . 

В силу простоты для любого в € ^S(Hj) 

^ U / ( T I ( A ) n K ) ) c ^ ( ^ ( H j C A ) ) ) - . 

Если КзН^СА) , то поскольку ТтСА)^ Нт(А) » то 

Т^чА) лК=>Нх(А) 
и, кроме того, 

^cTIcA)n-K) *-f/i(HI(A)), 
откуда 

J>c^(Tx<A)nK))=» ̂ (^(HjCA))). 
Мы видим, что для К э max (A ,Hj (A) ) и flKX5oro^e$S(HjJ 

^(^сТ1(А)пК)) = ^(^(HjCA))). 
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Так как ф(,Ц^) порождает полное семейство функционалов, то 
Т 1 ( А ) Л К - Н 1 ( А ) . . 

Рассмотрим. |<№е g ^ , «wz> max (A,Wj(A>b U ^ = Пт . Очевид­
но, UTXCA) Л к'и, = ТХСА) . С другой стороны, 

U H I ( A ; = M I ( A ) ; 

откуда ^ ( A J ^ H J (А) и Тх(А) е ^ . Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 3. I . Интерполяцирнный оператор оценивания идемпо- . 

тентен. 2. Если J=> I , то Tj(A) c T j ( k) • При этом если 
Тх ( А) - компакт и для всякого асе J функционал f^ 

замкнут, то Tj (А) -компакт. 3. Пусть a ) f # j e | j ' 6 В } 
полно, б) 1 с В , в) Tj (А) - компакт, г) $^ слабо регу­
лярны. Тогда T g ( A ) = А . 4 . Пусть a) Hj - простой оператор 
оценивания, б) существует J с ^S(H-j-) , для которого 
T j ( H-j-(A)) - компакт, в) функционалы £ . слабо регу­

лярны. Тогда Ac: HjCA) . 5. Если а) I п с I к+1 , 
б) *уи'-'-1г = = В , в) { # * | ^ © В } - полное семейство 
слабо регулярных функционалов, г) Т-,(А) - компакт для некото­
рого J с В .Тогда lim Т т (А) = А . 

и, -*• к. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I . Пусть Н т - интерполяционный оператор 

оценивания. Тогда М Т ( А ) ~ Д . По определению 15 

то есть М х ° W-j = UT . 
2. Второе утверждение теоремы очевидным образом следует из 

определения T j . 
3. Так как T j C А) - компакт, то по п.2 Т В ( А ) ~ ком~ 

пакт. Из слабой регулярности по лемме 4 следует, 4TOTB(A,)' V' A 
а из полноты вытекает равенство T g (А ) = Д . 

4. Если H j - простой оператор, то ^ C M j ) порождает пол­
ное семейство функционалов. По определению 17 для всякого 

^ c ^ c A ) ) « = ^ ( f f l c H I ( A ) ) ) . 
Очевидно, что 

V^cAleT^^CMxCA)) 
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случайным выпуклым компактным множеством Д (т.е. имеется вы­
борка А^,..., А ^ с независимыми компонентами) и нас интересует 
распределение некоторого функционала £(А) . Если мы в состоя­
нии вычислить (или измерить) #(Аз) , то задача сводится к обыч­
ной числовой статистике. Если мы не в состоянии (как это обычно 
бывает) полностью описать фигуру Aj , а следовательно, и вычис­
лить HAj.) , то возникает вопрос о подходящей аппроксимации 
Ai множествами, которые могут быть построены по известным на­

блюдениям и использование которых для вычисления iiki ) приво­
дит к ошибкам, не выходящим за пределы заранее обусловленного 
уровня. 

Из изложенной выше теории следует, что естественно рассмот^ 
реть аппроксимации вида T j ( A ) •• Для проекционных функциона­
лов это многогранники, описанные около множества А . Теоремы 
2 и 4 показывают., что такие многогранники являются единственными 
простыми интерполяционными оценками, соответствующими семейству 
проекционных функционалов. 

Аппроксимации указанного вида в принципе могут быть исполь­
зованы для вычисления функционалов, не являющихся проекционными. 
В связи с этим возникает вопрос о погрешности при вычислении раз­
личных функционалов, обусловленной заменой A H a T j ( A ) 
Оценками погрешностей мы теперь и займемся. 

Пусть 0 < £ < i , V £ - подмножество 6 , являющее­
ся для @ £ -сетью и содержащее ортонормированный базис про­
странства Цм . Положим I £ = V£ U (.-V6 ) . Через Д £ 

обозначим множество T j (А) (строго говоря, в обозначении 
нужно было бы отразить зависимость о т 1 £ , а не только от £ , 
однако в дальнейшем мы исследуем свойства, зависящие лишь от £ , 
но не от конкретного вида множества индексов 1 £ ). Очевидно, 
что А с: А £ • Л 

ЛЕММА 5. pcA,A £ )<0M l /£diCWt Д ; 

рСАДеХс^е <UantA6 ; 

где Ст*= Y3"(1 + - ^ H ) . 
Утверждение этой леммы с точностью до обозначений совпадает с ут­
верждением теоремы 7 из работы [i] , стр.116. 

Сформулируем теорему об оценках погрешностей при вычисле­
нии различных геометрических характеристик выпуклых компактов по 
А е . Здесь важную роль будут играть функционалы Минковского,-

определение которых можно найти в [з] , стр. Н О . Отметим, что если 
Ц< -Функционал Минковского размерности к (в пространстве 
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Ц.т ), то W„ - объем ( иг-мерная мера Лебега), 
V^CK) —-jt 5 С К) , где 5 - площадь поверхности выпук­
лого компакта К, W4CK) — -щ; М(к) . г Д е М -интеграл 
от средней кривизны (в предположении достаточной гладкости повер­
хности), 4^(10 = 4 р i (К) , где -g^- объем /п-мерно­
го единичного шара, 4 - средняя ширина множества. 

ТЕОРЕМА 5, I. O^W kCA £)-W kCA)«ci k^diawA) • £ , 

где <*kjW/ - постоянная, зависящая лишь от к и щ . 
2. 'о «me* Ae-meiA'S Ям-С^, («ИатА)"1^. 
3. *сДе)--ьСА) «#тсctvctm, А Л Л , 

где ^ - постоянная, зависящая лишь от tn, i^— &ц уу\ • 
4. Пусть Г - линейное многообразие в R.Wt , тогда 

УС рггА8 ,^гг А) $ ^ 6 flliaw A . 
5. 0< m«i>prr &t-meiprrA*i 26ldiamA)*cmB, 

где 6 - размерность многообразия Г • 
6. 0<е diam %b-dionfv A ^ 2ow £ diam Ag j 

И - Хс̂и, s) Aiattv A6 « cttaw A « diam A6 • 
7. Пусть B e g m , тогда 

| рСА,В}-.рсХе,В.)|< c^eotiawA • 
8. . °*l'fl6 HlA| < cmt ii%m A . 
9. Если 6 - единичный шар в R , а f > 0 , то 

A m-f . 
0*me4CA6+v$)-»He*(A+rjSf)<2mcrrt£S <£ ,ЫттАГс£*-ГИ. 

i = 0 те'1 

• ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I. В силу монотонности функционалов Минков-
ского,'а также в силу включения A c Ag имеет место неравенст­
во 

WkcA)« w kti e) •• 
Далее, пусть Q - куб со стороной Aiam A . Тогда, полагая 

\\, равным правой части первого неравенства из леммы 5, полу­
чим: 
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WkcAfi)-H'kcA)«M|<Wk+/A6̂ «MkV^(Q)4=fi(.km cdiamA^e. 

2,3. Непосредственно вытекает из п.I. 
4. Нужное нам утверждение следует из леммы 5 с учетом нера­

венства 1 
л & 

p.l|9fpAg,J>rpA)*p(A6,A). 
5.0«wte6prrA£-mwprrA«b((iiawA)4=il*cwe(^awA) . 

6. Очевидным образом следует из леммы 5. 
7. Из неравенства треугольника для р следует, что 

|pJe,B)-pcA,B)Up(A£,A), 

Отсюда с помошьго леммы 5 получаем утверадение7. 
8. Учитывая монотонность функционала ||«|| и полагая в 

п.7 В = (О] , получаем утверадение 8. 
9. Для метрики •? справедливо "неравенство четырехуголь­

ника": '! 

/ЧА + В, c+D)<;(A,c;+/(B,B). 
С его помощью получаем: 

f (A+ r£ ^ e + r ^ ) « ; ( A ^ e ) « c w 8 r f i a w A= к. 

Отсюда 

0«= meUAs+r$)-meHh+r$)$$(Ae+rg)H* g(Q)h , 
где Q - куб со стороной (fllifltW A+21") . Очевидно, 

£(Q) =% m { d i a m A + 2r) m~'. 

Подставляя указанное значение i>('Qj в предыдущее неравенство 
и применяя формулу бинома Ньютона, получаем утверадение 9. 

Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Большинство опенок теорему 5 содержит в правой 

части величину d i e t т А . так как А с Ае ' , todiamA^ 
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^ tfUaw %s . Поэтому во всех таких оценках diam А мож­
но заменить на ctiww As • Во многих случаях это целесообраз­
но, так как множество Д & известно и его диаметр может быть 
вычислен, чего нельзя сказать об исходном множестве А . Впро­
чем, в некоторых приложениях заведомо известна константа, ограни­
чивающая diam А . в таких случаях diam А можно заме­
нить этой константой. 

Теорему 5 можно использовать для оценки погрешностей в вы­
числении математического ожидания функционалов от А , возни­
кающих при использовании аппроксимаций A g . 

ТЕОРЕМА 6 Обозначим ̂  - Ш*Г»№, т>„ 6-E(l*i»f** 8)* 
TOITOI. 0sEp(AA>«cm8/V 

3. O^Emei Ag-Eme* А«:ЯтСт SyUm . 
4. ОзЕ^сА^-Е^сАх^в /^ . , . 

6. 0<Bmei>f3rrk&-Emti>prrk^%iCln&jii>, 
где * = oti m Г. 

9. E|fCA,B)-f(A6,B)NCm£ya4. 

i o . E i I1AH-If Д в ] | I ^ 

m-i . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что из оценки вида|£(АеН(А)|^£ 
следует оценка | Ef ( А £ ) - Е К А ) | ^ Е | ..а из оценки вида 
0=5 Я А £ ) - Н А ) « | - оценка в и д а О « Е я Я е Ш ( А ) * Efe . 
Учитывая это обстоятельство и используя утверждения теоремы 5, 
получаем неравенства I - II. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Оценки, содержащие в правых частях величины jU,^ , 
можно заменить оценками, содержащими т)и с , с помощью п.8 ТеО-
ремы 6. 
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ТЕОРЕМА 7 . 

ijBvvk(A,)-3wkcA)kH^£(A(rtt.k)E^(A£,)^ 
2.|ДтебА£-3«<«бА|<^>нСтЕ(^тЕте5гА&)ш. 

л 

4.|3те4 ргг А£- Вше^ г р А|«^йС м б (Д й Ет«У г А £ ) . 

7.|Dme4(A£+f^)-3tKei(A+^)|<4-msottvCEwe4*(A£+f^)x 

1/= О 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.лЕусть f - положительный монотонный функ­

ционал на <Ст H | : K A £ ) - f ( A ) | « £ , тогда 

|Е#*сЛв)-ЕЛА)|«Е|Л^е.)-ЛА>| < 

^ X E ^ ^ M s U E ^ - E ^ o W 7 * . 
Далее, 

J^(^£)-3fCA) = 
= Е^С^£)-ЕгнХв)-ЕАА)+Е!1КА1 = 
= 1ЕЛА6)-ЕЛА)НЕг*(Дв)-Е**(А))« 
* Ef'*CАе)- Е*гСА)*гСЕ5*- Е*я( ^ 

От,другой стороны, 

BKA)-D*(lt6)<E*fCJ{e)-E"'dP(A)--
= E(*tA£)-f(A))-E(;f(A£)+KA))« 
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;-гЁ$-Е*сЯ£)<*<Е**'Е#*(А6>У 
л% .ow4»'|J)f(Ae)-J)f(A)|<ZCE|*..Ef*(Ae-)) 

Поскольку все функционалы, рассматриваемые в формулировке теоре­
мы, являются монотонными и положительными, то из полученной оцен­
ки и теоремы 5 вытекают неравенства I - 7. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогичным образом можно получать оценки ошибок, 
возникающих при вычислении других моментов. Интересной особеннос­
тью аппроксимации A g является возможность получения такой ин­
формации о множестве Д , как например, параметры распределения 
интеграла от средней гато» £ т.п., то есть информации о харак­
теристиках, связанных с гладкостью поверхности А в то время, 
как сама аппроксимация представляет собой многогранник и имеет 
заведомо не гладкую поверхность. Указанная возможность основана 
на использовании свойств функционалов Минковского. 

Используя оценки ошибок, можно вычислять поправки к довери­
тельным интервалам для параметров распределений функционалов от 
А . Например, если известна оценка вида| Ef(Ae)-Ef (/̂ )| ̂  \ 

можно о помощью выборки А< >•. • > А и, построит^доверительный 
интервал для Е i ( А 6 ) , используя величины $ ( Д ,• g ) , 
К == 1, . .. , И , затем построить доверительный интервал 
для \[ , также зависящей от распределения Д £ , и, наконец, с 
помощью построенных интервалов получить доверительный интервал 
для Ef'(A') . При этом, разумеется, необходимы некоторые сведе­
ния о распределении Д 6 . 

Оценки теоремы 5 показывают, что при Б—»- 0 с вероятностью 
единица Д е—»- А . а для функционалов из теоремы 5;КА6)-*;КА). 

С точки зрения случайных функций на сфере построение A g 
(эквивалентное построению ^Чч С As ) ) представляет собой интер­
поляцию случайной функций <кл (, А ) по ее значениям в точках 
« i ^ I g . Можно поставить вопрос об интерполяции в стиле, бо­
лее близком к классическим рассмотрениям: пусть . I - конечное 
подмножество <3 ; построить случайное множество А х » удовлет­
воряющее условиям: 

(1)ЕАт=ЕА, 
(2) А т измеримо относительно (Г -алгебры, порожденной 

семейством (случайных величин \%^А) | < * е 1 } , 
(3) для любого случайного выпуклого компакта с конечным вто­

рым моментом, удовлетворяющего условиям (IV и (2), име­
ет место неравенство 

136 



Et*iAi,-A>«E*4c,A). 
формулированная задача, очевидно, является аналогом классичес­
кой задачи о наилучших приближениях в среднем квадратическом. 

ТЕОРЕМА 8. Если Е|А||^<:'00 > т° существует опенка вида 
А т . В качестве такой оценки можно взять 

А*-- п £(E<*.i(A)|!» , 
iwl-c^cA),...,^^)), К,...,<**} = 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что множество 

В - Л £СЕ(**сА->|$>) 
удовлетворяет условиям (I),(2),(3). Действительно, 

E«JcAJ'< E «up IT5 с А) = 

= Е С&ар я^сА))*- Е||А|*<ьв . 

Существует Е С Ч ^ С А ) ! § ) = "*(«*) .Из свойств условного мате­
матического ожидания вытекает, что Et(«t)= Eft^CА) . при 
каждом об Т С ° 0 - случайная величина, измеримая относи­
тельно |- , для любого ol и для любой случайной величины Ц , 
имеющей второй конечный момент и удовлетворяющей первым двум ус­
ловиям, 

E C ^ C A J - ^ U ^ ^ E C ^ C A ) - ^ ) * . 

Рассмотрим функции 

*l,"-{i-i-
ы=0 ; 

адЧи1-
определенные для всех о б е К ^ . Так как 1 Q С А ) выпукла, то 
"г (<=£) также выпукла, а это означает, что чО*) — ft^XB)•'.< 
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Так как Е Т Л С В ) = Е<К<*)= Ел^сА) . то Е В = Е А . 
По построению В измеримо относительно §; . Для любого С , 
о котором вдет речь в условии (3), имеет место неравенство 

Ec^cB)-retcA))4E(TeCcc)-^cA))!l. 
пусть #(<*)--(^(Bj-flF^cA))*, ̂ «O-C^ccj-ir^cAfl*'. 
Для всякого o i e g> 

]*<;*) dP ̂  j £c«o«iP • 
Рассмотрим измеримое разбиение © = ^ ^ (J . . . U £ н, » пусть 

имеет место соотношение с̂ > е bi и при И —9- «о 

max Aiam$: —>- о . 

Тогда 

Е Е * ( « Л теб # ° « Е Е gc-f') « м ^ 

и в силу непрерывности $ и $ на © при и.-»-'©<» левая 
часть последнего неравенства стремится к интегралу 

J f (<*) dot, 

а правая - к интегралу 

J Mat) & at . 
G 

Поскольку 
и 

4=1 ote<s 

и аналогичная опенка справедлива для Л , с помощью теоремы Ле­
бега получаем неравенство 

Е jf(ct)dct < Е J $(°0 eU > 
©. • © , 
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то есть Е - р * С В , А х Ет) а(С A ) • Т е°Р е м а доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. I. Множество Д * из теоремы 8 естественно наз­

вать условным математическим ожиданием А при условии ^ . 
Удобно ввести обозначение А _ = Е ( А I !;) • 

2. Ясно, что для o i e X 

тс«сА£ ) =• иг«сА) 

то есть A T удовлетворяет интерполяционному условию. Если 
1'4 >1 я . . . - расширяющаяся последовательность конечных 

то подмножеств 6 , причем П Т и всюду плотно в S 
Л * Л »-1 * 
п j —*- М почти наверное. Это немедленно следует из того 
факта, что I^C A j ) и 1С&,(.&) удовлетворяют условию Липши­
ца с одной и той же константой (см. Jj] ). 

3. Вычисление условных ожиданий, как известно, особенно прос­
то в случае, если Я ^ ( А ) - гауссова случайная функция. Одна­
ко мы знаем, что этот случай с точки зрения теории случайных под­
множеств R m неинтересен (см. теорему I). С другой стороны, су­
ществуют нетривиальные распределения, являющиеся преобразования­
ми гауссовских, например, распределение, обладающее свойством: 

С ̂  Я Ц С А ) j... j In 1ГЫ С А)) - гауссовский вектор . (I) 
Б подобных случаях нетрудно вычислить условное ожидание. Так, 
при выполнении условия (I), полагая 1 = {в} , получим: 

где / С ^ , ^ ) - коэффициент корреляции 1С Л к) и ftg(A) . 
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