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В данной работе доказывается, что для нормального пространства 𝑋, обла-
дающего замкнутым, послойно нульмерным и непрерывным отображением на
специального класса кружевное пространство 𝑌 верно равенство Ind 𝑋 = dim 𝑋.
Аналогичное утверждение верно, если 𝑌 является паракомпактным 𝜎-прост-
ранством и ind 𝑌 = 0. Доказывается, что любая замкнутая сеть отрезка и пря-
мой является S-сетью. Дается простое доказательство неравенства Катето-
ва–Мориты для паракомпактных 𝜎-пространств (следовательно, и для кружев-
ных пространств).
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Введение. В данной работе, если не оговорено противное, все рассматриваемые
топологические пространства будем считать нормальными, хаусдорфовыми и конеч-
номерными, все отображения пространств непрерывными, все сети в пространствах
будем считать состоящими из замкнутых множеств. Существуют три основных раз-
мерностных инварианта Ind 𝑋, dim 𝑋, ind 𝑋, соотношения между которыми в раз-
личных классах пространств представляют особый интерес. П. С. Урысон доказал
равенства

Ind 𝑋 = dim𝑋 = ind𝑋

для метрических компактов, В. Гуревич и Л. А. Тумаркин доказали эти равенства
для метрических пространств со счетной базой.

М. Катетов [1] доказал равенство Ind 𝑋 = dim 𝑋 для любых метрических про-
странств. Равенство Ind 𝑋 = dim 𝑋 для любых метрических пространств незави-
симо получил также Морита. Б. А. Пасынков [2] доказал равенство Ind 𝑋 = dim 𝑋

для пространств замкнуто и нульмерно в смысле dim отображающихся на метри-
ческие. В работе [3] Пасынков доказал, что, если в пространстве 𝑋 так непрерыв-
но действует бикомпактная группа, что пространство орбит метризуемо, то имеет
место равенство Ind 𝑋 = dim𝑋. Равенство Ind 𝑋 = dim𝑋 выполняется для замкну-
тых образов метрических пространств, паракомпактных 𝜎-пространств нульмерных
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в смысле ind [4] и некоторых классов кружевных пространств [5]. Причиной выпол-
нения равенства Ind 𝑋 = dim 𝑋 в выше перечисленных случаях является наличие
в пространстве специальной системы замкнутых множеств и их окрестностей [6], [7],
называемой f-системой, которая позволяет вопрос о совпадении размерностей dim 𝑋

и Ind 𝑋 в нормальном пространстве 𝑋, используя свойства пространств с f-системой,
с помощью факторизационной теоремы Пасынкова сводить к вопросу о совпадении
размерностей dim и Ind в некотором метрическом пространстве.

В данной работе доказывается, что для нормального пространства 𝑋, обладающе-
го замкнутым, послойно нульмерным и непрерывным отображением на специально-
го класса кружевное пространство 𝑌 (кружевное пространство, имеющее S-сеть [5]),
верно равенство Ind 𝑋 = dim𝑋. Также доказывается, что равенство Ind 𝑋 = dim𝑋

выполняется для пространства 𝑋, которое замкнуто и послойно нульмерно в смыс-
ле dim отображается на паракомпактное 𝜎-пространство нульмерное в смысле ind.
В данной работе рассматривается роль S-сети в размерностных свойствах кружев-
ных пространств, а также доказывается, что любая счетная замкнутая сеть отрезка
является S-сетью. Отметим, что понятие S-сети независимо ввел S. Oka [8]. Для
метрических пространств хорошо всем известно неравенство Катетова–Мориты:

dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 dim 𝑋 + dim 𝑌.

В интересной работе К. Л. Козлова и Б. А. Пасынкова [9] неравенство

dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 dim 𝑋 + dim 𝑌

доказано для паракомпактных Σ-пространств. В настоящей работе дается простое
доказательство “логарифмического неравенства”

dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 dim 𝑋 + dim 𝑌

для паракомпактных 𝜎-пространств, основные нужные нам свойство которых описа-
ны в работе [10].

1. Основные определения и известные факты.

Определение 1.1 [7], [6]. Для пространства 𝑍 размерности Ind 𝑍 = 𝑛 мы будем
говорить, что замкнутое в 𝑍 множество 𝐹 и его окрестность 𝑂𝐹 определяют размер-
ность Ind 𝑍 пространства 𝑍, если для каждой окрестности 𝑈 множества 𝐹 такой,
что 𝐹 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑂𝐹 , имеем Ind Fr 𝑈 > 𝑛− 1.

Определение 1.2 [5]. Набор 𝜙 = {𝐹𝛼, 𝑂𝐹𝛼}𝛼∈𝐴 замкнутых в пространстве 𝑍

множеств 𝐹𝛼 и их окрестностей 𝑂𝐹𝛼 мы назовем всюду f-системой (f-системой),
если для каждого (каждого замкнутого) множества 𝑀 , 𝑀 ⊆ 𝑍, существует такой
индекс 𝛼0 ∈ 𝐴, что пара {𝑀 ∩ 𝐹𝛼0 , 𝑀 ∩𝑂𝐹𝛼0} определяет размерность Ind 𝑀 , a сис-
тема открытых множеств {𝑂𝐹𝛼}𝛼∈𝐴 является 𝜎-дискретной в 𝑍.

Определение 1.3. Пространство 𝑋, имеющее всюду f-систему, мы будем назы-
вать всюду F-пространством, а пространства, имеющие f-систему будем называть
F-пространствами.
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Всюду F-пространствами будут, например, следующие классы пространств: все
метрические, их замкнутые образы, паракомпактные 𝜎-пространства нульмерные
в смысле ind, кружевные пространства, являющиеся S-пространствами.

Понятие F-пространства позволяет дать следующее достаточное условие для сов-
падения размерностей Ind 𝑋 и dim 𝑋.

Теорема 1.4 [5]. Если 𝑋 является F-пространством, то Ind 𝑋 = dim𝑋 .

Напомним, что любое метрическое пространство является F-пространством [7],
поэтому получается простое доказательство совпадения размерностей dim и Ind для
любых метрических пространств, использующее только равенство размерностей для
пространств со счетной базой и факторизационную теорему Пасынкова.

В случае наследственно нормального пространства теорема 1.4 может быть уточ-
нена следующим образом.

Теорема 1.5 [5]. Если наследственно нормальное пространство 𝑋 является
всюду F-пространством, dim 𝑋 6 𝑛, то 𝑋 =

⋃︀
𝑋𝑖 , 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, каждое мно-

жество 𝑋𝑖 таково, что dim 𝑋𝑖 6 0, для 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛.

Как и в случае с метрическим пространством каждое 𝑋𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, в этом
случае можно считать 𝐺𝜎-множеством.

А. В. Архангельский ввел понятие сети. Система множеств 𝜇 = {𝐹𝛼} в простран-
стве 𝑋 называется сетью, если для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 и каждой окрестности 𝑂𝑥

точки 𝑥 ∈ 𝑋 существует 𝐹𝛼 ∈ 𝜇, что 𝑥 ∈ 𝐹𝛼 ⊆ 𝑂𝑥. В данной работе мы будем
рассматривать сети, состоящие только из замкнутых множеств.

А. Окuуama ввел понятие 𝜎-пространства. Пространство 𝑋 называется 𝜎-про-
странством, если 𝑋 имеет 𝜎-локально конечную (а значит и 𝜎-дискретную) сеть.
Все, используемые в этой статье свойства 𝜎-пространств, можно найти в работе
Архангельского [10]. Напомним [10], что счетное произведение паракомпактных
𝜎-пространств и любое подпространство паракомпактного 𝜎-пространства являются
паракомпактными 𝜎-пространствами.

Теорема 1.6 [7], [5], [11]. Если 𝑋 – паракомпактное 𝜎-пространство (т.е.
𝑋 имеет 𝜎-локально конечную сеть), dim 𝑋 6 𝑛 и 𝑋 всюду F-пространство, то
𝑋 является совершенным 6 (𝑛 + 1)-кратным образом нульмерного в смысле dim
паракомпактного 𝜎-пространства.

Теорема 1.7 [5], [11]. Пусть 𝑌 является наследственно нормальным параком-
пактом, dim 𝑌 6 𝑛 и 𝑌 является всюду F-пространством; пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌

замкнутое непрерывное нульмерное в смысле dim (т.е. dim 𝑓−1𝑦 = 0 для каж-
дой точки 𝑦 ∈ 𝑌 ) отображение нормального пространства 𝑋 на пространство 𝑌 .
Тогда выполняется равенство dim 𝑋 = Ind𝑋 .

Определение 1.8 [5]. Мы будем называть замкнутую сеть 𝛾 = {𝐹𝛼} в простран-
стве 𝑌 S-сетью, если для любого замкнутого множества 𝐹 ⊆ 𝑌 и любой его окрест-
ности 𝑂𝐹 существует такая подсистема 𝛾(𝐹 ) сети 𝛾, что объединение всех элементов
подсистемы 𝛾(𝐹 ), т.е. множество

⋃︀
𝛾(𝐹 ), замкнуто в 𝑌 и 𝐹 ⊆

⋃︀
𝛾(𝐹 ) ⊆ 𝑂𝐹 .

Часто удобнее пользоваться данным определением в следующем виде:

𝑌 ∖𝑂𝐹 ⊆
⋃︁

𝛾(𝐹 ) ⊆ 𝑌 ∖ 𝐹.
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Пространство, которое имеет 𝜎-консервативную S-сеть, мы будем называть S-про-
странством.

Класс S-пространств достаточно широк. Отметим некоторые подклассы клас-
са S-пространств: все метрические пространства; замкнутые образы метричеких
пространств; нульмерные в смысле размерности dim 𝜎-пространства; кружевные
пространства 𝑋, для которых ind 𝑋 = 0; свободные L-пространства [12]; параком-
пактные 𝜎-пространства, являющиеся всюду F-пространствами.

Нагата и Сивиц в работе [13] доказали, но не сформулировали, следующее утвер-
ждение.

Утверждение 1.9. Пусть в нормальном пространстве 𝑋 имеется 𝜎-консерва-
тивная сеть 𝜗 = {Φ𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖}, система {Φ𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ𝑖} консервативна

в 𝑌 для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . . Тогда в 𝑋 есть такая 𝜎-дискретная сеть 𝜇 = {𝑊𝛽 :
𝛽 ∈ Γ, Γ =

⋃︀∞
𝑖=1 Γ𝑖}, система {𝑊𝛽 : 𝛽 ∈ Γ𝑖} дискретна в 𝑌 для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . ,

что для любого множества индексов ℒ1 ⊆ ℒ существует такое подмножество
индексов Γ1 ⊆ Γ, что ⋃︁

{Φ𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ1} =
⋃︁
{𝑊𝛽 : 𝛽 ∈ Γ1}.

Таким образом, если в нормальном пространстве 𝑋 имеется 𝜎-консервативная
S-сеть, то в нем существует в силу работы [13] как 𝜎-консервативная S-сеть, так
и 𝜎-локально конечная S-сеть, так и 𝜎-дискретная S-сеть.

В работе [14] Боржес ввел понятие кружевного пространства и описал его основ-
ные свойства. Груенхаге и Юннила показали, что пространство 𝑋 является кру-
жевным тогда и только тогда, когда 𝑋 имеют 𝜎-консервативную квазибазу. Вопрос
каждое ли кружевное пространство имеет 𝜎-консервативную базу остается откры-
тым. Кружевные пространства являются совершенно нормальными паракомпакта-
ми и, как показал Хис, 𝜎-пространствами.

Утверждение 1.10 [5], [8]. Пусть 𝑋 является кружевным S-пространством.
Тогда следующие условия эквивалентны:

a) dim 𝑋 6 𝑛;
б) Ind 𝑋 6 𝑛;
в) 𝑋 =

⋃︀
𝑋𝑖 , 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 + 1, при этом каждое множество 𝑋𝑖 является

𝐺𝜎-множеством, dim 𝑋𝑖 6 0, для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1;
г) пространство 𝑋 является совершенным 6 (𝑛 + 1)-кратным образом нуль-

мерного в смысле dim кружевного пространства.

Отметим, что пространство 𝑋 в условиях утверждения 1.10 совершенно 𝑛-мерно
в смысле В.И. Пономарева [15].

2. Основные теоремы. Нам потребуются некоторые дополнительные постро-
ения и леммы.

Лемма 2.1 (Лемма Боржеса [14]). Пусть 𝑋 – кружевное пространство. Для
каждого замкнутого множества 𝐴 ⊆ 𝑋 и любой его открытой окрестности 𝑈𝐴

существует окрестность 𝑈1𝐴 множества 𝐴, такая что
1) 𝐴 ⊆ 𝑈1𝐴 ⊆ 𝑈1𝐴 ⊆ 𝑈𝐴;
2) если 𝐵 – замкнуто, 𝐴 ⊆ 𝐵 и 𝑈𝐴 ⊆ 𝑈𝐵 , то 𝑈1𝐴 ⊆ 𝑈1𝐵 .

Другими словами, кружевное пространство монотонно нормально.
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Лемма 2.2. Пусть 𝑋 – нормальное пространство, Φ – замкнутое в нем мно-
жество и Φ =

⋃︀∞
𝑖=1 𝐹𝑖 , где каждое 𝐹𝑖 замкнуто в 𝑋 . Пусть Φ ⊆ 𝑂𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,

𝑂𝑖-открыто в 𝑋 ,

Φ =
∞⋂︁

𝑖=1

𝑂𝑖, 𝑂1 ⊇ 𝑂2 ⊇ 𝑂2 ⊇ · · · ,

и пусть 𝑂𝐹𝑖 ⊆ 𝑂𝑖 , где 𝑂𝐹𝑖 – некоторая окрестность множества 𝐹𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . .
Тогда

Fr
(︂ ∞⋃︁

𝑖=1

𝑂𝐹𝑖

)︂
⊆

∞⋃︁
𝑖=1

Fr𝑂𝐹𝑖.

Доказательство. Так как

𝑂1 ⊇ 𝑂2 ⊇ 𝑂2 ⊇ 𝑂3 ⊇ 𝑂3 ⊇ . . . ,

и Φ =
⋂︀∞

𝑖=1 𝑂𝑖, система {𝑂𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , будет локально конечна на множестве 𝑋∖Φ;
следовательно, система {𝑂𝐹𝑖 }, 𝑖 = 1, 2, . . . , тоже локально конечна на множестве
𝑋 ∖ Φ. Отсюда

Fr
(︂ ∞⋃︁

𝑖=1

𝑂𝐹𝑖

)︂
⊆

∞⋃︁
𝑖=1

Fr𝑂𝐹𝑖.

Лемма 2.2 доказана.

Теорема 2.3. Пусть 𝑌 является кружевным S-пространством, и пусть име-
ется 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – замкнутое непрерывное нульмерное в смысле dim (dim 𝑓−1𝑦 = 0
для каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 ) отображение нормального пространства 𝑋 на про-
странство 𝑌 . Тогда dim 𝑋 = Ind𝑋 .

Доказательство. В силу теоремы 1.7 достаточно доказать, что 𝑌 является всю-
ду F-пространством. Для этого надо построить в пространстве 𝑌 всюду f-систему

𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ.

Пространство 𝑌 является S-пространством; тогда в силу утверждения 1.9 в 𝑌 имеет-
ся 𝜎-дискретная S-сеть, т.е. в нашем кружевном пространстве 𝑌 имеется 𝜎-дискрет-
ная S-сеть 𝛾 = {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖}, система {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ𝑖} дискретна в 𝑌 для

каждого 𝑖 = 1, 2, . . . . Приступим к построению всюду f-системы 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ.
Каждое кружевное пространство [14] является совершенно нормальным параком-
пактом, поэтому у замкнутых в 𝑌 элементов сети 𝛾 = {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖}

существуют такие окрестности 𝑈𝐹𝛼, что система {𝑈𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ𝑖} дискретна в 𝑌 для
𝑖 = 1, 2, 3, . . . . Фиксируем эти окрестности 𝑈𝐹𝛼, 𝛼 ∈ ℒ. Рассмотрим некоторый
элемент сети 𝐹𝛼 ∈ 𝛾, где 𝛼 ∈ ℒ. Фиксируем для этого элемента сети 𝐹𝛼 счетную
систему окрестностей 𝑉𝑗𝐹𝛼, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . следующим образом:

а) возьмем замкнутое множество

𝐶𝑗 =
(︂⋃︁

𝐹𝛽 : 𝛽 ∈
𝑗⋃︁

𝑖=1

ℒ𝑖, 𝐹𝛽 ∈ 𝛾, 𝐹𝛽 ∩ 𝐹𝛼 = ∅
)︂

.
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б) по сформулированной выше лемме Боржеса [14] существует такая окрест-
ность 𝑈1

𝑗 𝐹𝛼, что
𝐹𝛼 ⊆ 𝑈1

𝑗 𝐹𝛼 ⊆ 𝑈1
𝑗 𝐹𝛼 ⊆ 𝑋 ∖ 𝐶𝑗 .

Положим 𝑉𝑗𝐹𝛼 = 𝑈1
𝑗 𝐹𝛼 ∩ 𝑈𝐹𝛼. Зафиксируем 𝑖, 𝑗, система {𝑉𝑗𝐹𝛼, 𝛼 ∈ ℒ𝑖} дискретна

в пространстве 𝑌 ; следовательно, система

{𝑉𝑗𝐹𝛼, 𝛼 ∈ ℒ𝑖, 𝑖 = 1, 2 . . . ; 𝑗 = 1, 2, . . . }

𝜎-дискретна в пространстве 𝑌 . Теперь перенумеруем последнюю систему и, так
как 𝐹𝛼 ⊆ 𝑉𝑗𝐹𝛼, получим 𝜎-дискретную систему 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖,

замкнутых множеств 𝐹𝛽 ∈ 𝛾 и их окрестностей 𝑂𝐹𝛽 . Покажем, что система 𝜙 =
{𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ является всюду f-системой. Прежде всего отметим, что из построения
окрестностей 𝑉𝑗𝐹𝛼 следует, что

𝐹𝛼 =
∞⋂︁

𝑗=1

𝑉𝑗𝐹𝛼.

Пусть Ind 𝑌 = 𝑛; покажем, что система 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ определяет размерность
Ind 𝑌 = 𝑛. Пусть 𝐴 и 𝐵 замкнутые в 𝑌 множества такие, что 𝐴 ∩𝐵 = ∅, и каждая
перегородка 𝐶 между ними такова, что Ind 𝐶 > 𝑛 + 1. Возьмем все такие элементы
сети 𝐹𝛼0 ∈ 𝛾 что

либо 𝐹𝛼0 ∩𝐵 = ∅, либо 𝐹𝛼0 ∩𝐴 = ∅, либо 𝐹𝛼0 ∩ (𝐴 ∪𝐵) = ∅. (2.1)

Получаем подсистему систему системы 𝜙; обозначим ее 𝜙1. Пусть 𝜙1 = {𝐹𝛼0}𝛼0∈ℒ1 ,
где ℒ1 ⊆ ℒ. Ясно, что 𝜙1 покрытие 𝑌 . Так как пространство 𝑌 нормальное, то
у каждого множества 𝐹𝛼0 существует открытая окрестность 𝐺1𝐹𝛼0 такая, что

𝐺1𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺1𝐹𝛼0 ⊆ 𝑂𝐹𝛼0

и

либо 𝐺1𝐹𝛼0 ∩𝐵 = ∅, либо 𝐺1𝐹𝛼0 ∩𝐴 = ∅, либо 𝐺1𝐹𝛼0 ∩ (𝐴 ∪𝐵) = ∅.

(2.2)
Возьмем такую окрестность 𝐺𝐹𝛼0 , что

𝐺𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺1𝐹𝛼0 .

Получили:
𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺𝐹𝛼0 ⊆ 𝐺1𝐹𝛼0 ⊆ 𝑂𝐹𝛼0 .

Прежде всего, для простоты понимания, поясним, для чего нам нужны окрестнос-
ти 𝐺𝐹𝛼0 . Система {𝐺𝐹𝛼0 : 𝛼0 ∈ ℒ1} удовлетворяет условиям нормализующей леммы
и леммы Веденисова [16]. Поэтому между замкнутыми множествами 𝐴 и 𝐵 можно
провести перегородку 𝐶 такую, что

𝐶 ⊆
⋃︁
{Fr𝐺𝐹𝛼0 : 𝛼0 ∈ ℒ1}.

Если каждое множество Fr𝐺𝐹𝛼0 таково, что Ind Fr 𝐺𝐹𝛼0 6 𝑛− 2, то по теореме сум-
мы

Ind Fr 𝐺𝐹𝛼0 6 𝑛− 2.
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Теперь покажем, что построенный набор 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ является всюду f-сис-
темой. Сначала докажем, что он определяет размерность Ind 𝑌 . Допустим, что
система 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ не определяет размерность Ind 𝑌 = 𝑛. Нам понадо-
бится вспомнить, что 𝜎-дискретная сеть 𝛾 = {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖} является

S-сетью. Возьмем замкнутое множество 𝐹𝛼0 , удовлетворяющее условию (2.1) и его
окрестность 𝐺1𝐹𝛼0 , удовлетворяющую условию (2.2). Так как 𝜎-дискретная сеть 𝛾

является S-сетью, существует такой набор индексов ℒ𝛼0 ⊆ ℒ, что

(𝑌 ∖𝐺1𝐹𝛼0) ⊆ ∪{𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝛼0 , 𝐹𝜉 ∈ 𝛾} ⊆ (𝑌 ∖ 𝐹𝛼0),

причем множество
⋃︀
{𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝛼0 , 𝐹𝜉 ∈ 𝛾} замкнуто в 𝑌 . Обозначим это замкнутое

множество ℑ𝛼0 , т.е. ℑ𝛼0 =
⋃︀
{𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝛼0 , 𝐹𝜉 ∈ 𝛾}. Пусть ℒ𝑖

𝛼0
= ℒ𝛼0 ∩ ℒ𝑖, и пусть

ℑ𝑘 =
⋃︀
{𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘

𝛼0
}. Ясно, что ℑ𝑘 замкнуто в 𝑌 и ℑ𝛼0 =

⋃︀∞
𝑘=1ℑ𝑘. Пусть индекс 𝛼0

принадлежит некоторому ℒ𝑖0 (где ℒ =
⋃︀∞

𝑖=1 ℒ𝑖). В силу построения окрестностей
𝑉𝑗𝐹𝜉 имеем:

𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉 ∩ 𝐹𝛼0 = ∅ для 𝑘 = 1, 2, . . . .

Пусть 𝑂ℑ𝑘 =
⋃︀
{𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘

𝛼0
}. Сразу отметим, что система

{𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘
𝛼0

, 𝑘 – фиксировано}

дискретна в 𝑌 , так как 𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉 ⊆ 𝑂𝐹𝜉 по построению множества 𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉, а система
{𝑂𝐹𝜉, 𝜉 ∈ ℒ𝑘

𝛼0
} дискретна в 𝑌 по условию. Отметим, что в силу леммы Боржеса

и предыдущих построений следующие множества: ℑ𝛼0 , ℑ𝑘, 𝑂ℑ𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , удо-
влетворяют лемме 2.2 (где Φ = ℑ𝛼0), т.е. система {𝑂ℑ𝑘}, 𝑘 = 1, 2, . . . , локально ко-
нечна на множестве 𝑌 ∖ ℑ𝛼0 . Так как по предположению система 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ
не определяет размерность Ind 𝑌 = 𝑛, то Ind 𝑌 = 𝑛 не определяет и набор 𝜙1 =
{𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ𝛼0

. Следовательно, для каждого множества 𝐹𝜉, 𝜉 ∈ ℒ𝑘
𝛼0

, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
существует окрестность, обозначим ее 𝑊 𝑘+𝑖0

𝜉 , такая, что

𝐹𝜉 ⊆𝑊 𝑘+𝑖0
𝜉 ⊆𝑊 𝑘+𝑖0

𝜉 ⊆ 𝑉𝑘+𝑖0𝐹𝜉 ⊆ 𝑂𝐹𝜉, Ind Fr𝑊 𝑘+𝑖0
𝜉 6 𝑛− 2.

Обозначим через 𝑊ℑ𝑘 =
⋃︀
{𝑊 𝑘+𝑖0

𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘
𝛼0
}. Система {𝑊 𝑘+𝑖0

𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘
𝛼0
} дискретна

в 𝑌 , так как система {𝑂𝐹𝜉 : 𝜉 ∈ ℒ𝑘
𝛼0
} дискретна в 𝑌 по построению. По теореме

суммы для размерности Ind получаем: Ind Fr 𝑊ℑ𝑘 6 𝑛− 2. Получили:

𝑊ℑ𝑘 ⊆ 𝑂ℑ𝑘, 𝑊ℑ𝑘 ∩ 𝐹𝛼0 = ∅, Ind Fr 𝑊ℑ𝑘 6 𝑛− 2 для 𝑘 = 1, 2, . . . .

Пусть 𝑂ℑ𝛼0 =
⋃︀∞

𝑘=1 𝑊ℑ𝑘. Обозначим 𝐺𝛼0 множество 𝑌 ∖ 𝑂ℑ𝛼0 . Тогда Fr𝐺𝛼0 ⊆
Fr𝑂ℑ𝛼0 , но по лемме 2.2

Fr𝑂ℑ𝛼0 ⊆
∞⋃︁

𝑘=1

Fr𝑊ℑ𝑘.

Так как Ind Fr 𝑊ℑ𝑘 6 𝑛 − 2, 𝑘 = 1, 2, . . . , то по теореме суммы для размерности
Ind получаем: Ind Fr 𝑂ℑ𝛼0 6 𝑛 − 2, а значит, Ind Fr𝐺𝛼0 6 𝑛 − 2. Теперь в силу
нормализующей леммы и леммы Веденисова [16] получаем перегородку 𝐶 между
замкнутыми множествами 𝐴 и 𝐵 такую, что 𝐶 ⊆

⋃︀
{Fr𝐺𝛼0 : 𝛼0 ∈ ℒ1}, поэтому

Ind 𝐶 6 𝑛 − 2. Полученное противоречие показывает: построенный набор 𝜙 =



О РАЗМЕРНОСТИ ПРООБРАЗОВ НЕКОТОРЫХ ПАРАКОМПАКТНЫХ 411

{𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ определяет размерность Ind 𝑌 = 𝑛. Пусть теперь 𝑌0 ⊆ 𝑌 , где 𝑌0 –
любое подмножество 𝑌 , Ind 𝑌0 = 𝑚 6 𝑛, где Ind 𝑌 = 𝑛. Как известно [10], [15],
𝑌0 является кружевным пространством и, следовательно, в нем справедливы все
свойства кружевных пространств, включая теорему суммы для размерности Ind.
Пусть 𝐴1 и 𝐵1 замкнутые в 𝑌0 множества, 𝐴1 ∩ 𝐵1 = ∅, и каждая перегородка 𝐶1

в 𝑌0 между множествами 𝐴1 и 𝐵1 имеет Ind 𝐶1 > 𝑚 − 1. Тогда в пространстве 𝑌

существуют замкнутые множества 𝐴 и 𝐵 (возможно пересекающиеся вне 𝑌0) такие,
что

𝐴1 = 𝐴 ∩ 𝑌0, 𝐵1 = 𝐵 ∩ 𝑌0.

Пусть 𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ построенная выше система замкнутых множеств и их
окрестностей, определяющая размерность Ind 𝑌 . Обозначим 𝐹 1

𝛽 = 𝐹𝛽 ∩ 𝑌0, 𝑂𝐹 1
𝛽 =

𝑂𝐹𝛽 ∩ 𝑌0. Для каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌0 существует элемент 𝐹𝛼0 ∈ 𝛾 (𝛾 – указанная
выше 𝜎-дискретная S-сеть, 𝛾 = {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ, ℒ =

⋃︀∞
𝑖=1 ℒ𝑖}, в пространстве 𝑌 ), что

𝑦 ∈ 𝐹𝛼0 , при этом

либо 𝐹𝛼0 ∩𝐴 = ∅, либо 𝐹𝛼0 ∩𝐵 = ∅, либо 𝐹𝛼0 ∩ (𝐴 ∪𝐵) = ∅.

Пусть 𝐹 1
𝛼0

= 𝐹𝛼0 ∩𝑌0. После этого построения и рассуждения становятся аналогич-
ными предыдущим, только проводятся для множеств

𝐴1, 𝐵1, 𝐹 1
𝛽 , 𝑂𝐹 1

𝛽 , ℑ1
𝛼0

= ℑ𝛼0 ∩ 𝑌0, ℑ1
𝑘 = ℑ𝑘 ∩ 𝑌0, 𝑂ℑ1

𝑘 = (𝑂ℑ𝑘 ∩ 𝑌0).

Аналогично предыдущему получим множества 𝐺1
𝛼0

= 𝐺𝛼0∩𝑌0 и получаем ситуацию,
в которой применима лемма Веденисова на множестве 𝑌0 и, таким образом получаем
перегородку 𝐶1 между множествами 𝐴1 и 𝐵1 на множестве 𝑌0, и если система 𝜙1 =
𝜙 ∩ 𝑌0 не определяет размерность Ind 𝑌0, то, аналогично предыдущему, Ind 𝐶1 6
𝑚− 2. Полученное противоречие завершает доказательство теоремы 2.3.

Фактически доказана следующее утверждение.

Теорема 2.4. Монотонно нормальное пространство с 𝜎-дискретной S-сетью
является всюду F-пространством.

Отметим, что монотонно нормальное пространство с 𝜎-дискретной сетью являет-
ся кружевным пространством.

Утверждение 2.5. Для кружевного пространства 𝑋 следующие условия экви-
валентны:

1) 𝑋 является всюду F-пространством.
2) 𝑋 является S-пространством.

Действительно, из п. 1 следует п. 2, это вытекает из теоремы 1.6; из п. 2 следу-
ет п. 1, так как при доказательстве теоремы 2.3 доказано, что 𝑋 является всюду
F-пространством.

Теорема 2.6. Пусть 𝑌 будет паракомпактным 𝜎-пространством, и пусть
ind 𝑌 = 0, Ind 𝑌 6 𝑛; пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – замкнутое непрерывное нульмерное
в смысле dim (т.е. dim 𝑓−1𝑦 = 0 для каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 ) отображение нор-
мального пространства 𝑋 на пространство 𝑌 . Тогда dim 𝑋 = Ind𝑋 .
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Схема доказательства. В силу теоремы 1.7 достаточно доказать, что 𝑌 явля-
ется всюду F-пространством. Для этого надо построить в пространстве 𝑌 всюду
f-систему

𝜙 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℒ.

Так как 𝑌 паракомпактное 𝜎-пространство, то в 𝑌 существует 𝜎-дискретная сеть из
замкнутых множеств {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℜ, ℜ =

⋃︀∞
𝑖=1ℜ𝑖}, и система {𝐹𝛼 : 𝛼 ∈ ℜ𝑖} дискретна

в 𝑌 для 𝑖 = 1, 2, 3, . . . . Для каждого 𝐹𝛼, 𝛼 ∈ ℜ, существует 𝑂𝐹𝛼 такая, что 𝐹𝛼 ⊆
𝑂𝐹𝛼 ⊆ 𝑂𝐹𝛼 и система {𝑂𝐹𝛼, 𝛼 ∈ ℜ𝑖} дискретна в 𝑌 . Пусть 𝐴 и 𝐵 два непересе-
кающихся замкнутых множества в 𝑌 . Так как ind 𝑌 6 0, для каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌

существует такая окрестность 𝑂𝑦 точки 𝑦 ∈ 𝑌 , что Fr𝑂𝑦 = ∅ и 𝑂𝑦 пересекается либо
только с 𝐴, либо только с 𝐵 (т.е. окрестности 𝑂𝑦 находятся в условиях леммы Веде-
нисова [16] для множеств 𝐴, 𝐵). Для каждой точки 𝑦 ∈ 𝑌 фиксируем такую соответ-
ствующую окрестность 𝑂𝑦. В множестве индексов ℜ выберем подмножество ℜ1 ⊆ ℜ
следующим образом: 𝛽 ∈ ℜ1 тогда и только тогда, когда 𝐹𝛽 ⊆ 𝑂𝑦 для некоторой
точки 𝑦 ∈ 𝑌 . Тогда 𝜙1 = {𝐹𝛽 , 𝑂𝐹𝛽}𝛽∈ℜ1 будет всюду f-системой в пространстве 𝑌 .
Таким образом, 𝑌 является всюду F-пространством. Пусть 𝜙 = {𝐹𝛼, 𝑂𝐹𝛼}∈ℜ, так
как 𝜙1 ⊆ 𝜙, то 𝜙 тоже является всюду f-системой в пространстве 𝑌 (полезно срав-
нить с [4; теорема 6]). Теорема 2.6 доказана.

Из того, что пространство 𝑌 является всюду F-пространством, и из свойств
[10], [17] паракомпактных 𝜎-пространств вытекает следующее утверждение.

Утверждение 2.7. Пусть пространсво 𝑋 является паракомпактным 𝜎-прост-
ранством, dim 𝑋 6 𝑛, ind 𝑋 6 0. Тогда верно следующее:

а) Ind 𝑋 6 𝑛;
б) 𝑋 =

⋃︀
𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛+1, каждое множество 𝑋𝑖 является 𝐺𝜎-множест-

вом и, кроме того, dim 𝑋𝑖 6 0, для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1;
в) пространство 𝑋 является совершенным 6 (𝑛 + 1)-кратным образом нуль-

мерного в смысле dim паракомпактного 𝜎-пространства;
г) 𝑋 является всюду F-пространством и S-пространством.

Напомним, что равенство dim 𝑋 = Ind 𝑋 для паракомпактных 𝜎-пространств,
у которых ind 𝑋 = 0, доказал Oka [4].

Заметим, что в нульмерном в смысле dim паракомпактном 𝜎-пространстве любая
𝜎-локально конечная сеть из замкнутых множеств является S-сетью. Из определе-
ния следует, что “одноточечная” сеть (сеть, состоящая из всех точек пространства)
будет S-сетью. Как будет показано ниже, любая счетная сеть из замкнутых мно-
жеств на отрезке (прямой) является S-сетью. В случае произведения 2-х прямых
(2-х отрезков) вопрос остается открытым; вопрос остается открытым даже в случае
произведения прямой (отрезка) на иррациональные числа.

Вопрос. Будет ли любая счетная сеть из замкнутых множеств в R𝑛, 𝑛 > 2,
S-сетью?

Так как для отрезка наиболее интересен случай счетной сети, то следующую
теорему сформулируем так.

Теорема 2.8. На отрезке любая счетная замкнутая сеть является S-сетью.



О РАЗМЕРНОСТИ ПРООБРАЗОВ НЕКОТОРЫХ ПАРАКОМПАКТНЫХ 413

Доказательство. Пусть I – отрезок, 𝛾 = {Γ𝛼 : 𝛼 ∈ ℒ} сеть из замкнутых мно-
жеств отрезка I. Пусть 𝐿1 и 𝐿2 замкнутые в I множества и 𝐿1 ∩ 𝐿2 = ∅. Как
известно [18], [19], существует такое замкнутое отображение канторового совершен-
ного множества {, на отрезок I, что лишь счетное множество точек отрезка имеют
прообразы, состоящие из 2-х точек, остальные точки отрезка имеют одноточечные
прообразы. Пусть это будет отображение 𝑓 : {→ I. При этом

𝑓−1𝐿1 ∩ 𝑓−1𝐿2 = ∅.

Существует открыто-замкнутое в { множество 𝐺 такое, что 𝑓−1𝐿1 ⊆ 𝐺, а 𝑓−1𝐿2 ⊆
{ ∖𝐺, т.е. получаем, что

𝑓−1𝐿2 ∩𝐺 = ∅.

Тогда 𝐿2 ∩ 𝑓𝐺 = ∅. Множество 𝑓𝐺 замкнуто в I и

𝑓−1(𝑓𝐺) = 𝐺 ∪𝐾, где 𝐾 = {𝑥𝑖 ∈ { : 𝑖 = 1, 2, . . . },

т.е. 𝐾 счетно, замкнуто в {, и 𝐾 ⊆ { ∖𝐺. Ясно, что 𝑓−1𝑓𝐺 ∩ 𝑓−1𝐿2 = ∅. У каждой
точки 𝑥𝑖 ∈ 𝐾 возьмем окрестность 𝑂𝑥𝑖 так, что

𝑂𝑥𝑖 ∩ 𝑓−1𝐿2 = ∅, 𝑂𝑥𝑖 ⊆ { ∖𝐺, diam 𝑂𝑥𝑖 <
1
𝑖
.

Пусть 𝑓𝑥𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . . Возьмем 𝑧 ∈ 𝑓𝐺. Если 𝑧 ̸= 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , то в силу
замкнутости отображения 𝑓 существует окрестность 𝑂𝑧, что 𝑓−1𝑂𝑧 ⊆ 𝐺; тогда
существует Γ𝑧 ∈ 𝛾, что 𝑧 ∈ Γ𝑧 ⊆ 𝑂𝑧, т.е. 𝑓−1Γ𝑧 ⊆ 𝐺. Если 𝑧 = 𝑦𝑖 для некоторого 𝑖,
то в силу замкнутости отображения 𝑓 : {→ I существует Γ𝑧 ∈ 𝛾 (этот элемент сети
Γ𝑧 ∈ 𝛾 обозначим Γ𝑖

𝑧) такой, что

𝑓−1Γ𝑖
𝑧 ⊆ 𝐺 ∪𝑂𝑥𝑖.

Пусть 𝑓−1Γ𝑖
𝑧∩𝑂𝑥𝑖 = 𝐹𝑖, 𝐹𝑖 замкнуто в {, 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑖. Система {𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . } локально

конечна в { ∖ 𝐾, так как diam 𝑂𝑥𝑖 < 1/𝑖, 𝐾 счетно и замкнуто в {, 𝐾 ⊆ { ∖ 𝐺.
Но тогда множество (

⋃︀∞
𝑖=1 𝐹𝑖) ∪ 𝐾 замкнуто в {, а так как 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑖, множество⋃︀∞

𝑖=1 𝐹𝑖 замкнуто в {. Для всех 𝑧 ∈ 𝑓𝐺 возьмем выбранные выше элементы сети Γ𝑧

(Γ𝑧 для 𝑧 ̸= 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , и Γ𝑖
𝑧 для 𝑧 = 𝑦𝑖 при некотором 𝑖). Обозначим через ℜ

(ℜ ⊆ I) множество
⋃︀
{Γ𝑧 : 𝑧 ∈ 𝑓𝐺}, где элементы сети Γ𝑧 выбраны как указано выше.

В силу открыто-замкнутости множества 𝐺, замкнутости множества 𝐾 и построения
окрестностей 𝑂𝑥𝑖, получаем, что

⋃︀
{𝑓−1Γ𝑧 : 𝑧 ∈ 𝑓𝐺} замкнуто в {, другими словами

𝑓−1ℜ замкнуто в {. Тогда, в силу замкнутости отображения 𝑓 : {→ I, множество ℜ
замкнуто в I, 𝐿1 ⊆ ℜ, ℜ ∩ 𝐿2 = ∅. Доказательство окончено.

При доказательстве теоремы 2.8 мы не использовали счетность сети, поэтому
справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2.9. На отрезке любая замкнутая сеть является S-сетью.

Теорема 2.10. Пусть пространство 𝑋 есть произведение отрезка на рацио-
нальные числа. Тогда любая сеть из замкнутых множеств пространства 𝑋 явля-
ется S-сетью.
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Схема доказательства. При доказательстве рассматривается следующее ото-
бражение f : { × Q → I × Q, где Q – множество рациональных чисел, через I обо-
значим отрезок, { – канторово совершенное множество. Отображение 𝑓 : { → I из
теоремы 2.8, id : Q → Q – тождественное отображение, f = 𝑓 × id. Так как множе-
ство Q – счетно, то возникающее в данной ситуации множество, соответствующее
множеству 𝐾 из доказательства теоремы 2.8, тоже будет счетным. Далее аналогич-
но доказательству теоремы 2.8.

В работе [9] неравенство dim(𝑋×𝑌 ) 6 dim 𝑋 +dim 𝑌 доказано для паракомпакт-
ных Σ-пространств. Отметим, что каждое паракомпактное 𝜎-пространство является
паракомпактным Σ-пространством. Дадим простое доказательство следующей тео-
ремы, ранее [20] сформулированной автором без доказательства. Для этого нам
необходимы некоторые определения и утверждения. Отметим, что основные идеи
и методы восходят к работе [10].

Определение 2.11 [17]. Обратный спектр {𝑋𝛼, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 , 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ} называет-

ся жестким, если все пространства 𝑋𝛼 паракомпакты, все проекции 𝜋𝛼
𝛽 – уплотне-

ния, 𝐹𝛼 является 𝜎-дискретной сетью в 𝑋𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 (𝐹𝛼) = 𝐹𝛽 для всех 𝛽 6 𝛼.

Брегман [17] следующим образом охарактеризовал 𝑛-мерные в смысле dim пара-
компактные 𝜎-пространства:

Утверждение 2.12 [17; теорема 1]. Для топологического пространства 𝑋 сле-
дующие условия эквивалентны:

1) 𝑋 является паракомпактным 𝜎-пространством и dim 𝑋 6 𝑛.
2) 𝑋 гомеоморфно пределу жесткого спектра из пространств размерности dim

не более 𝑛.
3) 𝑋 гомеоморфно пределу жесткого спектра из метризуемых пространств

размерности dim не более 𝑛.

Отметим [17], что предел жесткого спектра существует и является паракомпакт-
ным 𝜎-пространством. Нам понадобится следующая лемма.

Лемма 2.13. Пусть 𝑋 будет паракомпактным 𝜎-пространством, 𝑀 -метризу-
емым пространством. Тогда dim(𝑋 ×𝑀) 6 dim 𝑋 + dim 𝑀 .

Доказательство. Напомним [16], что для конечномерных метрических прост-
ранств 𝑀1, 𝑀2 справедлива хорошо известная теорема Катетова–Мориты:

dim(𝑀1 ×𝑀2) 6 dim 𝑀1 + dim 𝑀2.

Пространство 𝑋, dim 𝑋 = 𝑛, в силу утверждения 2.12 (пункт 3) гомеоморфно пре-
делу жесткого спектра из метризуемых пространств 𝑋𝛼, dim 𝑋𝛼 6 𝑛, другими сло-
вами,

𝑋 = lim←−{𝑋𝛼, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 , 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ}.

Пусть dim 𝑀 = 𝑚. Тогда пространство (𝑋 ×𝑀) гомеоморфно обратному пределу
жесткого спектра из пространств (𝑋𝛼 ×𝑀) и отображений

𝜙𝛼
𝛽 = 𝜋𝛼

𝛽 × id,
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где 𝜋𝛼
𝛽 : 𝑋𝛼 → 𝑋𝛽 , id : 𝑀 → 𝑀 – тождественное отображение, т.е. 𝜙𝛼

𝛽(𝑥𝛼, 𝑚) =
(𝜋𝛼

𝛽 𝑥𝛼, 𝑚), 𝑥𝛼 ∈ 𝑋𝛼, 𝑚 ∈𝑀 . Элементы сети в пространстве (𝑋𝛼×𝑀) – это произве-
дения элементов сети пространства 𝑋𝛼 и сети пространства 𝑀 . Жесткость спектра
очевидна. Так как в силу теоремы Катетова–Мориты

dim(𝑋𝛼 ×𝑀) 6 dim 𝑋𝛼 + dim 𝑀 6 𝑚 + 𝑛,

в силу утверждения 2.12 (пункт 3) dim(𝑋 ×𝑀) 6 𝑚 + 𝑛. Таким образом,

dim(𝑋 ×𝑀) 6 dim 𝑋 + dim 𝑀.

Лемма доказана.

Теорема 2.14 [20]. Для конечномерных паракомпактных 𝜎-пространств 𝑋 и 𝑌

справедливо неравенство dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 dim 𝑋 + dim 𝑌 .

Следовательно, неравенство dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 dim 𝑋 + dim 𝑌 справедливо для кру-
жевных пространств.

Доказательство. Пусть 𝑋 и 𝑌 – паракомпактные 𝜎-пространства, dim 𝑋 = 𝑛,
dim 𝑌 = 𝑚, и пусть

𝑋 = lim←−{𝑋𝛼, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 , 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ},

где {𝑋𝛼, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 , 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ} – жесткий спектр, все пространства 𝑋𝛼 метризуемы,

dim 𝑋𝛼 6 𝑛 для каждого 𝛼 ∈ ℜ. Тогда пространство

𝑋 × 𝑌 = lim←−{𝑋𝛼 × 𝑌, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽 × id, 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ},

где спектр {𝑋𝛼×𝑌, 𝐹𝛼, 𝜋𝛼
𝛽×id, 𝛼 ∈ ℜ, 𝛽 ∈ ℜ} является жестким, причем, аналогично

лемме 2.13, сеть 𝐹𝛼 в паракомпактном 𝜎-пространстве 𝑋𝛼 × 𝑌 есть произведение
элементов сети в 𝑋𝛼 и элементов сети в 𝑌 . Сеть 𝐹𝛼 является 𝜎-дискретной в 𝑋𝛼×𝑌

в силу 𝜎-дискретности сети в 𝑋𝛼 и 𝜎-дискретности сети в 𝑌 . В силу леммы 2.13
dim(𝑋𝛼×𝑌 ) 6 dim 𝑋𝛼 +dim 𝑌 6 𝑛+𝑚. Но тогда в силу утверждения 2.12 (пункт 2)
получаем

dim(𝑋 × 𝑌 ) 6 𝑛 + 𝑚 = dim𝑋 + dim 𝑌.

Теорема доказана.

Мне приятно выразить благодарность профессору А. В. Архангельскому за вни-
мание к работе и полезные обсуждения, а также профессору Б. А. Пасынкову за
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