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О. Н. ЛИТВИН 

ОБОБЩЕННАЯ НЕЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
И РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАД 

При решении краевых задач эллиптического типа в работах [1—8] ис­
пользуется идея метода разделения переменных совместно с вариационны­
ми методами. В отечественной и зарубежной литературе этот метод назы­
вают вариационным методом разделения переменных, а также обобщенным 
методом Л. В. Канторовича. По сути своей он является методом сведения 
исходной краевой задачи к системе обыкновенных нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений (н. и. -д. у.); поэтому мы называем его ме­
тодом НИДУ. Несмотря на высокую точность этого метода, отмечаемую в 
цитируемых работах (см. также ссылки в них), его применение ограничи­
валось в основном областями прямоугольной формы или сводящимися к 
ним. Основные трудности на пути расширения сферы действия этого ме­
тода включают в себя трудности построения {структур приближенных ре­
шений, позволяющих с помощью конечного числа слагаемых, являющихся 
произведениями одномерных функций, зависящих от различных переменных, 
удовлетворять граничным условиям, условиям принадлежности приближен­
ного решения требуемому классу дифференцируемое™ и т. п. 

Данная работа посвящена обобщению результатов, полученных в рабо­
тах [8, 9]. А именно, в § 1 изложена методика конструирования оригиналь­
ных нелинейных интерполянтов, содержащих как частный случай резуль­
таты работы [9], а также интерполяционную формулу Бэтмена [10, с. 170]. 
В § 2 разрабатываются алгоритмы построения структур приближенных 
решений краевых задач для самосопряженного дифференциального уравне­
ния эллиптического типа порядка 2 т . В § 3 рассматриваются вопросы 
численной реализации предлагаемых алгоритмов. 

§ 1 . НЕЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
НА РЕКТАНГУЛИРУЕМЫХ ОБЛАСТЯХ 

Пусть 5 г ={х==(л : 1 , х2): xt £ [ а ц , altV.]9 i = 1, 2}. Разобьем Sf на эле­
ментарные прямоугольники (элементы) прямыми xi = aip, р = l,vt; v ^ l ; 
Q>n < 0f2 < • • • < i = 1» 2 - ? Д л я / ( x ) € С т ~~ х , m ~ l (&) введем обозна­
чения f*Jq = »+lf ( a l p , a2q)/dx\ dd2; /°° = fpq; p = Т"^", q = T~v~2, Fi3 = 

= \fn\ g==T^L; «Г/ to) = l / ( 0 , / ) fa, О . • - • . / ( 0 , / ) fa, *»Л & te) = 

= if ' 0 ) {а1ъ x*), • • > f(t,0) Kvi . *a)L U i = 0, m — 1, In— единичная мат­
рица п-то порядка; l n , 0 n — векторы п-то порядка, все компоненты кото­
рых равны 1 и 0 соответственно. 

Т е о р е м а 1. Функция 
m—1m—1 m—l m—l 

•j n ; r> i n i — n 

где матрицы Ац размера v 2 x v x и векторы Г;Г , г = 1 , 2 , i= 0, m—l , 
порядков v 2 , v x соответственно находятся из следующей системы мат­
ричных уравнений: 

m—l 

2 f ' + [Г17', . . . . iffl] r 6 f t 0 = / У Д „ *, i = 0, m-l, (1.2) 
/—0 v t раз 

m - 1 

2 ^ Г | 7 } + P l v A o = 0 V l , k = 0, m - 1 , (1.3). 
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m—l 

2А«)ри+±Т>Т' •••> Г ( /Г]6 г о = /у,6,;, /, / = 0, m - 1 , (1.4) 
z = 0 v2 раз 

m—l 

2 ( r 2 7 ) ) T / ? « + P l v A o = < , / = 0 , / я - 1 , (1.5) 

удовлетворяет независимо от выбора параметра (3 £ ( — о о , о о ) следующим 
условиям (при условии, что система (1.2), (L3) имеет решение —для 
этого необходимо, в частности, при р=^0, v 1 = =v 2 , чтобы det [ F ^ V ^ g " 1 ^ 
¥=0): 

^ ' 0 ) ( * t t , * 2 ) = f ' 0 ) ( ^ > * 2 ) > A = " l 7 ^ i ; L ^ f a , %) = / ( 0 > / , ( ^ ^ ) . 

/ = T~v~2J i,j = 0, m—l. (1.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится непосредственной проверкой. 
З а м е ч а н и е 1. Формулу (1.1) можно представить также в виде 

т - 1 

Lm(x)= 2 S [ * ( ^ f a i ( * 2 ) + &(*i). (1-7) 

т— 1 

( Х ) = ^ f 1/ W S 2 i W + § 2 (**) , (1 -8) 
/=0 

или (при р = 0) 

m—l m—l 
г=0 /=0 

m—l m—l 

" S 2 2 S ^ W F ^ W , (1.9) 
i=0 /=o 

где (при P¥=0) 

Su(*,) = 2 f i / № ) ^ Г ) + (И7 } ) r , * = 0, m - 1 , (1.10) 
m - 1 

/=0 

m - 1 

S2J(x2)= %А\?%(х1+T[f,. / = 0, m - 1 , (1.11) 

m—l 

& W = 2 f f / W r i 7 4 p , ( i . i2) 
/ = 0 

m—l 

g«w= 2( r^)%w+p. ( i . i3) z=0 

Функции S f t i (*л) = [ S k l i (xk)9 . . . , S f e V f ci {xk)]T , fk = I, 2, i = 0, m—l, оп­
ределяемые формулами (1.10), (1.11), удовлетворяют условиям 

S{ki)(akr) = 8иЬ1п *, j = 0, m - I , /, r = 1, v „ ft = f l , 2. (1.14) 

Если их взять в виде полиномов степени vh т — 1 (т. е. не зависящими 
от интерполируемой функции), то формула (1.9) дает при v x = v 2 = 2 обоб­
щенные кусочно-эрмитовы интерполянты [11, 12], использовавшиеся в ра­
ботах [13, 14] для решения краевых задач методом ЛИДУ (методом сведе­
ния к системам обыкновенных линейных интегро-дифференциальных урав­
нений). 
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С л е д с т в и е 1. При т = 1, х\ = v 2 — v, если de tFoo^O, mo ( / . i ) 
примет вид 

U (х) = f Го (хг) FM1 {/v + pivl£ F5o } fao W -
Pffo (* l )F 0 d 1л 

•p. (1.15) 
Яри p = 0 получаем \формулу | I i (x ) = Ц0(х1) F~^f20(x2)y совпадающую с 
формулой Бэтмена [10], послужившей основой для известного метода ре­
шения интегральных уравнений. Эта формула имеет вид 

0 /(#п> #2) • • • /(#iv> xz) 

f (Х1у х21) f (Х11у х2г) . . . ^21) 1х(х) 
1 

det F n 

/ (^l. x2v) f (xn, x2v) • • • f ( x l v , x2v) 

(1.16) 

ш. е. имеет место равенство 

1 

f n)( X l ) ^00 2̂0 (̂ 2) — det F n 

0 f(xn, x2) . 
f (хъ x21)f(xlly x21). 

/ (xlvi ^2) 
• / (#iv> ^2l) (1.17> 

/ (*1> X 2 \ ) f (Xlli X2v) • • • / (^lv» X2v) 
равенства можно провести непосредствен-Д о к а з а т е л ь с т в о этого 

ной проверкой. 
Основываясь на возможности представления исследуемых интерполяци­

онных формул в виде (1.9), совпадающим с представлением обобщенных 
эрмитовых интерполянтов [ 11, 12], можно найти интегральное представление 
для остаточного члена приближения функции /(х) с помощью формулы 
(1.1) [8]. 

З а м е ч а н и е 2. Анализ системы матричных уравнений (1.2)—(1.5) 
показывает, что в некоторых случаях для построения интерполянта I m ( x ) , 
удовлетворяющего условиям (1.6), необходимо использовать дополнитель­
ную информацию об интерполируемой функции (например, на линиях, не 
совпадающих с прямыми xh = akp, р = 1, v f t, ft = 1, 2). В частности, при 
т = 1, v x = v 2 = 2; / (хъ а22) = / ( я и , х2) = / (а 1 2 , х а) = 0; fpq = 0 , р, <7 = 
= 1,2, интерполянт может быть построен в виде 1 х(х) = tf2i)S(*2)r 
S (a 2 1 )=r 1, 5 (а 2 2 ) = 0, где функция S (х2) может быть представлена, на­
пример, в виде S(* a ) = /(£, * а ) / /(g, д 2 1 ) ; а21)ф0, 1^{а1Ъ а12). 

Пусть область Q представляет собой объединение прямоугольников со 
сторонами, параллельными осям координат. Разобьем Q на элементы пря­
мыми xk = xkp, р = 1, v f t, ft = 1, 2. Пусть = {(ft, /) 1 (A7 L F T , x2l)£Q}; Rkl = 
= lxik> xik+i]X ix2i> x2i+i\- Для функции f(x)^Cm-1'm~l(Q) построим ин­
терполянт /я,т(х), интерполирующий /(x) вместе с ее частными производ­
ными до порядка m — 1 на указанной выше системе прямых, имеющий в 
каждом элементе RM cz Q вид (1.1). Очевидно, если / я , ш (х ) существует 
( т . е . для каждого Rki<z:Q системы матричных уравнений (1.2)—(1.5) 
имеют решение), то fn,m{x)£Cm-1 >m~l (Q). 

Приведем, далее, более общую интерполяционную формулу, содержа­
щую интерполяционную формулу .(1.1) при v x = v 2 = 2 как частный случай 

m — l / + 1 

(1.18) 

где функции T f t , _ f t + l t f t , , / / f P ( ^ i ) e C m - 1 ([А: 1 А, Д : 1 Л + 1 ] ) ; г|з г__ / + 1 ^ , > Г , р ( * 2 ) € 
£СТ~1 {[х2Ь х2г+л\) удовлетворяют условиям 

q>iP>Lk+Uk> tl> ,q(xla) = 6**a {/*',/', 6 P J , ft', a = ft, ft+1, 
(1.19\ 

• i ? - / + i . f c ' . / ' . p ( % ) = в/<р{6Р в, P = U + 1; A 9 = 0 , m-
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Здесь в фигурных скобках берутся одновременно или первые, или вторые 
значения, т. е. если q>w f / ^ ( x l f t ) = fp

h% то ^\tltqM-=bqB9 причем (p,q,s= 

= 0, m — l ) ф 2 Р , й + 1 , / .Л*1 ,М -1 ) = 6рд; Ур2$),к,1+1 ,q{X29l+l) = fh,l+U ф 2 ^ Л , / + 1 ,<7(*lf t)= 

= 6 p g ; * (

1

s )

f f t + l e / e < 7 ( ^ 2 0 = / J + i i r Заметим, что ограничения (1.19) ис­
пользуют информацию об интерполируемой функции только в узлах интер­
поляции. Можно показать, что fn,m{x)^Cm~l >т~1 (Q) и (в предположении, 
что в Rkl cz Q взяты первые числа в фигурных скобках) удовлетворяет 
условиям 

fnlm {xlk, %) - fki, (ft, 0 6 я; r, s = 0, m — l , 
m - 1 

m - 1 

*2 б [*2b X2yl+l\y 
m—l 

/ ^ m ^ ) = < P W , « (*l) + 2 / £ + 1 . / Ф М + Ы , Р 
p=0 

m—l 

/ я ° т ( * 1 > 4 l + l ) = tal+l,.W+ 2 /j^+i<fo,M+l,p(*l)» * l€ [ * i fc . xUh+lh 
p=0 

В частности, если положить 
m - 1 

4>2 ,M+l , r W = / ( Г ' 0 ) (*lfc, ^2)— 2 / f t / * W . 9 
<7=0 

m—l 

* l , f t + l , Z , r ( ^ 2 ) = / ( r , 0 ) (^ l , f t+ l . ^2)— 2 /+l*2,fe+l,l+l,q W » ^ e f e b ^ + l l , 

m—l 

ф 1 , ^ д * 1 ) = / ( 0 ' $ ) ( * 1 > % ) — 2 /k+l /4>2,fc+i,z,p(*i)» 

m - 1 

9 M + i , i + M W = / ( 0 , s , f e 4 i + i ) - 2 / 2 8 ^ 1 Ф 1 , Л , 1 + 1 , Р ( ^ ) . ^ , f t+ i l , 
p=0 

то при соответствующем выборе функций (*2)> 9 2 , H I , I + I , « W » -
Ф 2 , Ь + 1 , / , Р М » Ф М Д Ь Р М получим формулу (1.1) п р и 1 Р = 0 (при этом 
нужно решать систему (1.2)—(1.5)). 

З а м е ч а н и е 3. Интерполянт (1.18), а также аналогичные интерпо­
лянты вида (1.1) можно представить в форме, использующей функции, оп­
ределенные не только на Яы a Q, но и на объединении нескольких RktczQy 

что удобно при решении задач методом НИДУ (см. § 2). 
З а м е ч а н и е 4. Если предположить, что функции и постоянные, вхо­

дящие в / л , т ( х ) (за исключением граничных), являются искомыми, то 
/ я , т ( х ) может быть использована в качестве структуры приближенного ре­
шения первой краевой задачи для полигармонического уравнения порядка 
2 т или более общего дифференциального уравнения эллиптического типа 
порядка 2 т (см. § 2). В качестве структур приближенных решений можно 

Nki 
использовать также структуры / я , т (х) = / я , т ( х ) + 2 £ы г

 х ^ 
£Rkt czQ, где / я , т ( х ) строится в каждом из RkiczQ по указанной выше 
методике и искомые функции lkir(xi)> t w r W предполагаются удовлетво-

gs Nkl 
ряющими условиям (V—нормаль к dRkl) — V lhir (xi) Ъыт (*2> = 0> х 6 dRkh 

s •= 0, т — 1 . 
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§ 2. МЕТОД СВЕДЕНИЯ К СИСТЕМЕ 
НЕЛИНЕЙНЫХ И. -Д. У 

Рассмотрим задачу 

=̂ 2 (-l)lalDa(aa(x)Dau(x)) = g(x), x 6 Q , а = (аъ а2), (2.1) 
0^|aj<m 

—P^L==0, xgdQ, s = 0, т - 1 , (2.2) 

л?—нормаль к dQ. Разобьем Q на прямоугольные элементы так же, как и 
в § 1. Приближенное решение задачи (2.1), (2.2) будем искать в виде 

m—l k+l l+l 

р=0 fe'=fe / ' = / 

(2.3) 
Искомые функции <pk,_k+l t k , t l , > р (хг), %,_k+l %h,%l. р(х2) предполагаем 
удовлетворяющими следующим условиям: 

ф ^ Ц + 1 . ^ . Г . Л ^ а ) = в ^ а К ? г , S p g } , ft', a = ft,ft+l,f (2.4) 

yrLi+i9h*j>9p(Xx) = 6rfi{6pq, uftr), I', p = / , / + l , p,q = 0, m—l, 
где в фигурных скобках берутся первые или вторые значения, согласно 
сказанному в § 1; и™—искомые постоянные. Полагаем и ^ = 0 , Ф * , М , Р (*i)— 

* W , P W s 0 , y(ft, /):(*!*, *2z)6<3Q. Тогда [функция ипт{х), опре­
деляемая равенствами (2.3), будет принадлежать классу ип>т(х)£ C m _ 1 'm~l(Q) 
и удовлетворять граничным условиям (2.2) независимо от выбора осталь­
ных неизвестных up

k

q и функций. Таким образом, в структуре приближен­
ного решения, определяемой формулами (2.3), все постоянные и функции 
(за исключением граничных) оказываются искомыми. Будем их находить из 
условия достижения минимума функционала «/(и л,т(х)), где J(u(x))—функ­
ционал Ритца, соответствующий исходной краевой задаче. Пусть 

= Q П {*lfc<*l<*l,fe+l} = [*lft. Xl,k+l]X[X2,nh-U X2,Nk + l], 

k= 1, V x - 1 , 

S I , M , P ( * I ) 

^ 2 , M , P (Xz) 

&21 = Qfl { % < ^2<^2,I+l} = [^ l . ^ -b X\,Mi+l]X[X2l> X2,l+ll> / = 1, V2 — 1, 

9 i , f t , / ,p (^ i )» * i £ [ * i f e > ^i,fe+i]» 

92 , f t ,Z,p( X l )> Xl£[Xl,k-l> *lfcl» 

0, #(E[*i,fc-i> ^i,fe+il» 

^l,ft,Z,p (^ 2)> ^2^[^2b X2,Z+l]> 

^2,ft,Z,p(X2)> *2€[*2,I-1> X2l]y 

0, # (£ [#2,z-i> ^2, /+i l -

Запишем Un,m(x) в виде 
ЛГл k+l m - 1 

(2-5) 
Afj /-f l m—l 

fe=mj / ' = / p=0 

Х £ Й 2 Ь * = 1» V 2—1. (2.6) 
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Обозначения очевидны. Подставляя и л , т ( х ) в виде (2.5) в функционал / (и) 
и минимизируя J (ил,т) по Ф^(%), получим систему 

(2.7) 
X2,Nk+i 

Ak,a (Xi) = j aa (x) S<«=> (x2) (S<««> (*,))*• d*2; 

g i f t ( % ) = j S 2 f t (Л) ^n-

Аналогично, подставляя ил>т(х) в форме (2.6) в J (и) и минимизируя 
J {иЛуГП) по ¥ г (д;2), получим систему 

2 ( - l ) a , (^,« W 4 , i a , > W ) < e , ) = g«&). x2l+1), 1=1, v , - l , 

(2.8) 

5 I > A ( X 2 ) = ^ « a W S ( n l ) ^ l ) ( S u , ) ( ^ l ) ) r ^ l . 

foW = j *2)Su(g)dS-

Решения систем (2.7) и (2.8) должны удовлетворять следующим граничным 
условиям: 

Ф1Г) ( Х 1 Л , ) - Г ^ , ft' = ft, ft + 1, ft = 1, v x — 1 , r = 0, m - 1 , (2.9) 

Y i s ) ( x 2 / 0 = H / / s /' = /, / = 1, v 2 - l , s = 0 , m - 1 , (2.10) 

где компоненты векторов r1 fefe' и Го//- определяются из условий (2.4), со­
держащих искомые постоянные UPJ ; (ft, / ) £ я , /?, # = 0, m—1. 

§ 3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ И. -Д. У 

Отметим важную особенность систем (2.7) и (2.8): коэффициенты и пра­
вые части системы (2.7) зависят от решений систем (2.8); в свою очередь 
коэффициенты и правые части системы (2.8) зависят от решений системы 
(2.7). Это обстоятельство позволяет для решения систем (2.7), (2.9) и (2.8), 
(2.10) совместно с системой Ритца 

dJ (u^J/dutf = 0, (ft, / ) £ я , p,q == 0, m— 1, (3.1) 

использовать метод последовательных приближений «флип-флоп» [2—6], 
а также метод, предложенный в работе Л. Айнолы [1]. 

3.1. Изложим вкратце методику построения модификации метода «флип-
флоп» применительно к решению систем (2.7)—(2.10), (3.1) в случае, когда 
можно указать явное выражение для общего решения систем (2.7), (2.8). 

Зададимся начальным видом функций ^ ^ р ^ ^ ) , (ft, 1)£лу р = 
= 0, т — 1 (используя, например, полиномы степени 2 m — 1 , найденные 
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методом конечных элементов—МКЭ). Подставляя их в систему (2.7) и ре­
шая ее вместе с граничными условиями (2.9), находим первое приближе­
ние (Pi,fc,!,p,i(*i) (значения индексов те же) к функциям %,k,i,p(Xi), зави­
сящее от тех неизвестных постоянных и ™ , которые входят в граничные 
условия (2.9). Подставляя функции Ф г , м , Р д Ы и %h,i,p(xJ в систему 
Ритца (3.1), содержащую уравнения относительно указанной части неиз­
вестных и™, и решая ее, получим первое приближение им х для указан­
ной части неизвестных постоянных и?*. Подставляя найденные и™ { и. 
*Pt,k9i9p,i(Xi) в систему (2.8) и решая ее вместе с граничными условиями 
(2.10), находим первое приближение г ^ ^ р д (х2) к неизвестным функциям 
i|?i,ft,z,p(x2), зависящее от оставшейся части неизвестных постоянных и?*. 
Снова подставляем ф | ,л , 1 , Р Э 1 (-̂ i) и ^ P , i ( * 2 ) в систему Ритца (3.1), со­
держащую уравнения относительно указанной оставшейся части неизвестных 
и™, и, решая ее, находим первое приближение для оставшейся части неиз­
вестных u^iv Аналогично проделываем следующие итерации, пока не бу­
дет выполнено неравенство \иЦг+1 —ufflj <£> V(*» 0 £ л> р, q=0, т—1 „ 
где и^1г — значения и,м9 полученные после г-й итерации; е—точность. 

3.2. Изложим модификацию метода Л. Айнолы применительно к реше­
нию систем (2.7)—(2.10), (3.1). Снова считаем, что общие решения систем, 
(2.7) и (2.8) нам известны. Подставляем их в систему (3.1) и в системы 
граничных условий (2.9), (2.10) и решаем полученные системы нелинейных 
уравнений как одну систему относительно искомых постоянных и™, (ft, /)£я, 
p,q = 0, т—1, а также относительно произвольных постоянных, собствен­
ных чисел, собственных векторов, входящих в структуру общих решений 
систем (2.7), (2.8). 

3.3. В работе [7] приведены численные результаты решения однород­
ной задачи Дирихле для уравнения Пуассона для двух частных случаев 
областей Q. Для их решения использовались обе указанные модификации. 

Для этих примеров проведено численное сравнение некоторых характе­
ристик приближенных решений, получаемых методом НИДУ, с соответ­
ствующими характеристиками приближенных решений, получаемых методом 
МКЭ (с кусочно-билинейными координатными функциями) и методом ЛИДУ. 
Произведено сравнение также с точными решениями, полученными мето­
дом разделения переменных и методом Н. X. Арутюняна. Сравнение по­
казывает высокую точность предлагаемых алгоритмов. Кроме того, сравни­
тельный анализ показывает, что если в системе математического обеспечения 
ЭВМ имеются эффективные СП решения трансцендентных уравнений, то 
метод НИДУ (п. 3.2) требует (для достижения сравнимых по точности 
результатов) меньших (или сравнимых) затрат машинного времени, чем ме­
тоды МКЭ и ЛИДУ, а также метод сведения к бесконечным регулярным 
системам уравнений. 
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